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Préface de la premiére édition

A NAISSANCE DE LA PHYSIQUE QUANTIQUE date d’un siécle et cette des-
Lcription des phénomeénes physiques, qui a transformé notre vision du
monde, n’est toujours pas remise en cause, ce qui est exceptionnel pour une
théorie scientifique. Ses prédictions ont toujours été vérifiées par ’expérience
avec une précision impressionnante. Les concepts fondamentaux, comme les
amplitudes de probabilité, les superpositions linéaires d’états, qui semblent
si étranges pour notre intuition lorsqu’on les rencontre pour la premiére fois,
restent toujours essentiels. Une évolution importante s’est cependant manifes-
tée au cours des derniéres décennies. Les progrés spectaculaires des techniques
d’observation, des méthodes de manipulation des atomes, permettent mainte-
nant de réaliser des expériences si délicates qu’elles n’étaient considérées que
comme des « expériences de pensée » par les péres fondateurs de la mécanique
quantique. L’existence de corrélations quantiques « non séparables », qui est a
la base du « paradoxe » de Einstein—Podolsky—Rosen et qui viole les fameuses
inégalités de Bell, a pu étre confirmée expérimentalement avec une grande
précision. Les états « intriqués » de deux systémes, qui manifestent de telles
corrélations quantiques, sont mieux compris, et sont méme utilisés pour des
applications concrétes, comme la cryptographie quantique. L’intrication d’un
appareil de mesure avec son environnement se révéle une piste intéressante
pour une meilleure compréhension du processus de mesure.

Parallélement & ces progrés conceptuels, on assiste également & une inva-
sion de notre monde quotidien par des dispositifs dont le principe de fonc-
tionnement repose sur des phénomeénes quantiques. Les sources laser qui sont
utilisées pour la lecture des disques compacts, I'ophtalmologie ou les télé-
communications optiques, sont basées sur ’amplification de lumiére par des
systémes atomiques dont les populations sont inversées. La résonance magné-
tique des noyaux des atomes est couramment utilisée dans les hopitaux pour
prendre des images de plus en plus précises des organes du corps humain.
Des millions de transistors sont inclus dans les puces qui permettent & nos
ordinateurs d’effectuer des opérations a des vitesses prodigieuses.

Il est donc clair qu’un enseignement moderne de la physique quantique doit
tenir compte de ces développements, pour donner a I’étudiant ou au chercheur
qui désire s’instruire une image plus précise des progrés réalisés et pour ac-
croitre sa motivation de mieux comprendre des phénomeénes physiques dont
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I'importance conceptuelle et pratique est de plus en plus évidente. C’est ce
défi qu’essaie de relever avec succés Michel Le Bellac dans le présent ouvrage.

Chacun des 14 chapitres de ce livre contient en effet, en plus d’un exposé
clair et concis des notions de base, de nombreuses discussions présentant des
développements conceptuels ou expérimentaux trés récents, qui permettent
au lecteur de se faire une idée précise des avancées de la discipline et de ses
grandes tendances d’évolution. Le chapitre 6 sur les états intriqués est bien ca-
ractéristique d’un tel choix de présentation. Au lieu de mettre ’accent sur les
propriétés mathématiques du produit tensoriel de deux espaces d’états, ce qui
est un peu austére et rébarbatif, ce chapitre préfére centrer la discussion sur la
notion d’intrication, et introduire de nombreux exemples de développements
théoriques et expérimentaux (dont certains sont trés nouveaux) : inégalités de
Bell, tests de ces inégalités, en particulier les plus récents utilisant la conver-
sion paramétrique, les états GHZ (Greenberger, Horne, Zeilinger), la notion
de décohérence illustrée par des expériences modernes d’électrodynamique
quantique en cavité, et qui sera reprise plus en détail dans une annexe, la
téléportation. Comme on le voit, il est difficile d’imaginer une immersion plus
compléte dans 'un des domaines les plus actifs actuellement de la physique
quantique. De nombreux exemples de présentation moderne peuvent étre don-
nés a propos d’autres chapitres : interférences d’ondes de de Broglie réalisées
avec des neutrons lents ou des atomes refroidis par laser ; microscopie a effet
tunnel ; fluctuations du champ quantique et effet Casimir ; transformations de
jauge non abéliennes ; équations de Bloch optiques ; forces radiatives exercées
par des faisceaux laser sur les atomes ; piége magnéto-optique ; oscillations de
Rabi dans le vide d’une cavité, etc.

Je suis vraiment admiratif devant Ueffort fait par I'auteur pour donner a
son lecteur une vision si moderne et si attrayante de la physique quantique.
Certes, les développement décrits ne peuvent pas toujours étre analysés en
grand détail, et le lecteur devra fournir une effort personnel pour parvenir a
une compréhension plus approfondie du sujet étudié. Il sera aidé en cela par la
bibliographie détaillée qu’il trouvera, soit au cours du chapitre sous forme de
notes en bas de page, soit a la fin de chaque chapitre. Je suis convaincu quun
tel ouvrage permettra une meilleure compréhension de la physique quantique
et stimulera un plus grand intérét pour cette discipline aussi centrale. Je
remercie Michel Le Bellac pour cette contribution importante qui va certai-
nement donner une image plus vivante de la physique.

Claude Cohen-Tannoudji
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E LIVRE EST ISSU DE COURS DONNES A NICE DANS LES ANNEES 1970—

1980, en maitrise de physique et en DEUG MP deuxiéme année, et
plus récemment en licence et en maitrise de physique. Les dix premiers
chapitres correspondent & un cours de base de mécanique quantique ni-
veau licence et les quatre derniers chapitres peuvent servir comme com-
plément de cours en maitrise, par exemple pour un cours de physique
atomique. Le livre contient environ 130 exercices de longueur et de dif-
ficulté variées; plus des trois quarts de ces exercices ont été effective-
ment utilisés pour des séances de travaux dirigés ou des examens. Les
corrigés d’une sélection de ces exercices sont disponibles sur le site web
http://livres.edpsciences.org/livres/sa_physique_quantique/

En plus des étudiants de second cycle et des Ecoles d’Ingénieurs, ce livre
est susceptible d’intéresser un large public de physiciens : étudiants de DEA
ou de thése, chercheurs, enseignants du second degré ou du supérieur sou-
haitant rafraichir leurs connaissances en physique quantique. Il contient des
développements récents qui ne figurent pas dans les manuels classiques : états
intriqués, cryptographie et calcul quantiques, expériences sur la décohérence,
interaction d’un champ laser avec un atome a deux niveaux, fluctuations quan-
tiques du champ électromagnétique, manipulation d’atomes par laser, etc.,
ainsi qu’en annexe un exposé succinct des idées actuelles sur la mesure en
mécanique quantique.

L’organisation du livre difféere profondément de celle des textes classiques,
qui prennent tous comme point de départ ’équation de Schrodinger et 1’étu-
dient dans diverses configurations, ce qui oblige & exposer les principes de
base de la mécanique quantique dans un cas qui n’est pas le plus simple et
a linconvénient de masquer ces principes par des calculs souvent fastidieux.
Je me suis efforcé au contraire de présenter les fondements de la mécanique
quantique sur les exemples les plus simples et I'équation de Schrodinger ap-
parait seulement au chapitre 9. L’approche suivie consiste & mener jusqu’a
a son terme la logique qu’avait adoptée Feynman (Feynman et al. [1965]) :
développer au maximum une approche algébrique et exploiter les symétries,
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en présentant la mécanique quantique dans son cadre autonome, sans faire
référence a la physique classique. Cette logique a de nombreux avantages.

e L[’approche algébrique permet de traiter des problémes simples dans des
espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation
d’un photon, spin 1/2, atome & deux niveaux. ..

e Cette approche permet d’énoncer de la facon la plus claire les postulats
de la mécanique quantique, en séparant ce qui est fondamental de ce
qui ne lest pas (par exemple le principe de correspondance n’est pas un
postulat fondamental).

e L’exploitation des propriétés de symétrie permet I'introduction la plus
générale des grandeurs physiques fondamentales : impulsion, moment
angulaire. .. comme générateurs infinitésimaux de ces symétries, sans
faire appel au principe de correspondance et & un analogue classique.

e Un dernier avantage est que le lecteur qui souhaite s’initier aux déve-
loppements récents de I'information quantique peut se limiter aux six
premiers chapitres. On peut parfaitement comprendre les bases de la
cryptographie quantique sans étre passé au préalable par le développe-
ment de la fonction d’onde en harmoniques sphériques et la résolution
de I'équation de Schrodinger dans un potentiel central !

Les aspects pédagogiques ont fait ’objet d’une attention particuliére. La pro-
gression des chapitres a été soigneusement étudiée, les premiers chapitres uti-
lisant uniquement les espaces de dimension finie; ¢’est seulement une fois les
bases acquises que l'on passe au cas général a partir du chapitre 7, tandis que
les chapitres 11 & 14 et les annexes font appel a des techniques plus avancées
qui pourront intéresser les physiciens professionnels. Un effort a été porté sur
le vocabulaire, afin d’éviter certaines expressions historiquement datées et qui
peuvent étre un obstacle a la compréhension de la mécanique quantique : sui-
vant la modernisation du vocabulaire préconisée par Lévy-Leblond, « grandeur
physique » est utilisé au lieu d’« observable », « inégalité de Heisenberg » au
lieu de « principe d’incertitude », des expressions comme « complémentarité »

Les chapitres clés du livre, c’est-a-dire ceux qui divergent de la facon la
plus évidente de l'exposé traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5, 6, et 8. Le
chapitre 3 introduit I’espace des états sur ’exemple de la polarisation des pho-
tons et montre comment passer d’une amplitude ondulatoire & une amplitude
de probabilité. Le spin 1/2 introduit d’emblée le lecteur & un probléme sans
analogue classique (ou si peu...). Les propriétés essentielles du spin 1/2 (al-
gébre des matrices de Pauli, matrices de rotation. . .) sont obtenues a partir des

1. J.-M. Lévy-Leblond « Mots et maux de la physique quantique » Bull. U. Phys. 816,
1129 (1999).
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deux seules hypothéses : (1) la dimension deux de 'espace des états; (2) I'in-
variance par rotation. La précession de Larmor du spin quantique permet
d’introduire I’équation d’évolution. Ce chapitre prépare le lecteur a I’énoncé
des postulats de la mécanique quantique au chapitre suivant : il lui est pos-
sible dans chaque cas d’illustrer ces postulats de fagon concréte en revenant
aux exemples du chapitre 3. La distinction entre le cadre conceptuel géné-
ral de la mécanique quantique et la modélisation d’'un probléme concret est
soigneusement expliquée. Le chapitre 5 met en pratique la mécanique quan-
tique sur des applications simples et physiquement importantes, dans le cas
de systémes dont le nombre de niveaux est fini, avec comme cas particulier la
diagonalisation d’un hamiltonien en présence d’une symétrie périodique. Ce
chapitre introduit également sur ’exemple de la molécule d’ammoniac I'inter-
action d'un systéme & deux niveaux atomique ou moléculaire avec un champ
électromagnétique et les notions fondamentales d’émission et d’absorption.

Le chapitre 6 est consacré aux états intriqués. On s’est rendu compte de
I'importance de ces états depuis le début des années 1980, mais ils sont igno-
rés par la plupart des manuels, & ’exception notable de celui de Basdevant et
Dalibard [2001]. Ce chapitre traite aussi bien des applications fondamentales :
inégalités de Bell, interférences a deux photons, théorie de la mesure, que des
applications concrétes potentielles & 'information quantique. Le chapitre 8 a
comme objectif 'étude des symétries & partir du théoréme de Wigner, qui
est généralement ignoré des manuels malgré son importance cruciale. La sy-
métrie de rotation permet de définir le moment angulaire comme générateur
infinitésimal, et de démontrer immédiatement les relations de commutation
de J en soulignant leur origine géométrique. Les relations de commutation
canoniques de X et P sont déduites de I'identification de 'impulsion comme
générateur infinitésimal des translations. Enfin, on obtient la forme la plus
générale du hamiltonien compatible avec 'invariance galiléenne, moyennant
une hypothése sur la loi de transformation de la vitesse. Ce hamiltonien sera
réinterprété ultérieurement dans le cadre de l'invariance de jauge locale.

Les autres chapitres peuvent se résumer comme suit. Le chapitre 1 poursuit
un triple objectif : (1) introduire des notions de base de physique microsco-
pique auxquelles il sera fait appel dans la suite du livre; (2) introduire le
comportement des particules quantiques, la conventionnelle « dualité onde-
corpuscule » ; (3) a laide de I’atome de Bohr, expliquer simplement la notion
de niveau d’énergie et de spectre de niveaux. Le chapitre 2 présente les no-
tions essentielles sur I'espace de Hilbert dans le cas de la dimension finie. Le
chapitre 7 donne quelques indications sur les espaces de Hilbert de dimension
infinie ; le but n’est évidemment pas de traiter les mathématiques de fagon
rigoureuse, mais de prévenir le lecteur de certaines difficultés de la dimension
infinie.

Les six derniers chapitres sont consacrés a des applications plus classiques.
Le chapitre 9 présente la mécanique ondulatoire et ses applications usuelles
(effet tunnel, états lies du puits carré, potentiel périodique...). Les relations
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de commutation du moment angulaire ayant été établies au chapitre 8, le
chapitre 10 débute par la construction des états propres de J? et J, et se
termine par le théoréme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels. Le
chapitre 11 développe la théorie de 'oscillateur harmonique et celle du mou-
vement dans un champ magnétique constant, ce qui est 'occasion de donner
quelques explications sur I'invariance de jauge locale. Une section importante
traite des champs quantifiés : champ de vibrations et phonons, champ électro-
magnétique et ses fluctuations quantiques. Les chapitres 12 et 13 sont consa-
crés a la diffusion et aux particules identiques. Enfin le chapitre 14 est une
breve introduction a la physique de 'atome & un électron, I’objectif principal
étant de calculer les forces sur un atome & deux niveaux placé dans le champ
d’un laser et d’en discuter les applications, dont le refroidissement Doppler et
les piéges magnéto-optiques.

Les annexes contiennent des sujets qui sont techniquement un peu plus
exigeants. La démonstration du théoréme de Wigner et l'opération de ren-
versement du sens du temps sont expliquées en détail. Des compléments sur
la théorie et les expériences sur la décohérence et une discussion des idées
actuelles sur la mesure se trouvent dans I’annexe B. Enfin I’annexe C contient
une discussion de la méthode de Wigner et Weisskopf pour les états instables.

Remerciements. J’ai bénéficié des critiques et suggestions de Pascal Baldi,
Jean-Pierre Farges, Yves Gabellini, Thierry Grandou, Jacques Joffrin, Chris-
tian Miniatura et tout particulierement de Michel Brune (& qui je suis aussi
redevable des figures 6.9, B.1 et B.2), Jean Dalibard, Fabrice Mortessagne,
Jean-Pierre Romagnan et Francois Rocca qui ont lu de larges extraits, ou
parfois méme lintégralité du manuscrit. Je remercie également David Wil-
kowski qui a inspiré le texte de plusieurs exercices du chapitre 14. Je suis bien
entendu entiérement responsable du texte final. L’aide de Karim Bernardet et
de Fabrice Mortessagne, qui m’a initié a XFIG et installé le logiciel, a été déci-
sive dans la réalisation des figures, et je tiens a remercier Christian Taggiasco
pour sa compétence et sa disponibilité dans l'installation et la maintenance
de I'ensemble des logiciels nécessaires. Enfin ce livre n’aurait pas vu le jour
sans les encouragements et le soutien sans faille de Michele Leduc, et je suis
trés reconnaissant a Claude Cohen-Tannoudji qui a bien voulu le préfacer.

Nice, mars 2003
Michel Le Bellac

N.B. Cet ouvrage utilise le point décimal.
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9 Al SOUHAITE FAIRE DE CETTE SECONDE EDITION un ouvrage qui puisse
servir aussi bien de manuel d’enseignement que de référence (ou du moins
d’introduction a la littérature) pour des sujets qui ont pris aujourd’hui une
grande importance : états intriqués, décohérence, information quantique, états
du champ électromagnétique, intégrale de chemin, atomes froids, condensats
de Bose-Einstein, équations pilotes pour les systémes ouverts, etc. Cette se-
conde édition, contrairement & la premiére qui était avant tout un livre d’en-
seignement, couvre une trop grande variété de sujets pour qu’elle puisse encore
correspondre & un cours de premiére année de master (M1). Un guide de lec-
ture est proposé au lecteur afin de lui permettre de s’orienter dans un cours
d’introduction & la mécanique quantique.

Je résume maintenant les principales différences par rapport & la premiére
édition. J’ai complété le chapitre 1 par une sous-section 1.4.5 sur les lames
séparatrices et Uinterférométre de Mach-Zehnder. Le chapitre 5 (Systémes a
nombre de niveaux fini) a été remanié : une nouvelle section (5.2) est consa-
crée a la RMN, comme exemple d’application des oscillations de Rabi, et une
courte sous-section (5.4.2) expose le principe du laser. Le chapitre 6 (Etats
intriqués) a été récrit a 80 %. La théorie de 'opérateur statistique (ou den-
sité) a été considérablement développée, ainsi que celles de la décohérence
et de la mesure. La section 6.5 sur 'informatique quantique a été complé-
tée par une analyse détaillée du théoréme de non-clonage quantique et de
lalgorithme de recherche de Grover. Dans le chapitre 9 (Mécanique ondula-
toire), j’ai supprimé plusieurs passages sur les puits et barriéres de potentiel
en créneau. Le chapitre 11 (Oscillateur harmonique) a été complété par une
discussion détaillée des états cohérents, de la quantification et des états du
champ électromagnétique et par des applications : détection homodyne, élec-
trodynamique en cavité. Le chapitre 12 (Méthodes semi-classiques) est entié-
rement nouveau. Il traite de I'intégrale de chemin, aussi bien dans son aspect
temps réel que temps euclidien, de la méthode BKW, de la distribution de
Wigner et de la phase géométrique. On trouve maintenant dans le chapitre 14
(Particules identiques, ancien chapitre 13) une introduction a la « seconde
quantification » ainsi qu’aux condensats de Bose-Einstein. Une section (15.4)
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sur la détection et le comptage de photons a été ajoutée au chapitre 15. Le
chapitre 16 (nouveau) contient une courte introduction aux atomes complexes
et aux molécules diatomiques, et le chapitre 17 (également nouveau) une in-
troduction aux équations pilotes des systémes quantiques ouverts : équations
de Lindblad, relaxation de systémes a deux niveaux, mouvement brownien
quantique. Compte tenu de la nouvelle rédaction du chapitre 6, ’ancien ap-
pendice B a été supprimé.

Guide de lecture

Seules les sections 1.3 a 1.5 du chapitre 1 sont indispensables pour la suite,
et le chapitre 2 peut étre omis par le lecteur qui posséde le niveau L2 en
algeébre. Les chapitres 3 et 5 constituent, & mon avis, le coeur d’une introduc-
tion & la mécanique quantique : les principes de base sont introduits sur les
exemples de la polarisation du photon et du spin 1/2, et le role de la symeé-
trie de rotation est mis en valeur dans le cas du spin 1/2. Des applications
simples de ces principes de base sont exposées dans le chapitre 5 : résolution
de I’équation de Schriodinger indépendante du temps pour des problémes de
chimie quantique élémentaire, oscillations de Rabi, atome & deux niveaux,
le tout illustré par la RMN et le laser. Le chapitre 4 (Postulats de la mé-
canique quantique) est un peu plus abstrait : le lecteur pourra se contenter
d’une premiére prise de contact, et y revenir aprés avoir acquis un peu plus
de familiarité avec la mécanique quantique. Dans une premiére lecture du
chapitre 6, on peut se limiter a ce qui sera indispensable pour la suite : sec-
tion 6.1 (produit tensoriel), § 6.2.1 et § 6.2.3 (opérateur statistique). Il serait
toutefois dommage de ne pas consacrer un peu de temps aux inégalités de
Bell (§ 6.3.2). Dans le chapitre 7, le lecteur peut se limiter a la section 7.3,
qui donne les recettes « mathématiques » pour la suite. Les chapitres 8, 9 et
10 sont classiques dans tout cours de mécanique quantique niveau M1. Toute-
fois la section 8.4 (invariance galiléenne) peut étre omise sans dommage pour
la suite, et la section 9.4 (bandes d’énergie) peut trouver sa place dans un
cours de physique du solide. Les sections de base du chapitre 11 (Oscillateur
harmonique) sont les sections 11.1, 11.2 et 11.3.1. Le lecteur pourra aborder
les autres sections en fonction de ses intéréts, et la section 11.5 (niveaux de
Landau) peut faire partie d’'un cours de physique du solide. Le chapitre 12
(Méthodes semi-classiques) est entiérement optionnel, et ses quatre grandes
parties : intégrale de chemin, approximation BKW, distribution de Wigner et
phases géométriques sont entiérement indépendantes. Le lecteur pourra se li-
miter aux sections 14.1 et 14.2 du chapitre 14 (Particules identiques). Enfin les
sections 15.1 et 15.2 sont une introduction standard a la physique atomique,
les autres sections de ce chapitre étant optionnelles.

En résumé, un cours niveau M1 pourrait reposer sur les sections suivantes.
Chapitre 1 : sections 1.3 a4 1.5. Chapitres 3, 4 et 5. Chapitre 6 : section 6.1.
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Chapitre 7 : section 7.3. Chapitre 8 : sections 8.1 4 8.3. Chapitre 9 : sections 9.1
a 9.3 et 9.5. Chapitre 10 : sections 10.1 & 10.4, 10.6.1 et 10.6.2. Chapitre 11 :
sections 11.1, 11.2.1 et 11.3.1. Chapitre 13 : sections 13.1 et 13.2. Chapitre 14 :
sections 14.1 et 14.2. Chapitre 15 : sections 15.1 & 15.3.

Remerciements. Je suis trés reconnaissant & Yvan Castin, Jean Dalibard,
Claude Fabre, Olivier Legrand, Gian-Luca Lippi, Fabrice Mortessagne, Jean-
Michel Raimond, Denis Ullmo, et tout particuliérement Christian Miniatura,
qui ont accepté de lire un ou plusieurs chapitres de cette nouvelle édition, et
je les remercie pour leurs critiques et suggestions.
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Chapitre 1

Introduction

E PREMIER OBJECTIF DE CE CHAPITRE est d’exposer succinctement
Lquelques notions de base sur l'organisation de la matiére, en reprenant
et en précisant les acquis de cours de physique (et de chimie) antérieurs, et
en particulier les notions de physique microscopique; il s’agira d’un survol,
et la grande majorité des énoncés seront donnés sans démonstration et sans
discussion détaillée. Le deuxiéme objectif est de décrire briévement quelques
étapes cruciales des débuts de la physique quantique; nous ne suivrons ni
Pordre historique strict, ni les arguments qu’utilisérent au début du siécle
dernier les péres fondateurs de la mécanique quantique, mais nous insisterons
plutot sur les concepts qui nous serviront par la suite. Le troisiéme objectif
est d’introduire des notions de base, comme celles de particule quantique ou
de niveau d’énergie, qui reviendront de fagon récurrente tout au long du livre.
Nous nous appuierons sur la théorie de Bohr, qui permet d’expliquer de fagon
simple, sinon convaincante, la notion de quantification des niveaux d’énergie
et le spectre de 'atome d’hydrogéne. Ce chapitre est a relire ultérieurement,
lorsque les bases de la mécanique quantique auront été explicitées et illustrées
par des exemples. D’un point de vue pratique, il est possible de sauter
en premiére lecture les considérations générales des sections 1 et 2 et de
commencer ce chapitre par la section 3, quitte a revenir ultérieurement aux
deux premiéres sections lorsqu’il sera fait appel aux notions qui y ont été
introduites.

1.1 Structure de la matiére

1.1.1 Echelles de longueur : de la cosmologie
aux particules élémentaires
Le tableau 1.1 donne l'ordre de grandeur en meétres des dimensions de

quelques objets typiques, en partant des dimensions de ’Univers pour des-
cendre & celles de la physique subatomique. Une unité de longueur commode
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TAB. 1.1 — Ordres de grandeur de quelques distances typiques en métres.

Univers rayon de la | distance rayon de | homme insecte
connu Galaxie Terre-Soleil | la Terre

1.3 x10*® | ~5x10* | 1.5x 10" 6.4 x10° | ~1.7 0.01 & 0.001
bactérie virus HIV fulleréne atome noyau de | proton

E. coli Ceo plomb

~2x107% | 1.1x 1077 | 0.7x 1077 | ~107'% | 7x107'° | 0.8 x 107*°

pour les distances astrophysiques est l’année-lumiére : 1 année-lumiére =
0.95 x 10*® m. Les sous-multiples du métre utiles en physique microscopique
sont le micrométre : 1 um= 10"% m, le nanométre : 1 nm= 109 m, et le
femtomeétre (ou fermi) : 1 fm= 10715 m. L’exploration des objets a I’échelle
microscopique se fait souvent a I’aide d'un rayonnement électromagnétique’
dont la longueur d’onde est de 'ordre de grandeur des dimensions caracté-
ristiques de lobjet & étudier (observation au microscope, aux rayons X... ).
On sait en effet que la limite de résolution est fixée par la longueur d’onde
utilisée : quelques fractions de pym pour un microscope utilisant de la lumiére
visible, quelques fractions de nanomeétre pour des rayons X. La gamme des
longueurs d’onde du rayonnement électromagnétique (infra-rouge, visible, . . .)
est résumée dans la figure 1.1.

E (eV)

108 104 1 1074 108
__ | | | | | | | |- __
| | | | | | | | |

y X uv IR micro radio
- | | | | | | | | __
| | | | | | | |
10-14 1010 106 1072 102
A (m)

Fia. 1.1 — Longueur d’onde de rayonnements électromagnétiques et énergie des
photons correspondants. La boite hachurée représente le domaine visible. Les fron-
tieres entre les différents types de rayonnement (par exemple la fronticre entre les
rayons v et les rayons X) ne sont pas définies de fagon stricte. Un photon d’énergie
E =1 €V a une longueur d’onde XA = 1.24 x 10~% m, une fréquence v = 2.42 x 10** Hz

et une fréquence angulaire w = 1.52 x 10'° rad.s™ 1.

1. D’autres techniques d’exploration sont la diffusion de neutrons (exercice 1.6.4), la
microscopie électronique, la microscopie a effet tunnel (§ 12.4.4), etc.
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1.1.2 Etats de la matiére

Nous serons particuliérement intéressés par les phénomeénes a 1’échelle mi-
croscopique, et il est utile de rappeler quelques notions élémentaires sur la
description microscopique de la matiére. La matiére peut se présenter sous
deux formes : une forme ordonnée, le solide cristallin, et une forme non or-
donnée, liquide, gaz, solide amorphe.

Le solide cristallin présente un ordre a longue distance. La figure 1.2 donne
I'exemple de la structure microscopique du chlorure de sodium : on constate
que le motif du cristal se répéte avec une périodicité I = 0.56 nm, le pas du
réseau. Partant d’un ion chlore ou d’un ion sodium, et suivant une des arétes
de la structure cubique, on retrouvera un ion chlore ou un ion sodium & une
distance n x 0.56 nm ol n est un nombre entier : c’est ce que ’on appelle un
ordre & longue distance.

F1G. 1.2 — Arrangement des atomes dans le cristal de chlorure de sodium. Les ions
chlore C1~ sont plus gros que les ions sodium Na™.

Les liquides, les gaz et les solides amorphes ne possédent pas d’ordre a
longue distance. Prenons I'exemple d’un liquide monoatomique, celui de I'ar-
gon liquide. En premiére approximation, les atomes d’argon peuvent étre re-
présentés par des sphéres impénétrables de diamétre o ~ 0.36 nm. La fi-
gure 1.3 représente schématiquement une configuration des atomes pour un
liquide ou les sphéres sont pratiquement en contact, mais sont disposées de
fagon désordonnée. Partant du centre d’un atome pris comme origine, la pro-
babilité p(r) de trouver le centre d'un autre atome & une distance r de ce
centre sera pratiquement nulle tant que r < 0. Cette probabilité deviendra au
contraire maximale pour r = o, 20,... et oscillera ensuite pour se stabiliser
a une constante, alors que dans le cas d’un solide cristallin, la fonction p(r)
présente des pics quelle que soit la distance a l'origine. L’argon gazeux posséde
le méme type de configuration que le liquide, la seule différence étant que les
atomes sont beaucoup plus éloignés les uns des autres. Toutefois la différence
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Fi1G. 1.3 — (a) Arrangement des atomes dans Pargon liquide. (b) Probabilité p(r)
pour un liquide (tirets) et pour un gaz (trait continu). (c) Probabilité p(r) pour un
cristal simple.

entre gaz et liquide disparait au point critique, et on peut passer contintiment
du gaz au liquide ou inversement en contournant le point critique, alors qu’un
tel passage continu est impossible vers un solide, parce que le type d’ordre est
qualitativement différent.

Nous avons pris comme exemple un gaz monoatomique, mais en général
la brique de base est une combinaison d’atomes, la molécule : No, Oz, HyO,
etc. Certaines molécules comme les protéines peuvent contenir des milliers
d’atomes ; par exemple le poids moléculaire de I'hémoglobine est de I'ordre de
64 000. Une réaction chimique est un réarrangement d’atomes : les atomes des
molécules initiales se redistribuent pour donner les molécules finales

L’atome est composé d’'un noyau atomique (ou simplement noyau) chargé
positivement et d’électrons chargés négativement. Plus de 99.9 % de la masse
de 'atome se trouve dans le noyau atomique, car le rapport de la masse de
Pélectron me a celle du proton m,, est me/m, =~ 1/1836. L’atome est de dix
a cent mille fois plus gros que le noyau : la dimension typique d’un atome?
est 1A (1A=10"1m = 0.1 nm), celle d’un noyau de quelques fermis (ou
femtometres).

Un noyau atomique est formé de protons et de neutrons, les premiers
chargés électriquement et les seconds neutres; les masses du proton et du
neutron sont identiques & 0.1 % prés, et on pourra souvent négliger cette
différence de masse. Le numéro atomique Z est le nombre de protons du noyau,
et aussi le nombre d’électrons de ’atome correspondant, de fagon a assurer
sa neutralité électrique. Le nombre de masse A est le nombre de protons
plus le nombre de neutrons N : A = Z + N. Les protons et les neutrons

2. Nous continuerons a utiliser I’Angstrom, qui est typique de la dimension atomique,
de préférence au nm. Par un hasard (?) heureux, le symbole fm peut aussi bien désigner le
femtomeétre que le fermi, unité de longueur des physiciens nucléaires.
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sont appelés collectivement nucléons. Les réactions nucléaires sont pour les
protons et les neutrons ’analogue des réactions chimiques pour les atomes :
une réaction nucléaire est une redistribution des protons et des neutrons dans
des noyaux différents des noyaux initiaux, de méme qu’une réaction chimique
est une redistribution des atomes dans des molécules différentes des molécules
initiales. Un exemple de réaction nucléaire est la réaction de fusion des noyaux
de deutérium (2H : un proton + un neutron) et de tritium (*H : un proton +
deux neutrons) pour donner un noyau d’hélium* (*He : deux protons + deux
neutrons) et un neutron libre

’H+ ®H — *He +n + 17.6 MeV

La réaction dégage une énergie de 17.6 MeV et pourrait étre utilisée dans
un futur (probablement lointain) pour produire de 1’énergie & grande échelle,
I’énergie de fusion. Le projet de réacteur de recherche ITER est une premiére
étape dans cette direction.

Dans la composition de I’atome en noyau et électrons, de méme que dans
celle du noyau en protons et neutrons, un concept important est celui d’énergie
de liaison. Considérons un objet stable C' formé de deux objets A et B : C est
appelé état lié de A et B. La désintégration C' — A + B ne sera pas possible
si la masse m¢ de C est inférieure a la somme des masses m4 et mp de A et
de B, c’est-a-dire si I’énergie de liaison® E;,

Er = (ma+mp —mg)c? (1.1)

est positive; ¢ est la vitesse de la lumiére. Fj, est I’énergie qu’il faut fournir
pour dissocier C' en A + B. En physique atomique, cette énergie est appelée
énergie d’ionisation : c¢’est I’énergie nécesssaire pour dissocier un atome en un
ion positif et un électron, ou, en d’autres termes, pour arracher un électron
a latome. Pour les molécules, E} est I'énergie de dissociation, ou l'énergie
nécessaire pour dissocier la molécule en atomes. Une particule ou un noyau
instable dans une certaine configuration peut parfaitement étre stable dans
une autre configuration. Le neutron libre (n), par exemple, est instable : en
un temps d’une quinzaine de minutes en moyenne, il se désintégre en un pro-
ton (p), un électron (e) et un antineutrino électronique (7, ), ce qui correspond
a la désintégration de base de la radioactivité /3

n’ —pt4+e +70 (1.2)

ou nous avons indiqué en exposant la charge des particules en unités de
la charge du proton. Cette désintégration est possible, car les masses* des

3. En raison de la célébre relation d’Einstein £ = mc?, ou tout simplement par analyse

dimensionnelle, on peut relier masse et énergie et exprimer par exemple les masses en J/ c?
ou en eV /c?.

4. Trois expériences récentes : Fukuda et al. [2001], Ahmad et al. [2001] et Eguchi
et al. [2003] montrent de fagon convaincante que la masse du neutrino est non nulle, pro-
bablement de I’ordre de 1072 eV /c? : cf. I'exercice 4.4.6 sur les oscillations neutrino. Pour
une revue récente, voir par exemple Wark [2005].
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particules dans (1.2) vérifient

Mmpc® > (myp + me + my)

My ~939.5MeV /¢ m, ~938.3MeV/c® me ~0.51MeV/c® my, ~0

En revanche le neutron ne se désintégre pas dans les noyaux atomiques stables,
par exemple dans le noyau deutérium, ou deutéron, (*H), car

mey ~ 1875.6Mev/c* < (2my + me +myp, ) ~ 1878.3 MeV /¢

et la désintégration
H—2p+e+7e

est impossible : le deutéron est un état lié proton-neutron.

1.1.3 Constituants élémentaires

Nous avons décomposé les molécules en atomes, les atomes en électrons et
noyaux, les noyaux en protons et neutrons. Peut-on aller encore plus loin, par
exemple décomposer le proton ou I’électron en constituants plus élémentaires ?
Peut-on dire par exemple a partir de (1.2) que le neutron est « formé » d’un
proton, d’un électron et d’un antineutrino? Un argument simple fondé sur
les inégalités de Heisenberg montre que I’électron ne peut pas préexister dans
le neutron (exercice 9.6.4), et qu’il est créé au moment de la désintégration :
on ne peut donc pas dire que le neutron est « composé » d’'un proton, d’un
électron et d’un neutrino. On pourrait aussi penser a « casser » un proton
ou un neutron en des composants plus élémentaires, en les bombardant par
des particules énergiques, et répéter ce qui se passe par exemple quand on
bombarde un deutéron avec des électrons de quelques MeV

e+ H—e+p+n

Le deutéron ?H a été cassé en ses constituants, un proton et un neutron.
L’histoire ne se répéte pas lorsque I’on bombarde un proton avec des électrons.
Pour des électrons peu énergiques les collisions sont élastiques

e+p—e+p

mais pour des électrons d’énergie suffisante (quelques centaines de MeV), au
lieu de casser le proton, on crée d’autres particules, par exemple dans des
réactions du type

e+p—e+p+r’
e+p—>e+n+7r+—|—7r0
e+p—e+ KT +A°
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otl les mésons 7 et K et ’hypéron A sont de nouvelles particules, dont la
nature importe peu ici. Le point crucial est qu’elles ne sont pas présentes
initialement dans le proton, mais qu’elles sont créées au moment de la réaction.

Il arrive donc un moment ou il ne semble plus possible de décomposer
la matiére en constituants de plus en plus élémentaires. On peut alors se
poser la question suivante : quel est le critére d’élémentarité ? Le point de
vue actuel est d’appeler élémentaires les particules qui apparaissent comme
ponctuelles dans leurs interactions avec d’autres particules. Avec ce point de
vue, I’électron, le neutrino et le photon sont élémentaires, tandis que le proton
et le neutron sont « composés » de quarks : les guillemets sont importants, car
les quarks n’existent pas & I’état libre®, et cette « composition » du proton en
quarks est tout a fait différente de la composition du deutéron en proton et
neutron. Il existe seulement des preuves indirectes (mais convaincantes!) de
cette composition en quarks.

Dans ’état actuel de nos connaissances®, il existe trois familles de parti-
cules élémentaires, ou « particules de matiére » de spin 1/27. Le tableau 1.2
en donne la liste; la charge électrique ¢ est exprimée en unités de la charge
du proton. Chaque famille se compose de leptons et de quarks, et & chaque
particule correspond une antiparticule de charge opposée. Les leptons de la
premiére famille sont ’électron et son antiparticule le positron e™, ainsi que le
neutrino électronique v, et son antiparticule 'antineutrino électronique 7., et
les quarks de cette famille sont le quark « up » (u) de charge 2/3 et le quark
« down » (d) de charge —1/3, avec bien siir les antiquarks 7 et d correspon-
dants, de charge —2/3 et 1/3 respectivement. Le proton est une combinaison
uud et le neutron une combinaison udd. Cette premiére famille suffit & notre
vie courante, puisqu’elle permet de fabriquer la matiére ordinaire, le neutrino
étant indispensable dans le cycle des réactions nucléaires assurant la bonne
marche du Soleil. Si 'existence de la premiére famille peut se justifier par un
argument anthropocentrique : si elle n’existait pas, nous ne serions pas la pour
en parler! la raison d’étre des deux autres familles reste aujourd’hui tout &
fait mystérieuse®.

A ces particules il faut ajouter celles qui « transportent les interactions » :
le photon pour les interactions électromagnétiques, les bosons W et Z pour
les interactions faibles, les gluons pour les interactions fortes et le graviton

5. Ce qui fait que la notion de « masse » d’un quark est une notion complexe, du moins
pour les quarks dits « légers », up, down et étrange. On retrouve une masse (presque) usuelle
pour les quarks lourds b et t.

6. Il existe un argument trés fort pour limiter & trois ce nombre de familles : des ex-
périences au CERN ont montré en 1992 que le nombre de familles était limité a trois, a
condition que les neutrinos aient une masse inférieure a 45 GeV/c?. La valeur expérimentale
actuelle du nombre de familles est de 2.984 4+ 0.008.

7. Le spin 1/2 est défini au chapitre 3 et le spin en général au chapitre 10.

8. cf. la célebre interrogation de Rabi : « Who ordered the muon ? » Cependant on sait
que chaque famille doit étre compléte : ainsi I’existence du quark top et sa masse ont été
prédites plusieurs années avant sa découverte expérimentale en 1994. En raison de sa masse
élevée, environ 175 fois la masse du proton, il a fallu attendre la construction du Tevatron
aux Etats-Unis pour le produire.
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TAB. 1.2 — Les particules de matiére. Les charges électriques sont mesurées en
unités de la charge du proton.

lepton ¢ = —1 | neutrino ¢ =0 | quark ¢ =2/3 | quark ¢ = —1/3
famille 1 | électron neutrinoe quark up quark down
famille 2 | muon neutrino,, quark charmé | quark étrange
famille 3 | tau neutrino, quark top quark b

pour les interactions gravitationnelles?, ce qui nous améne naturellement &
présenter ces interactions.

1.1.4 Interactions (ou forces) fondamentales

On distingue quatre'® types d’interactions (ou de forces) fondamentales :
fortes, électromagnétiques, faibles et gravitationnelles. Les interactions élec-
tromagnétiques sont celles qui vont jouer un role majeur dans ce livre : ce sont
elles qui régissent le comportement des atomes, des molécules, des solides, etc.
Les forces électriques de la loi de Coulomb sont dominantes : rappelons que si
une charge ¢ est immobile & l'origine des coordonnées, la force qu’elle exerce
sur une charge immobile ¢’ située en un point 7 est

(1.3)

ou 7 est le vecteur unitaire!! #/r, r = |¥| et ¢ la permittivité du vide. Si les
charges sont en mouvement avec une vitesse v, on doit aussi tenir compte des
forces magnétiques, mais celles-ci sont plus faibles que la force de Coulomb
par un facteur ~ (v/c)?. Pour les électrons des couches externes, (v/c)? ~
(1/137)? < 1, mais, compte tenu de la trés grande précision des expériences de
physique atomique, les forces magnétiques sont facilement mises en évidence
dans des phénomeénes comme la structure fine ou leffet Zeeman (§ 15.2.3). La
force de Coulomb (1.3) est caractérisée par

e la forme de la loi de force en 1/72 : la loi de force est dite a longue
portée;

e lintensité de la force mesurée par une constante de couplage qq' /(4meg).

Le point de vue moderne, celui de la théorie quantique des champs, est que
les forces électromagnétiques sont dues a 1’échange de photons « virtuels »'2

9. En toute rigueur, les interactions électromagnétiques et les interactions faibles sont
maintenant unifiées en interactions électrofaibles ; le gluon, tout comme les quarks, n’existe
pas a l’état libre. Enfin I'existence du graviton est pour le moment hypothétique : on n’a
méme pas encore détecté sur la Terre sa version classique, les ondes gravitationnelles.

10. La « cinquiéme force » revient périodiquement sur le devant de la scéne, mais elle
disparait tout aussi périodiquement, !

11. Nous utiliserons systématiquement la notation 7, i, p, etc. pour les vecteurs unitaires
de P’espace ordinaire.

12. Ce terme sera expliqué au § 4.2.4.
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entre particules chargées. La théorie quantique des champs résulte du mariage
(conflictuel*®!) entre la mécanique quantique et la relativité restreinte. Les
interactions entre atomes ou entre molécules sont représentées par des forces
effectives, par exemple les forces de van der Waals (exercice 15.6.1). Ces forces
n’ont pas de caractére fondamental car elles se déduisent de la force de Cou-
lomb : c’est le déguisement sous lequel apparait la force de Coulomb pour des
sytémes complexes électriquement neutres.

Les interactions fortes sont responsables de la cohésion du noyau atomique.
Contrairement a la force de Coulomb, elles décroissent exponentiellement en
fonction de la distance, suivant une loi en exp(—r/rg)/r?, avec ro ~ 1fm : on
dit que ce sont des forces @ courte portée. Pour r S rg, elles sont trés intenses.
Il en résulte que les énergies caractéristiques dans un noyau sont de ’ordre du
MeV, alors qu’elles sont de ’ordre de ’eV dans un atome pour les électrons des
couches externes. En réalité, les forces entre nucléons ne sont pas des forces de
type fondamental, car les nucléons sont, on I’a vu, des particules composées.
Les forces entre nucléons sont I’analogue des forces de van der Waals pour les
atomes, et les forces fondamentales sont les forces entre quarks. Cependant,
la relation quantitative qui relie les forces entre nucléons et les forces entre
quarks est encore loin d’étre comprise. Le gluon, particule de masse nulle et
de spin 1 comme le photon, joue pour les interactions fortes le réle que joue le
photon pour les interactions électromagnétiques. La charge est remplacée par
une propriété appelée par convention couleur, et la théorie des interactions
fortes est appelée pour cette raison la chromodynamique.

Les interactions faibles sont responsables de la radioactivité g3

(Z,N)— (Z+1,N—-1)4+e +7, (1.4)
dont un cas particulier est (1.2) qui s’écrit avec les notations de (1.4)
(0,1) — (1,0) + ¢ + 7,

De méme que les interactions fortes, les interactions faibles sont & courte
portée, mais, comme leur nom l'indique, elles sont beaucoup moins intenses.
Les vecteurs des interactions faibles sont les bosons de spin 1 chargés W=+
et neutre Z°, dont les masses sont respectivement 82 MeV /c? et 91 MeV /c?,
environ 100 fois la masse du proton. Les leptons, les quarks, les bosons de
spin 1 (ou bosons de jauge) : photon, gluons, bosons W+ et Z°, ainsi qu’une
particule hypothétique de spin 0, & l'origine de la masse des particules, le
boson de Higgs, sont les particules du modéle standard de la physique des
particules, qui a été testé expérimentalement avec une précision supérieure a
0.1 % au cours de ces dix derniéres années.

Enfin les interactions gravitationnelles, toujours attractives contrairement
aux interactions coulombiennes, ont la forme bien connue entre deux masses

13. La combinaison de la mécanique quantique et de la relativité restreinte conduit
a des résultats infinis, et ces infinités doivent étre contrdélées par une procédure appelée
renormalisation, qui n’a vraiment été comprise et justifiée que dans les années 1970.
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m et m’

- 7

F = —-Gmm/ = (1.5)
on les notations sont identiques a celles de (1.2) et ou G est la constante de
gravitation. La loi de force (1.5), est, comme la loi de Coulomb, une loi a
longue portée, et on peut comparer directement les forces de gravitation et de
Coulomb entre un électron et un proton, puisque la forme de la loi de force

est la méme )
Foo ([ 1 ~ 107
Fgr. 47750 Gmemp

Dans un atome d’hydrogéne, la force de gravitation est négligeable, et de fa-
con générale, la force de gravitation sera totalement négligeable pour tous
les phénoménes de physique atomique, moléculaire ou du solide. La relativité
générale, théorie relativiste de la gravitation, prédit 1’existence d’ondes gravi-
tationnelles'* qui sont pour la gravitation ’analogue des ondes électromagné-
tiques, tandis que le graviton, particule de spin 2 et de masse nulle, est I’ana-
logue du photon. Toutefois il n’existe pas aujourd’hui de théorie quantique
de la gravitation. Concilier la mécanique quantique et la relativité générale,
expliquer l'origine de la masse et des trois familles de particules constituent
les défis majeurs de la physique théorique du XXI¢ siécle.

Comme résumé de cette présentation des constituants élémentaires et des
forces, on retiendra qu’il existe trois familles de particules de matiére, com-
prenant des leptons et des quarks, et que les vecteurs des forces sont le photon
pour les interactions électromagnétiques, le gluon pour les interaction fortes,
les bosons W et Z pour les interactions faibles, et enfin ’hypothétique gravi-
ton pour les interactions gravitationnelles.

1.2 Physique classique et physique quantique

Avant d’introduire la physique quantique, résumons briévement les fonde-
ments de la physique classique. La physique classique comporte trois branches
principales, qui ont chacune diverses ramifications.

1. La premiére branche est la mécanique, dont la loi fondamentale est la loi
de Newton, ou loi fondamentale de la dynamique, donnant la force F sur
une particule ponctuelle de masse m en fonction de la dérivée par rapport au
temps de son impulsion p’ 4

o p

F= & (1.6)
Sous cette forme, I’équation fondamentale de la dynamique survit aux modifi-

cations apportées par Einstein en 1905 avec la relativité restreinte, a condition

14. Les preuves de 'existence des ondes gravitationnelles sont pour le moment indirectes :
elles résultent de 'observation de pulsars (étoiles & neutrons) binaires. Ces ondes pourraient
étre détectées prochainement sur Terre dans les expériences VIRGO et LIGO. L’observation
du graviton est probablement repoussée & un futur trés lointain
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d’utiliser I'expression relativiste de 'impulsion en fonction de la vitesse U, de
la masse m de la particule et de la vitesse de la lumiére ¢

- muv
P= 7
V1—02/c?
2. La deuxiéme branche est [’électromagnétisme, résumé dans les quatre équa-
tions de Maxwell donnant le champ électrique E et le champ magnétique B
en fonction des densités de charge pepn, et de courant Je,, appelées sources du
champ électromagnétique

(1.7)

5 3 S 0B
= EF=—-—— 1.8
V- V x 5 (1.8)
S o Pom 9 = oOF 1
V-E = VXxB=—+4—J%m 1.9
€0 eV ot + €0 J (1.9)

De ces équations on déduit la propagation d’ondes électromagnétiques dans
le vide a la vitesse de la lumiére

1 92 )\ [ E
&gﬁg—v>{§_n (1.10)

Ceci fait le lien avec 'optique, qui devient un cas particulier de 1’électroma-
gnétisme. Le lien entre 1 et 2 est fourni par la loi de Lorentz donnant la force
sur une particule de charge ¢ et de vitesse U

F=q(E+7xB) (1.11)

3. La troisiéme branche est la thermodynamique, qui se déduit du second
principe'® : il n’existe pas de dispositif fonctionnant suivant un cycle dont le
seul effet serait de fournir du travail & partir d’une source de chaleur unique. A
partir du second principe, on déduit la notion d’entropie, dont découle toute la
thermodynamique classique. L’origine microscopique du second principe a été
comprise a la fin du XIX® siécle par Boltzmann et Gibbs, qui ont pu relier ce
principe au fait qu’un échantillon de matiére macroscopique est composé d’'un
nombre énorme (~ 10%%) d’atomes, ce qui permet d’utiliser des raisonnements
probabilistes a la base de la mécanique statistique. Le résultat principal de la
mécanique statistique est la loi de Boltzmann : la probabilité p(E) pour qu'un
systéme physique en équilibre & la température absolue T ait 1’énergie'® E
comprend un facteur, le poids de Boltzmann pg(E)

oy (E) = exp (—%) — exp(—BE) (1.12)

15. Le premier principe n’est autre que la conservation de I’énergie, quant au troisiéme,
il est fondamentalement d’origine quantique.

16. La probabilité p(E) est le produit de pg(E) (1.12) et d’un facteur D(E), la « densité
des niveaux d’énergie », qui en physique classique s’obtient par une intégration sur I’espace
de phase : voir la note 22. Le calcul quantique de la densité de niveaux est décrit au § 9.5.2.
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ol kp est la constante de Boltzmann (la constante R des gaz parfaits divisée
par le nombre d’Avogadro), et nous avons introduit la notation usuelle 5 =
1/(kgT). Cependant la mécanique statistique classique n’est pas en fait une
théorie cohérente, et il faut parfois se livrer & des acrobaties pour obtenir des
résultats sensés, par exemple pour U'entropie d’un gaz parfait. La physique
quantique léve toutes ces difficultés.

4. En toute rigueur il faut ajouter une quatriéme branche a la physique clas-
sique. En effet, la théorie relativiste de la gravitation n’est pas incluse dans
le cadre précédent : cette théorie est la relativité générale, qui est une des-
cription géométrique, o les forces de gravitation sont reliées a la courbure de
I’espace-temps.

Nous avons décrit dans (1.6)—(1.11) les lois fondamentales de la physique
classique, qui se résument donc & sept équations en tout et pour tout! Le
lecteur pourra se demander ce que sont devenues les multiples autres lois qu’il
a rencontrées : loi d’Ohm, loi de Hooke, lois de la dynamique des fluides, etc.
Certaines de ces lois se déduisent directement des lois fondamentales : ainsi
la loi de Coulomb est une conséquence des équations de Maxwell et de la
force de Lorentz (1.11) pour des charges statiques, I’équation d’Euler pour
les fluides parfaits une conséquence de la loi fondamentale de la dynamique.
D’autres lois sont des lois'” phénoménologiques, qui n’ont pas une validité uni-
verselle, contrairement aux lois fondamentales : par exemple certains milieux
n’obéissent pas a la loi d’Ohm, la relation entre I'induction D et le champ
dlectrique D = ¢E (pour un milieu isotrope) est en défaut quand le champ
électrique devient grand, ce qui donne lieu aux phénomeénes de 'optique non
linéaire, la loi de Hooke n’est plus valable si la tension devient trop impor-
tante, etc. La mécanique du solide, 'élasticité ou la mécanique des fluides
découlent de (1.6) et de diverses lois phénoménologiques, comme la loi qui
relie en mécanique des fluides force, gradient de vitesse et viscosité. Il importe
de bien faire la distinction entre le petit nombre de lois fondamentales et les
multiples lois phénoménologiques que la physique classique utilise, faute de
mieux, pour décrire la matiére.

Bien que la physique classique soit d’une utilité indiscutable, elle n’en pré-
sente pas moins une lacune de taille : alors que la physique se veut une théorie
de la matiére, la physique classique est complétement incapable d’expliquer le
comportement de la matiére étant donné ses constituants et les forces entre
ces constituants'®. Elle ne peut pas prédire I'existence des atomes, car on ne
peut pas construire une échelle de longueur avec les constantes de la physique

17. Bien souvent une loi phénoménologique n’est pas autre chose que le premier terme
d’un développement de Taylor!

18. Cette affirmation mérite d’étre un peu nuancée. Il existe de bons modéles microsco-
piques en physique classique : par exemple la théorie cinétique des gaz permet un calcul
fiable des coefficients de transport (viscosité, conductibilité thermique) d’un gaz. Mais ni
P’existence des molécules qui composent le gaz, ni la valeur de la section efficace nécessaire
au calcul ne peuvent s’expliquer par la physique classique.
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classique : masses et charges du noyau et des électrons'®. Elle n’explique
pas pourquoi le Soleil brille, pourquoi la vapeur de sodium émet une lumiére
jaune, elle n’a rien a dire sur les propriétés chimiques des alcalins, sur le fait
que le cuivre conduit ’électricité alors que le soufre est un isolant, etc. Lorsque
le physicien classique a besoin d’une propriété de la matiére, une résistance
électrique, une chaleur spécifique, il n’a pas d’autre choix que de la mesurer
expérimentalement. Au contraire la mécanique quantique a la prétention d’ex-
pliquer le comportement de la matiére & partir des constituants et des forces.
Naturellement des prédictions précises a partir des premiers principes ne sont
possibles que pour les systémes les plus simples, comme ’atome d’hydrogéne
ou celui d’hélium. La complexité des calculs ne permet pas par exemple de
prédire la structure cristalline de I'argent & partir des données sur cet atome,
mais étant donné cette structure, on saura expliquer pourquoi ’argent est un
conducteur, ce que la physique classique est incapable de faire.

Il ne faudrait pas conclure de cette discussion que la physique classique ne
peut plus étre intéressante et novatrice. Bien au contraire, on a assisté au cours
de ces vingt derniéres années & un renouveau de la physique classique, avec
des idées nouvelles sur les systémes dynamiques chaotiques, les instabilités,
les formations de structures hors équilibre, etc. Des problémes aussi familiers
que la turbulence ou le frottement restent largement ouverts et passionnants.
Simplement il existe des problémes que par nature la physique classique ne
peut pas aborder.

La physique quantique prétend donc expliquer le comportement de la ma-
tiére & partir des constituants et des forces, mais il y a un prix a payer : les
objets quantiques exhibent un comportement radicalement nouveau, qui défie
notre intuition fondée sur I'expérience du comportement d’objets classiques.
Cela dit, si I’on ne se préoccupe pas de cet aspect surprenant, la mécanique
quantique se révéle un outil remarquable, jamais mis en défaut jusqu’a aujour-
d’hui, capable de couvrir des phénoménes allant de la physique des quarks a
la cosmologie en passant par toutes les échelles intermédiaires. La plupart des
technologies modernes n’auraient pas vu le jour sans la mécanique quantique :
toutes les technologies de I'information sont fondées sur notre compréhension
quantique des solides, en particulier des semi-conducteurs, et sur celle des
lasers. On peut prévoir que la miniaturisation des dispositifs électroniques
rendra la mécanique quantique de plus en plus omniprésente dans la techno-
logie moderne.

19. Si 'on ajoute la vitesse de la lumiére, on peut construire une échelle de longueur, le
rayon classique de [’électron

2
q
re = —%

= —  ~28x10""m
4meg Mmec?

qui est trop petit par 4 ordres de grandeur par rapport aux dimensions atomiques. On
peut aussi invoquer 'invariance d’échelle des équations classiques : ¢f. Wichman [1974],
chapitre 1.
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La grande majorité des physiciens ne se préoccupent pas des propriétés
déroutantes de la mécanique quantique et s’en servent comme d’un outil sans
se poser de questions de principe. Cependant, les progrés théoriques et sur-
tout expérimentaux de ces vingt derniéres années ont permis de mieux cer-
ner certains aspects du comportement des objets quantiques. Des expériences
permettant de tester directement les fondements de la mécanique quantique,
autrefois qualifiées « d’expériences de pensée » (gedanken experiment) par
les péres fondateurs qui les jugeaient irréalisables?’, sont maintenant monnaie
courante dans les laboratoires. En dépit de ces progrés spectaculaires que nous
examinerons en particulier au chapitre 6, nombre de questions fondamentales
restent ouvertes, et I'affirmation provocatrice de Feynman : « je pense que l'on
peut dire aujourd’hui que personne ne comprend la mécanique quantique »
garde encore aujourd’hui une part de vérité. Avant d’aborder ces développe-
ments récents, revenons quelques instants une centaine d’années en arriére,
aux débuts de la physique quantique.

1.3 Un peu d’histoire

1.3.1 Le rayonnement du corps noir

Un objet chaud comme un fer chauffé au rouge, ou le Soleil, émet un
rayonnement électromagnétique avec un spectre de fréquences qui dépend de
la température. La puissance émise u(w,T) par unité de fréquence w et de
surface dépend de la température absolue T' de 'objet. Un raisonnement pu-
rement thermodynamique permet de montrer que si I'objet est parfaitement
absorbant, ce qui en fait un corps noir, alors u(w,T") est une fonction univer-
selle, indépendante de l'objet pour une température donnée. Une trés bonne
réalisation d’un corps noir pour la lumiére visible est une petite ouverture
dans une enceinte dont l'intérieur est peint en noir : un rayon lumineux péné-
trant dans ’enceinte n’a pratiquement aucune chance d’en ressortir, puisqu’a
chaque réflexion il a une bonne probabilité d’étre absorbé par la paroi inté-
rieure de l'enceinte (figure 1.4).

Supposons l'enceinte chauffée a la température T : les atomes de la paroi
émettent et absorbent du rayonnement électromagnétique, et il s’établit a
I’équilibre thermodynamique un systéme d’ondes stationnaires dans la cavité.
Si la cavité est un parallétépipede de cotés L, L, et L, et si nous utilisons
des conditions aux limites périodiques, le champ electrlque sera de la forme
o expli (k 7 —wt)], le vecteur d’onde k perpendiculaire a Ey étant de la forme

- 2 2T 2

20. Ainsi Schrodinger écrivait en 1952 : Nous n’expérimentons jamais juste avec un seul
électron ou une seule (petite) molécule. Dans les expériences de pensée, nous supposons
parfois que nous le faisons : ceci entraine invariablement des conséquences ridicules. .. On
peut dire a juste titre que nous n’expérimentons pas plus avec des particules isolées que
nous n’élevons d’ichtyosaures dans un zoo. (Schrédinger [1952]).
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N \ES

F1G. 1.4 — Enceinte pour le rayonnement du corps noir.

ol (ng, Ny, n.) sont des nombres entiers positifs ou négatifs et w = c|k| = ck.
On montre que chaque onde stationnaire se comporte comme un oscillateur
harmonique?! de fréquence w dont 1’énergie est proportionnelle au carré de
Pamplitude, et donc a E2. D’aprés la loi de Boltzmann (1.12), la probabilité
que cet oscillateur ait une énergie E comprend un facteur exp(—FE/kgT) =
exp(—QE). En fait, dans ce cas, la densité de niveaux D(E) (c¢f. note 16) est
une constante??, et 1’énergie moyenne de cet oscillateur est simplement

_ JdE Eexp(-fGE) _ 0 N ol
) = TdE ep(-pE) ~ B (/ 4B exp ﬁE))

0 1 1
op B
L’énergie moyenne de chaque onde stationnaire est kg7'. Comme le nombre
d’ondes stationnaires possibles est infini, I’énergie dans ’enceinte est infinie !
On relie facilement u(w,T) & la densité d’énergie e(w,T) par unité de
fréquence dans l'enceinte (exercice 1.6.2)

e(w,T) (1.15)
et on est ramené au calcul de €(w,T'), dont on déduit la densité d’énergie
e(T) :/ dw e(w, T) (1.16)
0

La thermodynamique permet de montrer la loi d’échelle

e(w,T) =wp (%) (1.17)

21. Ceci sera expliqué au § 11.3.1.
22. L’intégration sur l’espace de phase pour l'oscillateur harmonique classique & une
dimension donne en effet, pour une fonction arbitraire f(E) (exercice 1.6.2)

/dxdp& <E— i - 1mwQ:t2> f(E)= 2 F(E)
2m 2 w

x et p étant la position et I’impulsion.
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ou la fonction ¢ est indépendante de la forme de 'enceinte, mais elle ne dit
rien sur la forme explicite de la fonction . Essayons de la déterminer a un
facteur multiplicatif prés par analyse dimensionnelle : a priori, e(w,T) ne
peut dépendre que de w, de ¢, de ’énergie disponible dans le probléme kT
et d’une constante sans dimension A que I’analyse dimensionnelle ne permet
pas de fixer. La seule solution possible est (exercice 1.6.2)

e(w,T) = Ac 3 (kpT)w? = w? [Ac?’ (kB—T)ﬂ (1.18)

w

ce qui est bien de la forme (1.17). On retrouve le fait que la densité d’énergie
dans 'enceinte est infinie

e(T) = / dwe(w,T) = Ac’?’(kBT)/ w?dw = +0
0 0

La mécanique statistique permet de calculer A (exercice 1.6.2), mais ne résout
en rien le probléme de I’énergie infinie, et 'analyse dimensionnelle suggére
fortement que le rayonnement du corps noir ne peut s’expliquer que si I'on
accepte d’introduire une nouvelle constante physique.

Parmi toutes les hypothéses conduisant au résultat inacceptable d’une
énergie infinie, Planck remet en cause celle qui conduit au calcul (1.14) de
'énergie moyenne d’un oscillateur®? : au lieu de supposer que E peut prendre
toutes les valeurs possibles entre zéro et I'infini, il admet que cette énergie ne
peut prendre que des valeurs discrétes FE,, qui sont des multiples entiers de la
fréquence w de l'oscillateur, avec un coefficient de proportionnalité A

E, = n(hw) n=0,1,2,... (1.19)

La constante h est appelée constante de Planck; plus exactement, c’est la
constante de Planck h divisée?® par 27 : h = h/(2m). La constante de Planck
se mesure en J.s : elle a pour dimension ML?7 1 et elle a pour valeur numé-
rique

h~1.055x%x10"3*J.s ou h~663x10"*Js

23. En réalité, Planck a appliqué son raisonnement & un « résonnateur » dont la nature
reste obscure. Considérer les vibrations du champ électromagnétique est plus simple et plus
direct, mais constitue une entorse & la vérité historique. Notre présentation « historique »,
tout comme celle de la plupart des manuels, tient plus du conte de fées (Kragh [2000]) que
de I’histoire réelle. De méme il ne semble pas que les physiciens de la fin du XIX¢® siécle
alent été préoccupés par le probléme de ’énergie infinie, ou par ’absence d’une constante
fondamentale.

24. Nous utiliserons systématiquement A et non h, et par abus de langage nous appel-
lerons h la constante de Planck; la relation E = hw est bien sir équivalente & F = huv,
ou v est la fréquence ordinaire, mesurée en Hz, et w la fréquence angulaire, ou pulsation,
mesurée en rad.s~! : w = 27v. Comme nous utiliserons pratiquement toujours w et jamais
v, par abus de langage nous appellerons w la fréquence.
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D’aprés la loi de Boltzmann, la probabilité normalisée d’observer une énergie
FE,, est

n=0

o —1
p(En) = o0 (Z eﬁn"W> — exp(—Gnhw)(1 — exp(—Bhw))  (1.20)

Pour obtenir (1.20), on remarque que la sommation sur n est celle d’une série
géomeétrique. Posant x = exp(—fhw) on calcule aisément la valeur moyenne
(E) de l'énergie d’un oscillateur

o0 d o0
E)y=(1- hw)z™ = (1 — x)wzr— "
(B) = (1-2) 3 (uh)a” = (1~ o, 3o
1 hwz hw
= (1—2)hwr— = = 1.21
(1-2) iz 1-=z exp(fhw) — 1 (121)
Cette formule permet de calculer la densité d’énergie (exercice 1.6.2)
h 3
W, T) = d (1.22)

m2¢3 exp(fhw) — 1

et donc u(w, T'), en parfait accord avec I'expérience si ’on fixe convenablement
la valeur de £, et avec le résultat (1.17) de la thermodynamique. On remarque
que lapproximation classique (1.18) est valable si kgT > hw, c’est-a-dire
pour les basses fréquences.

L’exemple le plus connu de rayonnement du corps noir est le rayonnement
fossile qui remplit I’Univers®®, ou rayonnement & 3 K. La distribution de
fréquence de ce rayonnement suit remarquablement la loi de Planck (1.22) avec
une température de 2.73 ~ 3K (figure 1.5), mais ce rayonnement n’est plus a
I’équilibre thermodynamique. Il s’est découplé des atomes environ 380 000 ans
aprés le big-bang, c’est-a-dire la naissance de 1'Univers. Au moment de ce
découplage, le température était de 10* K environ. Ensuite I’expansion de
I’Univers a réduit cette température a la valeur actuelle de 3 K.

1.3.2 L’effet photoélectrique

Le nombre entier n dans (1.19) posséde une interprétation physique parti-
culiérement importante : la raison pour laquelle I’énergie d’une onde station-
naire de fréquence w est un multiple entier nfiw de hw est que 'on y trouve
précisément n photons (ou particules de lumiére) d’énergie fw. C’est cette
interprétation qui a conduit Einstein & introduire le concept de photon pour
expliquer l'effet photoélectrique. Lorsquun métal est illuminé par un rayon-
nement électromagnétique, des électrons sont arrachés au métal, avec un effet
de seuil qui dépend de la fréquence, et non de l'intensité. L’expérience de

25. On trouvera un exposé remarquable du big-bang dans Weinberg [1978].
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de Planck pour T' = 2.73 K. D’aprés J. Rich [2002].

Millikan (figure 1.6) confirme l'interpétation d’Einstein : les électrons sont

arrach

ou W

és au métal avec une énergie cinétique E.

E.=hw—W (1.23)

est le potentiel d’extraction. Aucun électron de charge ¢. n’atteint la

cathode si |g. V| > E.. Si Vj est le potentiel pour lequel le courant s’annule

h W
Vol = —w—— (1.24)
|q(z| ‘qe‘
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[Vol

|
| W/lg.| w
(a) (b)

F1G. 1.6 — L’expérience de Millikan. (a) Schéma de Uexpérience. (b) |Vy| en fonction
de w.

et porter |Vp| en fonction de w donne une droite de pente i/|g.|, et la valeur de
h coincide avec celle du rayonnement du corps noir, ce qui confirme I’hypothése
d’Einstein?® : le rayonnement électromagnétique est composé de photons?”.

1.4 Ondes et particules : interférences

1.4.1 Hypothése de de Broglie

Partons de la relation (1.19) E = hw pour n = 1 reliant I’énergie et la
fréquence d’un photon, aussi appelée relation de Planck-Finstein. Un photon
posséde une impulsion

EF  hw

p=—

c
mais compte tenu de w = ck et de ce que 'impulsion et le vecteur d’onde sont
paralléles et de méme sens, on aboutit a la relation vectorielle suivante entre

26. Encore une réécriture de ’histoire! Certains résultats qualitatifs sur 'effet photoélec-
trique avaient été obtenus par Lenard au début des années 1900, mais les mesures précises
de Millikan sont postérieures de 10 ans a ’hypothése d’Einstein, qui semble avoir été mo-
tivée non par l’effet photoélectrique, mais par des arguments thermodynamiques : voir par
exemple Darrigol [2005].

27. Toutefois I'argument n’est pas entiérement convaincant, car ’effet photoélectrique
peut s’expliquer dans le cadre d’une théorie semi-classique, ou le champ électromagnétique
n’est pas quantifié et ot le concept de photon n’existe pas : c¢f. § 15.3.3. En revanche on
ne peut pas expliquer D’effet photoélectrique sans introduire k. Le fait qu'un photomultipli-
cateur dont le fonctionnement repose sur l'effet photoélectrique enregistre des coups isolés
peut étre attribué au caractére quantique du détecteur et non a I'arrivée de photons isolés,
voir le § 15.4.1.
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impulsion p’ et vecteur d’onde k

p=hk (1.25)

Cette équation se traduit aussi par une relation (cette fois scalaire) entre
impulsion et longueur d’onde A, la longueur de de Broglie

=y (1.26)

L’hypothése de de Broglie est que les relations (1.25) et (1.26) sont valables
pour toutes les particules. Selon cette hypothése, une particule d’impulsion
p posséde des propriétés ondulatoires caractéristiques d’une longueur d’onde
A = h/p. Si v < ¢, on utilisera j = mv, et sinon la formule générale (1.7),
sauf bien sir pour m = 0, ou p = E/c. Si cette hypotheése est correcte, on doit
pouvoir observer avec des particules des propriétés caractéristiques des ondes
comme les interférences et la diffraction.

1.4.2 Diffraction et interférences avec des neutrons
froids

Depuis les années 1980, les techniques expérimentales modernes per-
mettent de vérifier les propriétés d’interférences et de diffraction de particules
dans des expériences dont le principe est simple et dont 'interprétation est
directe. Ces expériences ont été réalisées avec des photons, des électrons, des
atomes, des molécules et des neutrons. Nous avons choisi, un peu arbitrai-
rement, d’exposer les expériences réalisées avec des neutrons, qui nous ont
semblé particuliérement élégantes et éclairantes. Les expériences de diffrac-
tion de neutrons par des cristaux sont classiques depuis plus de cinquante ans
(exercice 1.6.4), mais l'idée est ici de réaliser des expériences avec des dispo-
sitifs macroscopiques, des fentes visibles & ’ceil nu, et non d’utiliser un réseau
dont le pas est de quelques A.

Les expériences ont été réalisées dans les années 1980 par un groupe d’Inns-
bruck auprés du réacteur nucléaire de recherche de 'Institut Laue-Langevin
a Grenoble. Les neutrons de masse m,, sont produits par la fission d’atomes
d’uranium?3® dans le cceur du réacteur, et sont ensuite guidés vers les expé-
riences. En ordre de grandeur, leur énergie cinétique est kg7, ou T' ~ 300 K
est la température ambiante : on appelle ces neutrons des neutrons ther-
miques dont 1'énergie cinétique ~ kT ~ 1/40eV pour T = 300 K. L’impul-
sion p = /2m,, kT correspond & une vitesse v = p/m,, d’environ 1000 m.s~!
et d’apres (1.26) la longueur d’onde Ay, vaut h/v2m, kT ~ 1.8 A. On aug-
mente la longueur d’onde en faisant passer les neutrons dans des matériaux
a basse température : par exemple si la température du matériau est 1 K, la
longueur d’onde passera & A = Aen v/ 300 ~ 31 A. De tels neutrons sont appe-
lés « neutrons froids ». Dans l'expérience du groupe d’Innsbruck, les neutrons
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, 0.5m | dom D=5m _

s,

faisceau de  prisme de quartz
neutrons

F1a. 1.7 — Dispositif expérimental pour la diffraction et les interférences de neu-
trons. S1 et Sa : fentes collimatrices. S3 : fente d’entrée. Sy : fente objet. Ss : position
du compteur C. D’aprés Zeilinger et al. [1988].

sont « refroidis » dans du deutérium?® liquide & 25 K. En sélectionnant les neu-
trons apreés leur passage dans le deutérium liquide, on obtient des neutrons
dont la longueur d’onde moyenne est de 20 A.

Le dispositif expérimental est schématisé sur la figure 1.7. La détection
des neutrons se fait a ’aide de compteurs a fluorure de bore BF3, le bore
absorbant les neutrons suivant la réaction

OB +n — "Li+*He

avec une efficacité voisine de 100 %. Le compteur est déplacé suivant I’écran
en S5, et compte le nombre de neutrons arrivant dans le voisinage de Ss.

Dans l'expérience de diffraction, la fente Sy a une largeur a = 93 um, ce
qui donne une dimension angulaire de la tache de diffraction de

0= A ~ 2 x 107° radian
a

et sur ’écran situé & D = 5m de la fente une dimension linéaire de 'ordre
de 100 pm. II est possible de faire un calcul précis de la figure de diffraction
en tenant compte par exemple de la dispersion des longueurs d’onde autour
de la longueur d’onde moyenne de 20 A. Le résultat théorique est en accord
remarquable avec Iexpérience (figure 1.8).

Dans l'expérience d’interférences, deux fentes de 21 ym ont leurs centres
espacés de d = 125 pm. L’interfrange sur I’écran vaut

. AD

28. Le deutérium est choisi de préférence a I’hydrogéne, qui a I’inconvénient d’absorber
les neutrons dans la réaction n 4+ p — 2H 4 v; c’est pourquoi dans un réacteur nucléaire
I’eau lourde est un meilleur modérateur que 1’eau ordinaire : exercice 15.6.8.
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Fia. 1.8 — Diffraction de neutrons par une fente. D’aprés Zeilinger et al. [1988].
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Fi1G. 1.9 — Expérience des fentes d’Young avec des neutrons. D’aprés Zeilinger
et al. [1988].

Les fentes sont visibles a I'ceil nu, et Pinterfrange est macroscopique. A nou-
veau un calcul théorique prenant en compte les divers paramétres de 'ex-
périence est en excellent accord avec la figure d’interférences expérimentale
(figure 1.9).
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Il y a toutefois une différence cruciale par rapport & une expérience d’inter-
férences en optique : la figure d’interférences est construite a partir d’impacts
de neutrons isolés, et elle est reconstituée aprés coup lorsque I'expérience est
terminée. En effet, on déplace le compteur le long de I’écran (ou bien on dis-
pose une batterie de compteurs identiques recouvrant ’écran), et on enregistre
les neutrons arrivant au voisinage de chaque point de I’écran pendant des in-
tervalles de temps identiques. Soit N(xz)Az le nombre de neutrons détectés
par seconde dans lintervalle [z — Ax/2, 2 + Ax/2], x étant I'abscisse d’'un
point sur I'écran. L’intensité Z(x) peut étre définie comme étant égale & N (x)
et le nombre de neutrons arrivant au voisinage d’un point de 1’écran est pro-
portionnel a Uintensité Z(x) de la figure d’interférences, avec des fluctuations
statistiques autour d’une valeur moyenne. Les impacts isolés sont illustrés
sur la figure 1.10 par une expérience faite non avec des neutrons, mais des
atomes froids que l'on laisse tomber a travers des fentes d”Young : les impacts
des atomes tombant sur 1’écran sont enregistrés pour donner ’aspect de la
figure 1.10.

atomes
froids 3.5 cm
/fént(%/ /l/

85 cm

Aran de dé‘cectiya;1 /

F1G. 1.10 — Interférences avec des atomes froids. D’aprés Basdevant et Dalibard
[2001].

1.4.3 Interprétation des expériences

Outre les neutrons et les atomes froids, les expériences de diffraction et
d’interférences ont été réalisées avec plusieurs autres types de particules :

e avec des photons, en réduisant l'intensité de telle sorte que les pho-
tons arrivent un a un sur I’écran. Toutefois I'expérience dans de telles
conditions n’est pas entiérement probante, car on peut en donner une
explication semi-classique en prenant en compte le caractére quantique
du détecteur : voir la note 27. Cependant, on sait maintenant réaliser
des sources qui fournissent des états & un photon et dont les résultats



24 Physique quantique

sont incontestablement des interférences construites photon par photon
(Aspect et al. [1989].),

e avec des électrons,
e avec des molécules légeres (Nag),
e avec des fullerénes Cgg (exercice 1.6.1),

et il y a tout lieu de penser que les résultats sont universels, indépendants
du type de particule : atomes, molécules, virus?® ... Cependant ces résultats
expérimentaux incontournables semblent souffrir d’une difficulté d’interpréta-
tion : dans une expérience classique d’interférences de fentes d’Young réalisée
avec des ondes, I'onde incidente se divise en deux ondes qui se recombinent
ensuite et interférent, phénomeéne visible a I’ceil nu pour des ondes a la surface
de l'eau. Dans le cas des neutrons, chaque neutron arrive isolément ; I'inter-
valle de temps entre deux neutrons successifs est tel que lorsqu’un neutron
est détecté sur I’écran, le neutron suivant est encore dans le réacteur, confiné
dans un atome d’uranium. Est-il envisageable que le neutron se scinde en deux
fractions de neutron, chaque fraction passant par une fente ? Il est facile de se
convaincre que cette hypothése est absurde : un compteur détecte toujours un
neutron entier, jamais une fraction de neutron! Il en est de méme si I’on scinde
a laide d’une lame séparatrice une onde lumineuse d’intensité suffisamment
réduite pour pouvoir détecter les photons individuellement ; les photodétec-
teurs Dq et Dy détectent toujours un photon entier, jamais une fraction de
photon (figure 1.11). Le photon, comme le neutron, est insécable, du moins
dans le vide, car par interaction avec un milieu non linéaire, un photon peut
se scinder en deux photons d’énergie plus faible : voir § 6.3.2.

Il nous faut donc admettre qu'une particule quantique présente a la fois
un aspect ondulatoire et un aspect corpusculaire : ¢’est donc un objet entiére-
ment nouveau et étrange, du moins pour notre intuition formée par la pratique
d’objets macroscopiques. Comme 1’écrivent Lévy-Leblond et Balibar, para-
phrasant Feynman « les objets quantiques sont complétement cinglés », mais
ils ajoutent « au moins le sont-ils tous de la méme facon ». En effet photons,
électrons, neutrons, atomes, molécules. .. ont tous ce méme comportement, &
la fois ondulatoire et corpusculaire. Afin de mettre en valeur cette unicité du
comportement quantique, certains auteurs ont proposé le néologisme « quan-
ton » pour désigner un objet doté d’un tel comportement. Nous continuerons
a utiliser « particule quantique », ou simplement « particule », car les parti-
cules considérées dans ce livre auront un comportement quantique, et nous
préciserons « particule classique » si nous voulons revenir & des petites boules
de billard.

29. Cependant l'observation d’effets ondulatoires est de plus en plus difficile quand les
objets deviennent plus gros, d’abord parce que les longueurs d’onde sont de plus en plus
courtes, mais aussi parce que les effets de la décohérence (§ 6.4.1) sont de plus en plus
importants lorsque la taille de I'objet augmente : voir larticle de revue de Arndt et al. [2005]
et le § 15.3.5.




1. Introduction 25

D,

\

=N

S2ENAN
Y

\ 4

/ Dy

F1c. 1.11 — Lame séparatrice LS et comptage de photons par des photodétecteurs
D1 et Ds. La lame séparatrice réfléchit ou transmet un photon avec une probabilité
de 50 %.

Si le neutron est insécable, peut-on savoir s’il est passé par une fente
plutot que autre 7 Si une fente est fermée, on observe sur ’écran la figure de
diffraction de 'autre fente et réciproquement. Si la situation expérimentale est
telle que 'on peut décider par quelle fente est passé le neutron, alors on doit
observer sur l’écran la superposition des intensités des figures de diffraction
de chaque fente : en effet on peut diviser les neutrons en deux groupes, ceux
qui sont passés par la fente supérieure, et pour lesquels on aurait pu fermer
la fente inférieure sans rien changer au résultat, et ceux qui sont passés par
la fente inférieure. On n’observe une figure d’interférences que si le dispositif
expérimental est tel que I’on ne peut pas savoir, méme en principe, par quelle
fente est passé le neutron. En résumé

(i) Sile dispositif expérimental ne permet pas de savoir par quelle fente est
passé le neutron, alors on observera des interférences.

(ii) Si le dispositif permet en principe de décider entre les deux fentes, alors
les interférences seront détruites, indépendamment du fait qu’un expé-
rimentateur se donne ou non la peine de faire ’observation nécessaire.

Une remarque fondamentale est que ’on ne peut pas savoir a priori en quel
point de ’écran va arriver un neutron donné. On peut seulement affirmer
que la probabilité d’arrivée sur ’écran est grande en un point de maximum
de la figure d’interférences, et petite en un point ou la figure d’interférences
présente un minimum. Plus précisément, la probabilité d’arrivée en un point
d’abscisse x est proportionnelle a I'intensité Z(x) de la figure d’interférences
en ce point. De méme, dans ’expérience de la figure 1.11, chaque photomul-
tiplicateur a une probabilité 1/2 d’étre déclenché par un photon donné, mais
il est impossible de savoir & I’avance lequel des deux le sera.

Essayons de donner une formulation quantitative de la discussion pré-
cédente. Tout d’abord, par analogie avec les ondes, nous introduirons une
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fonction complexe de x, ai(x), (resp. az(x)) associée au passage par la fente
supérieure (resp. inférieure) d’un neutron arrivant en z sur I’écran, appelée
amplitude de probabilité. Le module au carré de I'amplitude de probabilité
donne D'intensité : si la fente 2 est fermée Z;(x) o |ai(z)|? et inversement
To(z) o |az(x)|? si la fente 1 est fermée. Dans le cas (i) on ajoute les ampli-
tudes avant de calculer 'intensité

I(z) o |ay (x) + az(x)]? (1.27)
et dans le cas (ii) on ajoute les intensités
I(x) o< [ar (@) + |az(2)|* = Ta () + Ta(2) (1.28)

Comme ci-dessus, l'intensité peut étre définie comme le nombre de neutrons
arrivant par seconde et par unité de longueur sur ’écran. Pour tenir compte
du caractére probabiliste du point d’impact des neutrons, les amplitudes aq
et as ne seront pas des amplitudes ondulatoires, mesurant ’amplitude d’une
vibration, mais des amplitudes de probabilité, dont le module carré donnera la
probabilité d’arriver au point x sur I’écran. La notion d’amplitude de proba-
bilité, propre a la physique quantique, sera développée et recevra un habillage
mathématique au chapitre 3.

Une formulation plus générale de (1.27) et (1.28) est alors la suivante :
supposons que partant d’un état initial ¢ on arrive a un état final f. Pour
obtenir la probabilité p,_, ; d’observer I'état final f, on doit additionner toutes
les amplitudes conduisant au résultat f en partant de @

aip=a;+al?, 4 +al

et p,p = |ai £|2. Il doit étre bien entendu que les états i et f sont spécifiés
de fagon unique par la donnée des paramétres qui définissent ’état initial
et I'état final de I'ensemble du dispositif expérimental. Si par exemple nous
recherchons une information sur le passage du neutron & travers une fente,
cette information ne peut étre obtenue qu’en intégrant les fentes d’Young dans
un dispositif plus vaste, dont 1’état final, qui dépendra d’autres paramétres
que le point d’impact du neutron, est susceptible de nous renseigner sur le
passage par une fente déterminée : ’état final de ’ensemble du dispositif ne
sera pas le méme selon que le neutron est passé par une fente ou par 'autre.
Dans le langage du chapitre 6, le passage du neutron par une fente plutot que
I’autre a laissé une trace dans I’environnement, ce qui conduit a la disparition
des interférences.

En résumé, on doit sommer les amplitudes pour des états finaux>® iden-
tiques, et les probabilités pour des états finaux différents, méme si ces états
finaux concernent d’autres paramétres physiques que ceux auxquels on s’in-
téresse. Il suffit que ces parameétres soient accessibles en principe, méme s’ils

30. La grammaire classique imposerait « états finals ». ..
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ne sont pas effectivement observés, pour que 'on doive considérer des états
finaux comme différents. Nous illustrerons ce point au paragraphe suivant
sur un exemple concret. Une fagon imagée d’exprimer les propriétés ci-dessus
consiste a dire que tous les chemins conduisant & des états finaux identiques
sont des chemins indiscernables, et que I'on doit sommer les amplitudes cor-
respondant a tous les chemins indiscernables.

1.4.4 Inégalités de Heisenberg 1

Revenons sur lexpérience de diffraction des neutrons pour en tirer une
relation fondamentale, appelée inégalité de Heisenberg, ou suivant une ter-
minologie courante mais ambigué, principe d’incertitude de Heisenberg. Si la
largeur de la fente est a, et si nous orientons 'axe des = dans le plan de la
fente perpendiculairement & celle-ci, la position du neutron suivant cet axe
immédiatement & la sortie de la fente est précise a Az = a prés. Comme la
largeur angulaire de la tache de diffraction est ~ A/Ax, la composante suivant
2 de 'impulsion du neutron est Ap, ~ (A\/Az)p = h/Az, ou p est 'impulsion
du neutron (on suppose p > Ap,). Nous avons donc la relation

Ap, Az ~ h (1.29)

Nous verrons au chapitre 9 une version plus précise de (1.29), ou Ap;,
i = x,y,z et Ax;, représenteront les écarts types ou dispersions, sur des
composantes identiques (i) de P'impulsion et de la position.

1
Ap; Azi 2 5 h (1.30)

En revanche, aucune inégalité ne relie des composantes différentes de I'impul-
sion et de la position : par exemple Ap, et Ay ne sont contraints par aucune
relation. On dit souvent, en interprétant I'expérience de diffraction, que le
passage du neutron dans une fente de largeur Ax a permis de mesurer sa
position suivant x avec une précision Az, et que cette mesure a perturbé son
impulsion par une quantité Ap, ~ h/Axz. Nous verrons au chapitre 4 que les
inégalités (1.30) n’ont en fait rien & voir avec une mesure expérimentale de la
position ou de 'impulsion, mais proviennent de la description mathématique
d’une particule quantique par un train d’ondes. Nous reviendrons également
sur la signification des ces relations.

Nous allons maintenant utiliser (1.29) pour discuter la question de I'ob-
servation des trajectoires dans ’expérience d’interférences avec des neutrons.
Einstein avait proposé le dispositif de la figure 1.12 pour déterminer la trajec-
toire du neutron : passe-t-il par la fente supérieure ou inférieure ? Quand le
neutron franchit la premiére fente Fj, il donne par conservation de I'impulsion
une impulsion vers le bas a I’écran Ey s’il franchit la fente supérieure F; et
une impulsion vers le haut s’il franchit la fente inférieure F». On peut donc
déterminer par quelle fente est passé le neutron! La réponse de Bohr fut la
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F1G. 1.12 — Une controverse Bohr-Einstein. Les fentes F; et F, sont les fentes
d’Young. La fente Fy est percée dans un écran mobile verticalement.

suivante : si I’écran Ej recoit une impulsion dp, que 'on peut mesurer, alors
cela veut dire que 'impulsion initiale Ap, de I'écran était trés inférieure a
Ope, et sa position initiale déterminée au mieux avec une précision de 'ordre
de h/Ap,. Cette imprécision dans la position de la source suffit a faire dis-
paraitre la figure d’interférences (exercice 1.6.3). Tous les dispositifs imaginés
pour déterminer la trajectoire du neutron sont, soit efficaces, mais dans ce
cas il n’y a pas d’interférences, soit inefficaces, et dans ce cas les interférences
persistent, mais on ne sait pas par quelle fente est passé le neutron. La figure
d’interférences se brouille au fur et & mesure que le dispositif devient de plus
en plus efficace.

La discussion ci-dessus est en tout point correcte, mais elle masque le point
essentiel : ce n’est pas la perturbation causée a la trajectoire du neutron par
le choc sur le premier écran qui brouille les interférences3!. Ce qui est crucial
est la possibilité d’étiqueter la trajectoire. On peut imaginer et méme réaliser
expérimentalement des dispositifs qui étiquettent les trajectoires sans pertur-
ber en quoi que ce soit les degrés de liberté observés, et cet étiquetage suffit a
détruire les interférences. Nous allons décrire briévement un tel dispositif, qui

31. La méme remarque vaut pour le dispositif imaginé par Feynman pour une expérience
de fentes d’Young avec des électrons (Feynman et al. [1965], vol. III, chapitre 1). Une source
de photons placée derriére les fentes permet en théorie d’observer le passage des électrons.
Lorsque 'on utilise des photons de courte longueur d’onde, les collisions électron-photon
permettent de discriminer entre les fentes, mais les collisions perturbent suffisamment les
trajectoires pour brouiller les interférences. Si on augmente la longueur d’onde, les chocs
sont moins violents, mais le pouvoir de résolution des photons diminue. Les interférences
réapparaissent quand ce pouvoir de résolution ne permet plus de distinguer entre les fentes.
Voir le § 15.3.5 pour une variante de cette expérience qui a été effectivement réalisée.
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F1c. 1.13 — Etiquetage des trajectoires dans Iexpériences des fentes d’Young.
D’apres Englert et al. [1991].

n’a pas encore été réalisé expérimentalement, mais qui ne semble pas hors de
portée de développements technologiques futurs. Le dispositif proposé3? uti-
lise des atomes, ce qui permet de jouer sur leurs degrés de liberté internes sans
affecter la trajectoire de leur centre de masse. Avant leur passage & travers
les fentes d’Young, les atomes sont portés dans un état excité par un faisceau
laser (figure 1.13). Derriére chacune des fentes d’Young se trouve une cavité
supraconductrice micro-onde, décrite plus en détail au § 11.4.3. L’atome en
passant dans la cavité revient & son état fondamental en émettant avec une
probabilité voisine de 100 % un photon qui reste confiné dans la cavité. La
présence du photon dans I'une ou 'autre des cavités permet d’étiqueter la tra-
jectoire de 'atome, ce qui détruit les interférences. La perturbation apportée
a la trajectoire du centre de masse de I’atome est totalement négligeable : il
n’y a pratiquement aucun transfert d’impulsion entre le photon et 'atome.
Cependant les deux états finaux : atome arrivant au point d’abscisse = sur
I’écran et photon dans la cavité 1, et atome arrivant au point x sur ’écran
et photon dans la cavité 2 sont différents. Il faut donc prendre le module
carré de chacune des amplitudes correspondantes et ajouter les probabilités.
On note qu’il n’est pas nécessaire de détecter le photon, ce qui introduirait
d’ailleurs une complication expérimentale supplémentaire. Il suffit de savoir
que 'atome émet un photon de fagon quasi certaine au cours de son passage
dans la cavité. Comme nous l'avons déja souligné, il n’est pas indispensable

32. Ce dispositif a été imaginé par Englert et al. [1991], et une version grand public en
est donnée dans Englert et al. [1995]. Les atomes sont supposés se trouver dans des états
de Rydberg (cf. exercice 15.6.4.) Une expérience voisine dans son principe, mais dont le
schéma est plus complexe, a été effectivement réalisée par Diirr et al. [1998].
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que l'observation de I’état final soit effectivement réalisée et il suffit qu’elle
soit possible en principe, méme si la technologie d’aujourd’hui ou méme de
demain est incapable de permettre cette observation.

1.4.5 Interférométre de Mach-Zehnder

Les fentes d’Young sont ’exemple standard d’une expérience d’interfé-
rences, mais un interféromeétre beaucoup plus largement utilisé pour réaliser
des expériences de physique quantique, avec des photons, des neutrons, des
atomes, etc., est celui de Mach-Zehnder, qui repose sur 'utilisation de lames
séparatrices (figure 1.11). Nous allons partir du point de vue ondulatoire en
nous placant dans le cas de 'optique. Le schéma de 'interféromeétre est donné
dans la figure 1.14. Examinons ’action d’une lame séparatrice sur des ampli-
tudes ondulatoires : soit @ et b les amplitudes d’une onde arrivant de chaque
coté de la lame séparatrice, et soit € et d les amplitudes ondulatoires quittant
la lame séparatrice (figure 1.14). Dans le cas des ondes électromagnétiques,
ces amplitudes peuvent étre identifiées par exemple aux champs électriques.
En raison du principe de superposition, les amplitudes ¢ et d sont reliées
linéairement aux amplitudes @ et b

(1.31)

F1G. 1.14 — Interférométre de Mach-Zehnder.

Dans cette équation, t décrit la transmission et r la réflexion. Nous avons sup-
posé la lame séparatrice symétrique : les coefficients ¢ et r sont identiques pour
les deux lignes de (1.31), ce qui peut se déduire du principe de retour inverse de
la lumiére ; pour le cas non symétrique, voir Zeilinger [1981]. L’équation (1.31)
s’écrit sous forme matricielle

O-(DO-(
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Nous supposons également la lame séparatrice sans pertes : I'intensité lumi-
neuse a la sortie doit étre égale a I'intensité d’entrée

e? + [d|* = [ta +rb]* + |ra + tb]* = [a|* + |b]? (1.33)

Cette condition est équivalente & l'unitarité de la matrice S : STS = I. On
déduit de (1.33) les conditions suivantes sur r et ¢

[t? +|r> =1 Re(t*r) =0 (1.34)

Si les phases a et 3 de t et r sont définies par ¢ = |t| exp(ia) et r = |r| exp(iF),
Péquation(1.34) implique

a—ﬁzgimr n=0,1,2,... (1.35)

Comme la phase globale de t et r est sans pertinence physique, on peut choisir
t réel positif, t = |t], et r = £i|r|.

Le raisonnement ci-dessus se transpose immédiatement au cas de parti-
cules quantiques : il suffit de remplacer les amplitudes ondulatoires @, - - - ,d
par des amplitudes de probabilité a,--- ,d. Dans le schéma de la figure 1.14,
I’amplitude de probabilité pour la particule quantique d’arriver sur la pre-
miére lame séparatrice est a; I'amplitude de probabilité de la transmission
est ta, celle de la réflexion est ra. La seconde lame séparatrice recombine les
faisceaux réfléchis et transmis par la premiére lame. On suppose que la phase
du faisceau supérieur peut étre modifiée de fagon controlée, et que ce faisceau
subit un changement de phase § variable : par exemple, dans le cas d’un pho-
ton, on insére une lame transparente d’épaisseur variable afin de modifier le
chemin optique. Dans ces conditions, 'amplitude de probabilité de détection
par le détecteur D; a la sortie du second diviseur de faisceau est

a1 = atr (1 + ei‘s)
tandis que celle de détection par Dy est
as = a (7‘2 + t2ei5)
Les probabilités p; et p, de détection par D; et D sont donc

py = las|* = 2lal? [tr[*(1 + cos )

1.36
P = laaf? = laf2(r/* + [#1 = 2ftrP? coss) 120
On vérifie que la probabilité totale de détection est bien |a]? : p; +
P, = |a|? Le phénoméne d’interférences est mis en évidence en faisant va-
rier § : d’aprés (1.36), le taux de comptage du détecteur Dy, par exemple,
varie sinusoidalement en fonction de 6.
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Les formules se simplifient lorsque les diviseurs de faisceau sont équilibrés,
c’est-a-dire que les intensités transmises et réfléchies sont identiques : [t| =
7| = 1/+/2. Dans ce cas (1.36) devient

1
p; = §\a|2(1 + cos0)
1 (1.37)
P = S Jaf?(1 - coso)

Une expérience dite « a choix retardé » permet de montrer que la lame
Lo peut étre mise en place pendant que le photon est en vol entre Ly et Lo,
sans affecter la figure d’interférences (Jacques et al. [2007]). Le photon ne
« choisit » pas une trajectoire au passage de Lj.

1.5 Niveaux d’énergie

Cette section a pour objectif de définir la notion de niveau d’énergie, en
rappelant d’abord la notion classique. En nous appuyant sur 'atome de Bohr,
nous pourrons passer simplement & la notion quantique, puis nous examine-
rons les transitions radiatives entre niveaux.

1.5.1 Niveaux d’énergie en mécanique classique
et modéles classiques de ’atome

Considérons une particule classique se déplagant pour simplifier sur une
droite choisie comme axe des x, et dont I’énergie potentielle est U(x). En
mécanique quantique, on appelle en général U(z) le potentiel. Il est bien connu
que I’énergie mécanique E, somme de I’énergie cinétique K et de 1’énergie
potentielle U est une constante : £ = K + U = cste. Supposons que 1’énergie
potentielle a la forme de la figure 1.15, celle d'un « puits de potentiel » : elle
tend vers une méme constante pour x — Zoo. Il sera commode de fixer le
zéro d’énergie de telle sorte que £ = 0 pour une particule d’énergie cinétique
nulle a l'infini.

Deux situations sont possibles

(i) La particule posséde une énergie E > 0; alors, si elle part par exemple
de x = —o0, elle est d’abord accélérée puis freinée au passage du puits
de potentiel et elle rejoint * = 400 avec une vitesse finale égale a sa
vitesse initiale. On dit que la particule est dans un état de diffusion.

(ii) L’énergie est négative : Uy < E < 0. Alors la particule ne peut pas
sortir du puits : elle effectue des allers-retours dans le puits entre les
deux points x; et z qui vérifient £ = U(xy2). Elle est confinée dans
une région finie de laxe des z, r1 < x < x9, et se trouve dans un
état lié. Les points z1 et xo sont appelés points de rebroussement de la
trajectoire.
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F1G. 1.16 — Barriére de potentiel.

Lorsque I’énergie potentielle est positive®® (figure 1.16), on a affaire a une
« barriére de potentiel » : dans ce cas E' > 0 et on observe seulement des états
de diffusion. Si F < Uy la particule partant de z = —oo est d’abord freinée,
puis elle repart en arriére au point 7 qui vérifie U(x1) = E : elle rebondit
sur la barriére de potentiel. Si E > Uy, la particule franchit la barriére de
potentiel et rejoint = 400 en retrouvant sa vitesse initiale.

En mécanique classique, ’énergie d’un état lié peut prendre toutes les
valeurs possibles entre Uy et 0. En mécanique quantique cette énergie ne
peut prendre que des valeurs discrétes. En revanche, comme en mécanique
classique, I’énergie d’un état de diffusion est arbitraire. Cependant on trouvera
(sections 9.3 et 12.4.5) des différences notables avec la mécanique classique.
Par exemple la particule peut franchir une barriére de potentiel méme si E <
Up : c’est « leffet tunnel ». Inversement elle peut repartir en arriére méme si
E > Uy, ce que l'on appelle réflexion quantique.

Appliquons ces considérations de mécanique classique aux atomes : le
premier modéle d’atomes fut proposé par Thomson (figure 1.17a), qui le

33. Naturellement on peut envisager des situations plus complexes que celles de la figure
(par exemple des double-puits) ; nous nous contentons de décrire les cas les plus simples.
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~ 10710
(a) (b)

Fia. 1.17 — Modeles d’atome : (a) Thomson : les électrons sont situés dans une
distribution de charge positive continue. (b) Rutherford : les électrons décrivent des
orbites autour du noyau.

représentait par une sphére uniformément chargée positivement, avec des élec-
trons en mouvement dans cette distribution de charge. Un résultat élémentaire
d’électromagnétisme montre que les électrons se trouvent dans un potentiel
harmonique, et leur niveau d’énergie fondamental (stable) est celui ou ils
sont immobiles au fond du puits de potentiel ; les états excités correspondent
a des vibrations autour de la position d’équilibre. Ce modéle fut éliminé3*
par les expériences de Geiger et Marsden, qui montrérent que la diffusion de
particules o (noyaux d*He) par des atomes était incompatible avec ce mo-
déle. Rutherford déduisit de ces expériences l'existence du noyau atomique,
de dimension inférieure a 10 fm, et proposa le modeéle planétaire de I’atome
(figure 1.17b) : les électrons tournent autour du noyau, tout comme les pla-
nétes tournent autour du Soleil, I’attraction gravitationnelle étant remplacée
par lattraction coulombienne. Ce modéle présente deux défauts majeurs, non
indépendants : aucune échelle ne fixe les dimensions de I'atome et 'atome
est instable, car les électrons sur orbite rayonnent et finissent par tomber sur
le noyau. Dans ce processus, un spectre continu de fréquences est émis. Au
contraire, les résultats expérimentaux de la fin du XIX® siécle montraient que
(figure 1.18) :

e les fréquences du rayonnement émis ou absorbé par un atome sont dis-
crétes, elles s’expriment en fonction de deux indices entiers n et m et
peuvent s’écrire comme des différences : wym = Ay — A ;

34. Pourtant ce modéle fait encore le bonheur des physiciens atomistes. ..
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aCAVAVA aCACAVA L

Ey
(a) absorption (b) émission

Fic. 1.18 — Emission et absorption de rayonnement entre deux niveaux E, et Fp,.

e il existe une configuration fondamentale de l'atome ou celui-ci ne
rayonne pas.

Ces résultats suggéraient que l'atome émettait ou absorbait un photon en
passant d’un niveau a un autre, la fréquence w,,,, du photon étant donné par
(En > Ep)

hwpm = En — B (1.38)

Les fréquences wy,,,, sont appelées fréquences de Bohr. Suivant ces arguments,
seuls certains niveaux repérés par un indice discret peuvent exister : c’est la
quantification des niveaux d’énergie.

1.5.2 L’atome de Bohr

Pour expliquer cette quantification, Bohr plaque sur la mécanique classique
et 'atome de Rutherford une régle ad hoc de quantification. Nous utiliserons
une version légérement différente de I'argument original de Bohr. Considérant
pour simplifier 'atome d’hydrogéne et une orbite circulaire de rayon a pour
I’électron de masse m, et de charge g, nous postulerons que le périmétre de
Iorbite 2ma doit étre un multiple entier de la longueur d’onde de de Broglie A

2ra = n\ n=12,... (1.39)

Intuitivement, ceci peut s’expliquer, car cette condition revient a exiger que
la phase de 'onde de de Broglie revienne a sa valeur initiale aprés un tour
complet, et on forme ainsi une onde stationnaire. On déduit de (1.39) et (1.26)

h nh
2ma=n— =
p mev
D’aprés la loi de Newton
mev? q> ez . 9 e?
= — = — d'ou v° =
a drega a Mea
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ott nous avons défini la quantité e? = ¢2/(4mep). En éliminant la vitesse v
entre ces deux équations on obtient le rayon de l'orbite

n2h?
a =

(1.40)

mee?

Le cas n = 1 correspond a l'orbite de plus petit rayon, et ce rayon, appelé
rayon de Bohr, est noté ag

h? i
= ~ (.53 1.41
o0 mee? ( )
L’énergie du niveau étiqueté par n est
En:—mev2—§:_ﬁ:_—mee4 :__Roo
2 a 2a 2n2h? n?

Les niveaux d’énergie F,, s’expriment en fonction de la constante de Rydberg®
R

4
mee
o = ~ 13. 1.42
R 57,2 3.6 eV ( )
sous la forme
— ROO
E, = — 2 (1.43)

Cette formule donne le spectre (des niveaux) de 'atome d’hydrogéne. Le ni-
veau fondamental correspond & n = 1 et ’énergie d’ionisation de ’atome
d’hydrogéne est R,. Les photons émis par 'atome d’hydrogéne ont des fré-
quences
1 1

en parfait accord avec les données spectroscopiques sur 'hydrogéne. La sim-
plicité avec laquelle la théorie de Bohr permet de calculer le spectre de ’atome
d’hydrogéne ne doit cependant pas masquer son caractére artificiel.

La généralisation par Sommerfeld de la théorie de Bohr consiste a postuler
la relation

/pi dg; = nh (1.45)

ou ¢; et p; sont les coordonnées et les moments conjugués au sens de la mé-
canique classique et n un entier > 1. Cependant on sait aujourd’hui que les
conditions (1.45) ne sont valables que pour certains systémes trés particuliers,
les systémes intégrables (§ 12.4.4) et pour n grand, sauf exception. La théorie
de Bohr-Sommerfeld est incapable de décrire les atomes & plusieurs électrons,
ainsi que les états de diffusion. Le succés de la théorie de Bohr pour 'atome
d’hydrogéne est un hasard heureux!

35. La raison pour 'indice co est la suivante : la théorie exposée ici suppose le proton
infiniment lourd. Tenir compte de la masse finie m;, du proton modifie Roc en Roo(1/(1 +
me/mp)) : cf. exercice 1.6.5.
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1.5.3 Ordres de grandeur en physique atomique

Les unités MKS, adaptées au monde & notre échelle, sont malcommodes en
physique atomique. A priori doivent intervenir les constantes fondamentales 7
et ¢, ainsi que la masse m, de I’électron ; le proton peut étre considéré comme
infiniment lourd, ou mieux la masse de I’électron peut étre remplacée par la
masse réduite (c¢f. note 35). Rappelons la valeur de ces constantes, avec une
précision de ~ 1072 qui nous suffira pour les applications numériques

1.055 x 10734 J.s
=3x10%m.s!
me = 0.911 x 1073 kg

h

A partir de ces constantes, on peut fabriquer des unités naturelles

h
e Unité de longueur® : —= 3.86 x 10713 m

h
e Unité de temps : 5 =1.29x107%'s
MeC

e Unité d’énergie : mec? = 5.11 x 10°eV

Ces unités sont déja plus proches que les unités MKS des ordres de grandeur
caractéristiques de la physique atomique, mais il manque encore quelques
ordres de grandeur. En fait on doit faire intervenir une quantité mesurant
intensité de la force, la constante de couplage e* = ¢?/(4meg). A partir
de A, c et €2, on forme une quantité sans dimension, la constante de structure

fine’” a
e? q? 1
=—=—~ 1.46
@ he  4dmweghe 137 ( )

36. Appelée longueur d’onde Compton de ’électron.

37. Cette terminologie est utilisée pour des raisons historiques et préte a confusion;
il vaudrait bien mieux utiliser « constante atomique ». « est la constante de couplage de
I’électrodynamique ; « constante » est & mettre entre guillemets, car a n’est pas vraiment
une constante, en raison de propriétés subtiles de la théorie quantique des champs. Les
fluctuations quantiques du champ électron-positron ont un effet d’écran sur la charge : en
raison des paires (virtuelles) électron-positron, la charge d’une particule testée a grande
distance est plus petite que la méme charge testée a courte distance. D’aprés l'inégalité
de Heisenberg (1.30), courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie :
pour explorer a courte distance, il faut utiliser des particules de haute énergie. On peut donc
conclure que la constante de structure fine est une fonction croissante de I’énergie, et de fait,
si on se place a des échelles d’énergie de 'ordre de 1’énergie au repos du boson Z9, myc? ~
90 GeV, alors a ~ 1/129, au lieu de la valeur de basse énergie o ~ 1/137. La procédure
de renormalisation, qui élimine les infinis, permet de choisir une échelle d’énergie (ou de
distance) arbitraire pour définir . En résumé, oo dépend de I’échelle d’énergie caractéristique
du processus étudié, et aussi du détail de la procédure de renormalisation (c¢f. note 13).
Cette dépendance en énergie de a est visible depuis quelques années dans les expériences
de précision de la physique des hautes énergies. Voir aussi ’exercice 15.6.3.
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Les relations entre unités atomiques et unités naturelles sont maintenant fa-
ciles & obtenir; pour le rayon de Bohr, unité de longueur naturelle de la
physique atomique, on obtient

B he B 1 h
e h 2" o534 (1.47)

mee2 €2 mec o MecC

apg =

Le rydberg, unité naturelle d’énergie en physique atomique, est relié &
2
MeC” par

1meet 1 [e2\° o 1 5
oo — & - = = — e = — e ~ 13. 1.4
R 5 72 2<hc) MeC” = 5 a"mec 3.6 eV (1.48)

La vitesse de I'électron sur I'orbite du niveau fondamental est v = ac = €2/,
et la période de cette orbite, qui est I'unité de temps atomique, vaut
2 1 h 1 2r  h
7= _op - S ~1.5%x 10716 (1.49)

v a MmeC ac a2 mec?

Les équations (1.47—1.49) montrent qu’unités naturelles et unités atomiques
sont reliées par des puissances de a.

Comme dernier exemple, donnons une estimation de la vie moyenne d’un
électron dans un état excité. Nous allons utiliser une image classique, en ad-
mettant que cet électron tourne sur une orbite de rayon®® a, image que nous
allons corriger en la complétant judicieusement le moment venu par des consi-
dérations quantiques : c’est ce que ’on appelle un raisonnement semi-classique.
Un calcul d’électromagnétisme classique montre qu’un électron sur une orbite
circulaire parcourue avec une vitesse v = wa < ¢ rayonne une puissance

2 554 2 (€% a’hwt 9, [aw\?2

C’est ici qu’intervient le raisonnement quantique : 'atome émettra un photon
quand il aura accumulé une énergie ~ fw, ce qui va lui prendre un temps 7
qui sera précisément la vie moyenne de l’état excité

LN ) (151)

Mais nous avons vu que aw/c = v/c ~ a, et le rapport de la période T" a la

vie moyenne 7 est,

T 1
T~ —~ad~1078 (1.52)
T TW

L’orbite est parcourue environ un million de fois avant I’émission d’un pho-
ton : un état excité est donc bien défini. Pour I’état fondamental de ’atome

38. On peut aussi assimiler ’atome & un dipodle oscillant de fréquence w, comme dans le
modele de Thomson. La seule différence est que le facteur 2/3 dans (1.50) devient 1/3, ce
qui est sans influence sur les ordres de grandeur.
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d’hydrogéne dont 1’énergie est ~ 10eV, nous avons vu que T~ 107165 pour
I’électron externe d’un alcalin avec une énergie ~ 1eV, nous avons plutot
T ~ 10715, et I'ordre de grandeur de la vie moyenne d’un état excité est
~ 1077 —107?s. Par exemple le premier niveau excité du rubidium a une vie
moyenne de 2.7 x 107 %s.

Les raisonnements utilisés dans cette section ont le mérite de la simplicité,
mais ils ne sont pas satisfaisants. Ils consistent a plaquer arbitrairement une
contrainte quantique sur un raisonnement classique, au moment ou celui-ci

N

devient intenable, et le lecteur pourra estimer a juste titre qu’il n’est pas
convaincu par ce type de raisonnement. Il est donc indispensable de passer a
une théorie entiérement nouvelle, qui ne soit plus guidée par la physique clas-
sique, mais qui développe son propre cadre de fagon autonome, sans référence
a la physique classique.

1.6 Exercices

1.6.1 Ordres de grandeur

1. On se propose d’explorer des distances de ’ordre de la taille d’un atome, soit 1 A, avec
des photons, des neutrons ou des électrons. Quel sera en eV l'ordre de grandeur de ’énergie
de ces particules 7

2. Lorsque la longueur d’onde A d’une onde sonore est grande par rapport au pas du réseau
cristallin ot se propage la vibration, la fréquence w de cette onde sonore est linéaire dans
le vecteur d’onde k = 27/ : w = csk, on ¢s est la vitesse du son. Dans le cas de acier
cs ~ 5 x 103m.s~ 1. Quelle est I’énergie fw d’une onde sonore pour k = Inm~—'? La
particule analogue du photon pour les ondes sonores est appelée phonon, et hw est I’énergie
d’un phonon. Sachant qu’un phonon peut étre créé par collision inélastique sur le cristal,
utiliseriez-vous des neutrons ou des photons pour étudier les phonons ?

3. Dans une expérience d’interférences avec des fullerénes Cgg, qui sont aujourd’hui les plus
gros objets avec lesquels on a vérifé le comportement ondulatoire3?, la vitesse moyenne des
molécules est de 220 m.s~!. Quelle est leur longueur d’onde de de Broglie? Comment se
compare-t-elle aux dimensions de la molécule 7

4. Une molécule diatomique est formée de deux atomes de masse M; et Ma; elle a la
forme d’une haltére. Les deux noyaux atomiques sont distants de ro = bag, ol ag est
le rayon de Bohr (1.41) et b un coefficient numérique ~ 1. On suppose que la molécule
tourne autour de son centre d’inertie suivant un axe perpendiculaire & la droite joignant
les noyaux, appelée droite des noyaux. Montrer que son moment d’inertie est I = ,u,r% ol
= MiMs/(Mi + M2) est la masse réduite. On suppose que son moment angulaire est h.
Quelle est alors la vitesse angulaire de rotation et quelle est I’énergie erot correspondante 7
Montrer que cette énergie est proportionnelle & (me /i) Roo 00 me est la masse de 1’électron
et Roo = meet/(2h2) = €2 /(2a0).

5. La molécule peut aussi vibrer le long de la droite des noyaux autour de sa position
d’équilibre r = 7o, la force de rappel étant de la forme —K(r — rg), avec KT‘% = cRoo Ol ¢
est un coefficient numérique ~ 1. Quelles sont la fréquence de vibration w, et I’énergie hw,
correspondante 7 Montrer que cette énergie est proportionnelle & \/m8 /it Ro. Exemple : la

39. Arndt et al. [1999] et [2005].
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molécule de HCI3%, ot les valeurs expérimentales sont rg = 1.27 A, erot = 1.3 x 1073 eV,
hwy = 0.36 V. Calculer les valeurs numériques de b et c. Quelle serait la longueur d’onde
d’un photon ayant ’énergie erot, hw, 7 Dans quels domaines se trouvent ces longueurs
d’onde ?

6. L’absence d’une théorie quantique de la gravitation oblige & limiter toute théorie & des
énergies plus petites que Ep, I'énergie de Planck. Par un argument dimensionnel, construire
Ep en fonction de la constante de gravitation G (1.5), het ¢ et donner sa valeur numérique.
Quelle est la longueur correspondante, ou longueur de Planck Ip ?

1.6.2 Le corps noir

1. Démontrer I’équation (note 22)

/dzdpé (E - i - lmw212> f(E) = 2 F(E)
2m 2 w

2. On se propose de relier la densité d’énergie par unité de fréquence e¢(w,T') a la puissance
émise u(w,T') : équation (1.15). On considére une enceinte portée a la température 7' (fi-
gure 1.4). Soit é(k, T)d®k la densité d’énergie dans d3k autour de k, qui ne dépend que de
k = |k|. Montrer que
ék,T)= o e(w,T)

Le vecteur de Poynting pour une onde s’échappant de I’enceinte avec un vecteur d’onde E
est cé(k,T)k. Montrer que le flux du vecteur de Poynting a travers une ouverture d’aire S
est

1 o0
d=- CS/ e(w, T)dw
4 Jo

et en déduire (1.15).

3. Montrer par analyse dimensionnelle qu’en physique classique on doit avoir pour la densité
d’énergie du corps noir
o0
e(T) = A(kgT)c—? / 02 dw
Jo
ou A est un coefficient numérique.

4. Chaque mode k du champ électromagnétique dans ’enceinte est un oscillateur harmo-
nique. En mécanique statistique classique, I’énergie d’un tel mode est 2kgT (pourquoi ce
facteur 27). Montrer que la densité d’énergie dans I’enceinte est

[ee]

1
«(T)= - (kBT)cfg’/ w? dw
™ 0

et en déduire A.

5. Démontrer (1.22) et vérifier que I’on retrouve I'expression classique pour hw < kT,
c’est-a-dire pour une température suffisamment grande & w fixé. Ceci est un résultat trés
général : 'approximation classique est valable a4 haute température.

1.6.3 Inégalités de Heisenberg

Dans ’expérience théorique de la figure 1.12, montrer que I'impulsion dp, communiquée
a Pécran vaut pa/(2D), ou a est la distance entre les fentes Fi et Fy (figure 1.12) et p
I'impulsion des photons. La détermination de la trajectoire implique que Ap, < dpz, ou
Apg est la dispersion sur 'impulsion initiale de I’écran. Quelle est alors la dispersion Ax sur
sur la position de Fp ? En déduire que les interférences sont alors détruites. Voir Wootters
et Zurek [1979].
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1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal

La diffraction des neutrons est une des principales techniques d’analyse de la structure
des cristaux. On considére pour simplifier un cristal bidimensionnel composé d’atomes iden-
tiques, les vecteurs d’onde étant situés dans le plan du cristal?®. Les atomes du cristal se
trouvent aux points du réseau (figure 1.19)

Q?Q
i@

=
>

O
O
O
Y

F1G. 1.19 — Diffraction de neutrons par un cristal.

7; = nad + mby n=0,1,...N —1; m=0,1,...M —1
Les neutrons interagissent avec les noyaux des atomes?! par une interaction de type nu-
cléaire. On appelle f(6) Pamplitude de probabilité pour qu’un neutron d’impulsion hk soit
diffusé dans la direction k’ par un atome situé a l'origine des coordonnées, 0 étant 1’angle
entre k et k’. Comme I’énergie des neutrons est trés faible, ~ 0.01eV, f(0) est indépendant
de 6 (§ 13.2.4) : f(0) = f. La collision entre le neutron et le noyau atomique est élastique
et I’état du cristal est inchangé dans la collision : il est impossible de savoir quel atome a

diffusé un neutron.

1. Montrer que ’amplitude de diffusion par un atome situé au point 7; est
£ = fei(E—E’)ﬂ- _ fe—iw,-
avec 7= k' — k.

2. Montrer que "amplitude de diffusion fiot par le cristal est de la forme

Sfrot = fF(a(szbe)

40. On peut aussi envisager une diffusion 3D par un cristal 2D : ¢f. Wichman [1974],
chapitre 5, ce qui donne un modéle pour la diffraction par la surface d’un cristal.

41. 1l existe aussi une interaction entre le moment magnétique du neutron et le magné-
tisme de ’atome, qui joue un réle trés important pour I’étude du magnétisme, mais qui ne
nous concerne pas dans ce probléme.
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la fonction F(agys,bgy) étant donnée par
N-—-1 bgy (M — 1
F(agz,bgy) = exp <_17aqz( 3 )) exp (—iiqy( 5 ))
sin(agz N/2) | [sin(bgy M/2)
sin(ags/2) sin(bgy /2)

3. Montrer que pour N, M > 1 la probabilité de diffusion est proportionnelle a (NM)?2
lorsque ¢ a pour composantes
. 2T N . 27Ny

qz = o qy = b

les nombres ng et n, étant des nombres entiers : lorsque les composantes de ¢ sont de
cette forme, on dit que ¢ appartient au réseau réciproque du réseau cristallin. On obtient
des maxima de diffraction si ¢ est un vecteur du réseau réciproque. Quelle est la largeur
du pic de diffraction autour d’un maximum ? En déduire que 'intensité dans le pic est
proportionnelle & NM.

4. On doit tenir compte du caractére élastique de la diffusion. Montrer que la condition de
diffusion élastique est
2% -G+¢*>=0

Un vecteur du réseau réciproque ne donnera un maximum de diffraction que si cette condi-
tion est vérifiée. Pour une longueur d’onde fixée, cette condition ne pourra étre satisfaite
que si ’angle d’incidence prend des valeurs particuliéres, appelées angles de Bragg €. Une
étude simple est possible si ny, = 0. Montrer que dans ce cas un angle d’incidence 6 g donne

lieu a diffraction pour
™

bk’
Dans le cas général, il est commode de donner une interprétation géométrique de la condition
de Bragg : I'extrémité du vecteur k étant située sur un point du réseau réciproque, on trace
un cercle de rayon k. Si ce cercle passe par un autre point du réseau réciproque, alors on
obtiendra un maximum de diffraction. En général un faisceau de neutrons incident sur un
cristal ne donnera pas de pic de diffraction. Il faut choisir convenablement ’angle d’incidence
et/ou la longueur d’onde. Pourquoi ce phénoméne ne se produit-il pas pour la diffraction
par un réseau a une dimension 7 Que se passerait-il s’il y avait seulement la premiére rangée
verticale d’atomes sur la droite y =07

sinfp = n=1,2,--

5. On suppose maintenant que le cristal est formé de deux types d’atomes. Le motif élé-
mentaire, ou maille du cristal, est formé de la fagon suivante : deux atomes de type 1 sont
situés respectivement en

=0 et ™ =ai + by

et deux atomes de type 2 en
To = al et 7o' = by

La maille se répéte avec une périodicité 2a dans la direction x et 2b dans la direction y. Soit
f1 (f2) Pamplitude de diffusion d’un neutron par un atome de type 1 (2) situé a 'origine
des coordonnées ; on pourra prendre fi et fo réels. Si NM est le nombre de mailles, montrer
que Pamplitude de diffusion par le cristal est proportionnelle & F'(2ags, 2bgy). Déterminer
le facteur de proportionnalité en fonction de f1 et fo. Montrer que si g et gy correspondent
4 un maximum de diffraction, ce facteur de proportionnalité vaut

ST+ (=D =] 4 fo (=)™ 4+ (=1)™]
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Discuter le résultat en fonction de la parité de ny et de ny.

6. Les atomes 1 et 2 forment un alliage?? : & basse température les atomes sont dans la
configuration de la question 5, mais au-dessus d’une certaine température chaque atome
a une probabilité de 50 % d’occuper un site quelconque et tous les sites sont équivalents.
Comment va évoluer la figure de diffraction ?

1.6.5 Atomes hydrogénoides

Calculer en fonction de R~ le niveau d’énergie fondamental de ’atome d’hydrogéne
ordinaire, de I’atome de deutérium et de ’atome d’hélium une fois ionisé en tenant compte
de ce que la masse des nucléons est finie. Suggestion : quelles sont les masses réduites ?

1.6.6 Interférométre a neutrons et gravité

Un interféromeétre a neutrons (figure 1.20), taillé dans un monocristal de silicium de
quelques cm, est fondé sur le méme principe que celui de Mach-Zehnder (§ 1.4.5) : le faisceau
incident supposé monochromatique (c’est-a-dire de longueur d’onde fixée) arrive sur une
premiére lame séparatrice en A, ’angle d’incidence et la longueur d’onde étant choisies de
telle sorte que 'on obtienne un pic de diffraction (voir exercice 1.6.4, question 4) : Pangle
d’incidence est un angle de Bragg 0. Une partie du faisceau est transmise dans le faisceau I
avec une amplitude de probabilité t et 'autre partie est réfractée dans le faisceau II avec
une amplitude de probabilité . Ces amplitudes vérifient [t|2 + |r|2 = 1. Les faisceaux I
et II arrivent sur une seconde lame séparatrice respectivement en B et en D et les parties
réfractées de I et IT sont recombinées par une troisiéme lame en C. Les neutrons sont détectés
par deux compteurs Dp et Do. Sur le trajet II les neutrons subissent un déphasage 6 qui
peut avoir diverses origines (différence de longueur entre les trajets, gravité, passage dans
un champ magnétique, etc.), et Pobjectif de 'interférométrie neutronique est précisément
de mesurer ce déphasage.

F1G. 1.20 — Interférométre a neutrons. S est la source de neutrons.

1. Montrer que "amplitude de probabilité a; pour qu’un neutron arrive sur D est

a1 = ao(e trr + rrt)

42. Un exemple du phénoméne décrit dans cette question est donné par le bronze, pour
une proportion de 50 % de cuivre et de 50 % de zinc.
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et que la probabilité de détection par D est
py = 2|ao|?|t]?|7|*(1 4 cos §) = A(1 + cos §)

ap étant amplitude incidente sur le premier cristal.

2. Quelle sont 'amplitude az d’arrivée d’un neutron sur le détecteur D> en fonction de r,
t et ap et la probabilité p, correspondante ? Pourquoi doit-on avoir p; + p, = cste? En
déduire

py = B — Acosd

Quelle est I'expression de B en fonction de ¢, r et ag 7 Posant
t = |tle'® r=|rlel?

montrer que
a—B:gﬂ:nﬂ' n=20,1,2,...

3. On tient compte de la gravité : comment varie en fonction de laltitude z le vecteur d’onde
k = 27 /A d’un neutron lorsqu’il est placé dans un champ de pesanteur, ’accélération de
la pesanteur étant g? Comparer les valeurs numériques de ’énergie cinétique du neutron
et de son énergie gravitationnelle*3 m,, gz (mn est la masse du neutron) et en déduire une
aproximation pour k. Le plan ABDC étant initialement horizontal, on fait tourner autour
de AB ce plan qui devient vertical. Montrer que cette rotation induit une différence de
phase entre les deux trajets

m2gS  2mm2gSA
Rk h2

A =

ou S est 'aire du losange ABDC.

4. Si le plan ABDC fait un angle variable 6 avec la verticale, discuter qualitativement la
variation de la probabilité de détection des neutrons en fonction de 6. Données numériques
(Colella et al. [1975]) : A =1.44 A, S = 10.1 cm?2.

1.6.7 Diffusion cohérente et diffusion incohérente
de neutrons par un cristal

On se propose d’étudier la diffusion de neutrons par un cristal formé de deux types de
noyaux. Un site donné du cristal est occupé par un noyau de type 1 avec une probabilité pq
ou par un noyau de type 2 avec une probabilité po = 1 — p1. Le nombre total de noyaux est
N, et il y a donc p1 N noyaux de type 1 et po N noyaux de type 2 dans le cristal. Au site
i,7=1,---, N, on associe un nombre «; qui prend la valeur 1 si le site est occupé par un
noyau de type 1 et 0 s’il est occupé par un noyau de type 2. L’ensemble {a;} des a;, avec
>, o = p1N, définit une configuration du cristal. L’amplitude de diffusion d’un neutron
par le cristal dans la configuration {a;} est (cf. Pexercice 1.6.4)

N
frot =Y (@ifi + (1 — i) f2) 7T

i=1

ol f1 (f2) est 'amplitude de diffusion d’un neutron par un noyau de type 1 (2).

43. L’énergie étant définie & une constante additive prés, on fixe par convention le zéro
d’énergie de la fagon suivante : un neutron de vitesse nulle et d’altitude z = 0 a une énergie
nulle.
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1. On note (o) la moyenne sur toutes les configurations possibles du cristal, en supposant
que les occupations des sites sont ne sont pas corrélées (par exemple occupation d’un site
par un noyau de type 1 ne doit pas augmenter la probabilité qu’'un site plus proche voisin
soit aussi occupé par un noyau de type 1). Démontrer les identités

(aiaj) = pi + pip2di; (i (1 = ay)) = pip2(1 — di5)

2. Déduire de ces identités la moyenne sur les configurations de | fmt\Q

(|frot]?) = (prfr +p2f2)® Y ' TTi=T0) 4 Npipa(fi — f2)°

0,7

Le premier terme décrit la diffusion cohérente et donne lieu & des pics de diffraction. Le
deuxiéme est proportionnel au nombre de sites et est indépendant des angles : ce terme
correspond a la diffusion incohérente.

1.7 Bibliographie

On trouve une introduction élémentaire a la physique quantique dans Scarani [2003] ou
dans Hey et Walters [2004]. 11 est également recommandé de lire les chapitres introductifs 1
a 3 de Feynman et al. [1965], volume III, 1 & 5 de Wichman [1974] ainsi que les chapitres 1
a 3 de Lévy-Leblond et Balibar [1984]. Pour une introduction pédagogique et actualisée a
la physique des particules élémentaires, voir Perkins [2000] ; voir aussi 'article grand public
Jacob [2002]. On trouvera une étude détaillée du rayonnement du corps noir par exemple
dans Diu et al. [1990], chapitre 4 ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 5. Les expériences
d’interférences et de diffraction de neutrons froids ont été réalisées par Zeilinger et al. [1988],
et les expériences d’interférences avec des atomes froids par Shimizu et al. [1992]. Pour la
diffraction des neutrons par un cristal, on pourra se reporter a Kittel [1970], chapitre 2. Un

livre récent sur l'interférométrie neutronique est celui de Rauch et Werner [2000].
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Chapitre 2

Mathématiques de la mécanique
quantique I : dimension finie

E PRINCIPE DE SUPERPOSITION est un principe fondateur de la mécanique
]'_Jquantique7 et nous nous sommes appuyés sur ce principe pour rendre
compte des interférences. La mécanique quantique est une théorie linéaire,
et il est naturel que les espaces vectoriels y jouent un role fondamental. Nous
verrons qu’un état physique est représenté mathématiquement par un vecteur
dans un espace dont nous allons préciser les caractéristiques, et qui sera appelé
espace des états. Un second principe fondateur, également déduit des expé-
riences d’interférences, est I'existence d’amplitudes de probabilité. Ces ampli-
tudes de probabilité seront représentées mathématiquement par des produits
scalaires définis sur I'espace des états. En physique des ondes, 'utilisation
des nombres complexes est uniquement une commodité, mais en mécanique
quantique les amplitudes de probabilité sont fondamentalement des nombres
complexes : le produit scalaire sera a priori un nombre complexe. Les pro-
priétés physiques : impulsion, position, énergie. .. seront représentées par des
opérateurs agissant dans ’espace des états. Dans ce chapitre, nous introdui-
sons les propriétés essentielles des espaces de Hilbert, c’est-a-dire les espaces
vectoriels munis d’un produit scalaire défini positif, en nous limitant au cas
de la dimension finie. Cette restriction devra étre levée ultérieurement, car
I'espace des états est en général de dimension infinie. La théorie mathéma-
tique des espaces de Hilbert de dimension infinie est beaucoup plus complexe
que celle des espaces de dimension finie, et nous renvoyons leur étude au cha-
pitre 7. Le lecteur familier des espaces vectoriels de dimension finie et des
opérateurs dans ces espaces peut passer directement au chapitre 3 aprés un
survol des notations.
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2.1 Espaces de Hilbert de dimension finie

Soit ‘H un espace vectoriel de dimension N sur le corps des complexes.
Nous noterons |p), |x),... les éléments de H. Si A, p... sont des nombres
complexes, et si |¢) et |y) € H, la linéarité implique que \|p) = [A\p) € H et
que ([¢) +Alx)) € H.

L’espace H est muni d’un produit scalaire défini positif, ce qui en fait un
espace de Hilbert. Le produit scalaire! de deux vecteurs |¢) et |x) sera noté
(x|p) ; il est linéaire par rapport a |¢)

(XI(p1 + Ap2)) = (xle1) + Mxlp2) (2.1)

et vérifie la propriété de conjugaison complexe

(xle) = (elx)* (2.2)

ce qui implique que (p|p) est un nombre réel. De (2.1) et (2.2) on déduit que
le produit scalaire (x|¢) est antilinéaire par rapport a |x)

(O + Ax2)le) = (xale) + A" (xale) (2.3)

Enfin le produit scalaire est défini positif

(plp) =0 |p) =0 (2.4)

Il sera commode de choisir dans H une base orthonormée de N vecteurs

{11),12),...,In), ..., IN)}
<n|m> = Onm (25)

Tout vecteur |@) peut se décomposer sur cette base avec des coefficients ¢,
qui sont les composantes de |¢) dans cette base

N
o)=Y caln) (2.6)

Prenant le produit scalaire de (2.6) avec le vecteur de base |m), on trouve
pour ¢,

cm = (m|e) (2.7)

Si un vecteur |x) se décompose sur cette méme base suivant |x) = > d,|n),
alors le produit scalaire (x|p) s’écrit, en utilisant (2.5)

N
(x|p) = Z d;, cp(min) = Zd;cn (2.8)
n=1

n,m=1

1. Il pourra nous arriver d’utiliser la notation des mathématiciens (x,p) = (x|¢) pour
le produit scalaire. Toutefois il faut prendre garde que pour les mathématiciens le produit
scalaire (x, ) est linéaire par rapport a x!
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La norme de |¢), notée ||p||, est définie a partir du produit scalaire

N
llell? = {elo) =D leal* 2 0 (2.9)

n=1

Une propriété importante du produit scalaire est 'inégalité de Schwarz

e < G ele) = X2 llel 2| (2.10)

L’égalité est vraie si et seulement si |p) et |y) sont proportionnels : |x) = A|p).

Démonstration?. Le théoréme est vérifié si (x|p) = 0, nous pouvons donc
supposer que (x|p) # 0 = |p) # 0 et |x) # 0. D’aprés la propriété (2.9) de la
norme

(e = A1 = X)) = lell? = A (xle) — Melx) + IAP]IxI1* > 0

Choisissant
IR [
{elx) (x|e)
on obtient . )
||50||2_2H§0H2+Hs0|| HXH >0

(X}

d’ou (2.10) suit immédiatement. L’égalité ne peut avoir lieu d’aprés (2.4) que
si [p) = A|lx) et réciproquement.

2.2 Opérateurs linéaires sur ‘H

2.2.1 Opérateurs linéaires, hermitiens, unitaires

Un opérateur linéaire A fait correspondre au vecteur |p) un vecteur |Ap)
vérifiant la propriété de linéarité

|A(p + Ax)) = [Ap) + A|Ax) (2.11)

Dans une base déterminée, cet opérateur est représenté par une matrice® d’élé-
ments A,,,. En effet grace a la linéarité et en utilisant la décomposition (2.6)

N
[Ap) = colAn)
n=1

2. Cette démonstration se transpose immédiatement au cas ou ’espace est de dimension
infinie.

3. On notera que par abus de langage les physiciens confondent souvent 'opérateur et
sa matrice représentative dans une base donnée.
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on obtient les composantes d,,, de |Ap) =" dm|m)

N
dp, = (m]Ap) = ch (m|An) = ZAmncn (2.12)

L’élément de matrice A,,, est donc
A = (m]An) (2.13)
L’opérateur conjugué hermitien (ou adjoint) AT de A est défini par

(x|ATo) = (Axlp) = (plAx)* (2.14)

pour tout couple de vecteurs |p), |x). On montre facilement que Af
est bien un opérateur linéaire. Ses éléments de matrice dans la base
{|1),12),...,|n),...,|N)} sont obtenus en prenant pour |¢) et |x) les vecteurs
de base et (A"),,, vérifie

(AD) = A7, (2.15)

Le conjugué hermitien du produit AB de deux opérateurs est BT At : en effet
(x|(AB)¢) = (ABx|p) = (Bx|AT¢) = (x|BTATp)

Un opérateur vérifiant A = AT est appelé hermitien, ou auto-adjoint. Les deux
termes sont équivalents pour les espaces de dimension finie, mais non dans le
cas de la dimension infinie.

Un opérateur tel que UUT = UTU = I, ou de facon équivalente U~! =
UT, est appelé opérateur unitaire : dans toute la suite du livre, I désignera
lopérateur identité de 'espace de Hilbert. Dans un espace de dimension finie,
une condition nécessaire et suffisante pour quun opérateur U soit unitaire est
qu’il conserve la norme

Ul = llell> ou (Ugp|Ug) = (ple) Vo eH (2.16)

Démonstration. Calculons la norme carrée de |U (¢ + Ax)), qui par hypothése
est égale a la norme carrée de | + \y)

{2+ Axle + M) = (ple) + AP (x|x) + 2Re (Ap[x))
tandis que
{U(p + MU (e +AX)) = (Up|Up) + N (Ux|Ux) + 2Re (MU p|Ux))
En retranchant la seconde des équations ci-dessus de la premiére
Re (A{¢]x)) = Re (A{U¢|Ux))
et en choisissant A = 1 puis A = i, on déduit

UlUx) = (plx) = UU =1



2. Mathématiques de la mécanique quantique I : dimension finie 51

Dans un espace vectoriel de dimension finie, I’existence d’un inverse a gauche
entraine celle d’un inverse a droite, et on a également UUT = I. Un opérateur
qui conserve la norme est une isométrie. Dans un espace de dimension finie,
une isométrie est un opérateur unitaire.

Les opérateurs unitaires effectuent les changements de base orthonormée
dans H. Soit |n) = |Un), alors

(m'|ny = (Um|Un) = (m|n) = 6mn = S’

et 'ensemble des vecteurs {|n’)} forme une base orthonormée. Il faut prendre
garde au fait que les composantes ¢, d’'un vecteur se transforment a ’aide de
Ut (ou U™Y)

N
o, = (n'lg) = (Unlp) = (n|UTg) = Y UJ,.cm (2.17)

m=1

Notons également la loi de transformation des éléments de matrice

N
Al = (m'|An') = (Um|AUn) = (m|UTAUn) = Y~ U}, A Ui (2.18)
k=1

2.2.2 Projecteurs et notation de Dirac

Enfin nous ferons usage intensif des projecteurs. Soit H; un sous-espace de
‘H et Ha le sous-espace orthogonal. Tout vecteur |¢) se décompose de fagon
unique en un vecteur |p1) appartenant & H; et un vecteur |p2) appartenant
a Ho
o) = lp1) + lp2), lp1) € Ha, [w2) € Ha, (p1lp2) =0
On définit le projecteur Py sur Hp par son action sur un vecteur arbitraire

)
Pro) = |en) (2.19)

Py est manifestement un opérateur linéaire, et c’est aussi un opérateur her-
mitien car si la décomposition de |x) en vecteurs appartenant a H; et Ho est

Ix) = |x1) + |x2), alors

XIPry) = (xle1) = (xaler)
XIPle) = (Pixle) = (ale) = (xaler)

On remarque également que
[Pe) = [Pip1) = 1) = Pf =P

Inversement, tout opérateur linéaire qui vérifie Pir ‘P1 = P1 est un projecteur.
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Démonstration. On observe d’abord que Pir = Py, et ensuite que les vec-
teurs de la forme |P1p) forment un sous-espace vectoriel Hy de H. Si 'on
écrit

o) = [Pro) + (I0) = [Pr)) = [Prgp) + [2)
alors |ps) est orthogonal & tout vecteur |P;x)

(p — Pro|P1x) = (Pro — Piolx) =0

On a bien décomposé |¢) en |P1¢) et un vecteur du sous-espace orthogonal a
H.

La propriété P? = P; montre que les valeurs propres (voir § 2.3.1) d'un
projecteur sont 0 ou 1, et Tr Py (voir (2.23)) est égal a la dimension de I’espace
de projection, comme on le voit aisément en écrivant P; dans une base ou il
est diagonal : comme nous le verrons dans la section suivante, une telle base
existe toujours car P; est hermitien. De plus on vérifiera dans 'exercice 2.4.6
les propriétés suivantes

e Si Py et P sont des projecteurs sur H; et H) respectivement, P P] est
un projecteur si et seulement si PyP; = P;Py. P1P] projette alors sur
I'intersection Hy N Hj.

e P;+Pj est un projecteur si et seulement si P;P; = 0. Dans ce cas H; et
H sont orthogonaux et P; + P; projette sur la somme directe Hy & H.

e Si P1P; = P;Pi, alors P; + P; — P1P; projette sur 'union H; UH). La
seconde propriété est un cas particulier de celle-ci.

Notation de Dirac. Au lieu d’écrire |Ap), nous écrirons désormais Alp)
suivant une notation introduite par Dirac?. Le produit scalaire (y|Ap) s’écrira
en notation de Dirac (x|A|). Les vecteurs |¢) de H sont appelés « kets », et
les vecteurs (x| de l’espace dual « bras ». Le bra associé au ket |A\p) est A*(p];
en effet

(Aelx) = A {(elx)

Dans (x| Alp), A agit a droite sur [¢) = (x|A[¢) = (x|(A[)), et non (Ax|g).
Comme (A|g))T = (p|AT, il n’y a pas d’ambiguité si A est hermitien. La
notation de Dirac permet d’écrire trés simplement les projecteurs. Soit |¢) un
vecteur normalisé & 'unité : (p|p) = 1. La décomposition de |y) suivant |¢)
et un vecteur |y ) orthogonal & |p) est

IX) = le)elx) + (1x) = le)elx) = le)elx) + Ixi) = Polx) + Ix1)

On peut donc écrire®

Po = lo) (ol (2.20)

4. Cette notation est commode et trés largement utilisée, mais elle n’est pas exempte
d’ambiguités. Elle est par exemple & éviter lorsque ’on traite du renversement du sens du
temps, appendice A.

5. 8i [|gl|* # 1, alors Py = [0)(l/|ls]]?.
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Si une base orthonormée du sous-espace H; est composée des vecteurs
{|1),...,|M)}, M < N, alors Py s’écrit

M
=3 n)n] (2.21)
n=1

Si M = N on obtient la décomposition de 'opérateur identité

N
=Y In)(n| (2.22)
n=1

Cette relation est appelée relation de fermeture. Elle est souvent trés commode
dans les calculs. Par exemple elle redonne simplement la loi de multiplication
des matrices

N N
(AB)pm = (n|ABJm) = (n|AIB|m) = " (n|A[l){I|B|m) = AnBim
=1
Donnons enfin une définition importante. La trace d’un opérateur est la
somme de ses éléments diagonaux

N
TrA=> An (2.23)

11 est facile de montrer (exercice 2.4.2) que la trace est invariante dans un
changement de base et que

Tr AB =Tr BA (2.24)

2.3 Décomposition spectrale des opérateurs
hermitiens

2.3.1 Diagonalisation d’un opérateur hermitien

Soit A un opérateur linéaire ; 8’il existe un vecteur |¢) et un nombre com-
plexe a tels que

Alp) = alp) (2.25)

alors |p) est appelé vecteur propre et a valeur propre de A. On obtient les
valeurs propres en résolvant ’équation en a

det(A —al) =0 (2.26)

Les vecteurs propres et valeurs propres des opérateurs hermitiens ont des
propriétés remarquables.



54 Physique quantique

Théoréme. Les valeurs propres d’un opérateur hermitiens sont réelles et
les vecteurs propres correspondant a deux valeurs propres différentes sont
orthogonaux.ll

La démonstration est simple : il suffit de considérer le produit scalaire
(p|Ale), on |p) vérifie (2.25)

(plAlp) = (plap) = allp||*
= (Aplp) = {aplp) = ||l
ce qui entraine a = a* ; d’autre part si A|p) = a|p) et A|x) = b|x), alors

(x|Ap) = a{x|e) = (Axlp) = b{x|»)

d’ou {x|¢) = 0 si a # b. Une conséquence immédiate de ce résultat est que les
vecteurs propres d’'un opérateur hermitien normalisés & I'unité forment une
base orthonormée de H si les valeurs propres sont toutes distinctes, c’est-a-
dire si les racines de I’équation (2.26) sont toutes distinctes. Cependant il peut
arriver que l'une (ou plusieurs) des racines de (2.26) soit racine multiple. Soit
an une telle racine : la valeur propre a,, est alors dite dégénérée. Méme dans
ce cas il est possible de former avec les vecteurs propres de A une base or-
thonormée de H. En effet on dispose du théoréme suivant, que nous énongons
sans démonstration.

Théoréme. Si un opérateur A est hermitien, il est toujours possible de trou-
ver une matrice unitaire U (non unique) telle que U1 AU soit une matrice
diagonale, dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres qui appa-
raissent sur la diagonale un nombre de fois égal a leur dégénérescence

ap 0 0 ... 0
0 ay 0 ...
UAU=| g 0 gy 0 & | M (2.27)
.o S
0 ...... 0 an

Soit a,, une valeur propre dégénérée, et soit G(n) sa multiplicité dans (2.26) ;
on dit aussi que a, est G(n) fois dégénérée. Il existe alors G(n) vecteurs
propres indépendants correspondant a cette valeur propre. Ces G(n) vecteurs
propres sous-tendent un sous-espace vectoriel de dimension G(n), appelé sous-
espace de la valeur propre a,, ou 'on peut trouver une base orthonormée (non
unique) |n,r), r=1,...,G(n)

Aln,r) = apln,r) (2.28)
Le projecteur P,, sur ce sous-espace vectoriel s’écrit d’aprés (2.21)

(n)
Pn = |n, ry(n, 7| (2.29)
1

Q

3

r
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La somme des P,, donne l'opérateur identité, puisque ’ensemble des vecteurs
|n,r) forme une base de H, et on obtient la relation de fermeture (2.22)

G(n)

YoP=3>" Inrnr| =1 (2.30)

n

Soit |p) un vecteur quelconque de H

Alp) =) APul@) = > anPule)

puisque P, |p) appartient au sous-espace de la valeur propre a,, ; on peut donc
faire l'identification suivante pour A

G(n)

A= "a,Pn=Y_> In,r)an(n,rl (2.31)
n r=1

n

Cette relation fondamentale est appelée décomposition spectrale de A. Réci-
proquement un opérateur de la forme ) a,P, est hermitien si a,, = a}, et
de valeurs propres a, si PnPm = 6pmPhn.-

2.3.2 Diagonalisation d’une matrice 2 X 2 hermitienne

Nous aurons souvent l'occasion de diagonaliser des matrices 2 x 2 hermi-
tiennes. La forme la plus générale d’une telle matrice dans une base {|1), |2)}

est
A= A11 A12 _ a b
A21 A22 b* a’
ol a et a’ sont des nombres réels, b étant a prior: complexe. Cependant nous

verrons qu’en mécanique quantique il est toujours possible de redéfinir la phase
des vecteurs de base

1) — 1) = e'[1) [2) — 12') = ¢]2)
Dans cette nouvelle base, ’élément de matrice A}, de I'opérateur A est
ALy = (1[A]2') = P~ (1]A]2) = (P~ A}y = P}

Si b = |b|exp(id), il suffit de prendre (v — ) = § pour éliminer la phase de b,
qui peut donc étre choisi réel. Le cas le plus simple est celui ot a = a’

A= (ZZ) (2.32)
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Dans ce cas, on vérifie immédiatement que les deux vecteurs |yy) et [x—)

w=o5() =25 (F) (2.33)

sont vecteurs propres de A avec les valeurs propres (a + b) et (a — b) respecti-
vement. Ce résultat trés simple a une origine intéressante : soit Up 'opérateur
unitaire qui effectue une permutation des vecteurs de base |1) et |2)

01
UP:(IO)

L’opérateur Up est de carré unité : U3 = I, et ses valeurs propres sont donc
+1. Les vecteurs propres correspondants sont |y ) et y—). Mais on peut écrire
A sous la forme

A=al +0Up

ce qui montre que A et Up commutent : AUp = UpA et, comme on le verra
a la sous-section suivante, on peut alors trouver une base formée de vecteurs
propres communs & A et Up. La diagonalisation de A est simple parce que
A commute avec une opération de symétrie, propriété que nous utiliserons
souvent par la suite.

Dans le cas général a # a/, la propriété de symétrie n’est plus valable et
la diagonalisation n’est pas aussi simple. Il est commode d’écrire A sous la
forme

sinf — cosf

A:<a—£caic>:al+m(cos9 sin @ ) (2.34)
ou I'angle 6 est défini par

c= b+ c2cosb
b= Vb2+c?sinb

On notera que tanf = b/c, et qu’il faut prendre garde a choisir la bonne
détermination de 6. On vérifie alors que les vecteurs propres sont

R T e

correspondant aux valeurs propres a++v/b2 + c2 et a—+v/b% + c2 respectivement.
On retrouve le cas précédent si ¢ = 0, ce qui correspond a 6 = +7/2.

2.3.3 Ensemble complet d’opérateurs compatibles

Par définition, deux opérateurs A et B commutent si AB = BA, et dans
ce cas leur commutateur [A, B] défini par

[A,B] = AB — BA (2.36)
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est nul. Soit deux opérateurs hermitiens A et B qui commutent. On montre
alors le théoréme suivant.

Théoréme. Soit A et B deux opérateurs hermitiens tels que [A, B] = 0.
On peut alors trouver une base de H formée de vecteurs propres communs &
Aet B.R

Démonstration. Soit a,, les valeurs propres de A et |n, r) une base de H for-
mée avec les vecteurs propres correspondants. Multiplions les deux membres
de (2.28) par B et exploitons la commutation

BA|n,ry = A(B|n,r)) = an(B|n,r))

ce qui implique que le vecteur B|n,r) appartient au sous-espace de la valeur
propre a,. Si a, est non dégénérée, ce sous-espace est de dimension un, B|n,r)
est nécessairement proportionnel a |n, ) qui est donc également vecteur propre
de B. Si a, est dégénérée, nous pouvons seulement déduire que B|n,r) est
nécessairement orthogonal a tout vecteur propre |m,s) de A, avec m #n

(m, s|Bln,r) = 5nt£?)

ce qui veut dire que dans la base |n,r) la matrice représentative de B est
diagonale par blocs

BM 0 0
B= 0 B®@ o
0 0 B®

Chaque bloc B®*) peut étre diagonalisé séparément par un changement de
base affectant seulement chacun des sous-espaces, sans toucher & la diagona-
lisation de A puisqu’a l'intérieur de chaque sous-espace A est représenté par
une matrice diagonale.

Réciproquement, supposons que 'on ait trouvé une base |(n,p)r) de H
formée de vecteurs propres communs a A et B

Al(n,p)r) = an|(n, p)r) Bl(n,p)r) = bp|(n, p)r)
Il est alors évident que
[4, B]|(n,p)r) =0

et comme les vecteurs |(n,p)r) forment une base, [4, B] = 0. Si [A, B] =0, il
est possible que la donnée des valeurs propres a,, et b, suffise a spécifier les
vecteurs de base de fagon unique, & une constante multiplicative de module
un prés; il existe un vecteur |(n,p)) et un seul tel que

Al(n, p)) = an|(n,p)) B|(n,p)) = bp|(n,p)) (2.37)

On dira alors que A et B forment un ensemble complet d’opérateurs compa-
tibles. S’il y a encore indétermination, c’est-a-dire s’il existe plusieurs vecteurs
linéairement indépendants satisfaisant (2.37), il pourra arriver que la donnée
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des valeurs propres d’un troisiéme opérateur C' commutant avec A et B léve
I'indétermination. Un ensemble d’opérateurs hermitiens Ay, ..., Ay, commu-
tant deux a deux et dont les valeurs propres définissent sans ambiguité les
vecteurs d’une base de H est appelé ensemble complet d’opérateurs compa-
tibles (ou ensemble complet d’opérateurs qui commutent).

2.3.4 Opérateurs unitaires et opérateurs hermitiens

Les propriétés des opérateurs unitaires UT = U~! sont intimement liées a
celles des opérateurs hermitiens, et en particulier ils peuvent toujours étre dia-
gonalisés. Le théoréme de base pour les opérateurs unitaires s’énonce comme
suit.

Théoréme. (a) Les valeurs propres a, d’un opérateur unitaire sont de mo-
dule unité : a, = exp(ia,), a, réel. (b) Les vecteurs propres correspondant
a deux valeurs propres différentes sont orthogonaux. (¢) La décomposition
spectrale d’un opérateur unitaire s’écrit en fonction de projecteurs P,, sous la

forme
U= Z anPn = Zeio‘"Pn avec ZP" =7 N (2.38)

La démonstration de (a) et (b) est triviale. Pour obtenir (¢) on écrit
1 1
U:i(U+UT)+15(U—UT):A+iB (2.39)

Les opérateurs A et B sont hermitiens et [A, B] = 0; (2.39) généralise aux
opérateurs unitaires la décomposition en partie réelle et partie imaginaire d’'un
nombre complexe, les opérateurs hermitiens jouant le réle des nombres réels.
On peut diagonaliser simultanément A et B, et les vecteurs propres communs
a A et B sont aussi vecteurs propres de U ; les valeurs propres de A et B sont
cos a, et sin «, respectivement. L’opérateur C'

C=> a,P,

est un opérateur hermitien et U = exp(iC). Inversement soit A = 3" a,Pp
un opérateur hermitien. L’opérateur

U=> P, =c (2.40)

est manifestement un opérateur unitaire. Cette écriture généralise aux opé-
rateurs unitaires la représentation exp(icr) d’un nombre complexe de module
un.

2.3.5 Fonctions d’un opérateur

En écrivant (2.40), nous avons introduit l’exponentielle d’un opérateur.
Plus généralement il est utile de savoir construire une fonction f(A4) d'un
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opérateur. Cette construction est immédiate si I'opérateur A peut étre dia-
gonalisé : A = XDX ' ot D est une matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont d,,. Supposons la fonction f définie par un développement de
Taylor convergent dans un certain domaine du plan complexe |z| < R

f(z) = Z %
p=0

L’opérateur f(A) sera donné par

FA) =) AP =) ¢, XDPX ' =X [Z chP] X! (2.41)
p=0 p=0 p=0

L’expression entre crochets n’est autre qu'une matrice diagonale d’éléments
f(dy,) bien définie si |d, | < R quel que soit n. En général on pourra trouver un
prolongement analytique pour f(A) méme si certaines valeurs propres d,, sont
en dehors du rayon de convergence du développement de Taylor, de méme que
I’on prolonge analytiquement

= 1
pgozpzl—z

en dehors du rayon de convergence |z| < 1 pour toute valeur de z différente
de un. Un cas particuliérement important est celui de I’exponentielle d’un
opérateur

expA=Y — (2.42)

p=0

Le rayon de convergence de ce développement étant infini, 'argument ci-
dessus implique que exp A est bien défini par le développement (2.42) si A est
diagonalisable (en fait il n’est pas difficile de montrer que le développement
est convergent dans tous les cas). Il faut prendre garde au fait qu’en général

expAexp B # expBexp A

une condition suffisante (mais non nécessaire!) pour ’égalité étant que A et
B commutent (exercice 3.3.6).

En résumé, étant donné un opérateur hermitien A dont la décomposition
spectrale est donnée par (2.31), il est immédiat de définir toute fonction de A
par

F(A) =" fan)Pn (2.43)
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par exemple son exponentielle exp A, son logarithme In A ou sa résolvante

R(z,A)

elod =Y "elotnp, (2.44)
mA =Y (Ina,)P, (2.45)
1
_ Y e
R(z,A) = (21 — A) an p—— Py, (2.46)

La résolvante R(z, A) n’est bien sir définie que si z # a,, quel que soit n, et
le logarithme si aucune des valeurs propres a,, n’est nulle.

2.4 Exercices

2.4.1 Produit scalaire et norme

1. Soit une norme ||p|| dérivant d’un produit scalaire : [|p||2 = (p, ¢). Montrer que cette
norme vérifie I'inégalité triangulaire

Ix + el < !l + el

ainsi que
HxI = 1lell] < llx+ell

2. Vérifier également

lIx + el + 11x = @ll* = 2(lIx1I* + [ll1*)

Quelle est I'interprétation de cette égalité dans le plan réel R? ? Inversement si une norme
vérifie cette propriété dans un espace vectoriel réel, montrer que

1

(p2) = (69) = ; (Ix + 2l = lIx = ¢ll?)

définit un produit scalaire. Ce produit scalaire doit vérifier
061+ @2) = (X 01) + (X, 02) 06 Ae) = Alx; »)

Dans le cas d’un espace vectoriel complexe, montrer que

o)== [(Ix+ell? = llx —ell?) =i (llx +iell* = [Ix — iell?)]

N

2.4.2 Commutateurs et traces

1. Montrer que
[A, BC] = B[A,C| + [A, B|C (2.47)

2. La trace (2.23) d’un opérateur est la somme des éléments diagonaux de sa matrice
représentative dans une base donnée. Montrer que

Tr AB = Tr BA (2.48)
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et en déduire que la trace est invariante dans un changement de base A — A’ = SAS—1.
La trace d’un opérateur est (heureusement !) indépendante de la base.

3. Montrer que la trace est invariante par permutation circulaire

Tr ABC =Tr BCA=TrCAB (2.49)

2.4.3 Déterminant et trace

1. Soit une matrice A(t) dépendant d’un paramétre ¢ vérifiant

dA(t)
S =ADB

Montrer que A(t) = A(0) exp(Bt). Quelle est la solution de

%f) = BA(t)?

2. Montrer que
det eM1 x det et2 = det eA(t1112)

En déduire
dete? = T4

ou de fagon équivalente
det B =¢Tr1nB (2.50)

Suggestion : obtenir une équation différentielle pour la fonction g(¢t) = det[exp(At)]. Les
résultats sont évidents si A est diagonalisable.

2.4.4 Projecteur dans R3

Soit dans ’espace réel a trois dimensions R3 deux vecteurs i1 et o linéairement indé-
pendants, mais non nécessairement orthogonaux et de norme quelconque, et P le projecteur
sur le plan défini par ces deux vecteurs. Montrer que I’action de P sur un vecteur V' s’écrit

2
PV =Y C NV i), (2.51)
i,j=1

otl la matrice 2 x 2 Cj; = U; - Uj.

2. Généralisation : soit p vecteurs linéairement indépendants 41, ..., up dans RN, p < N.
Ecrire le projecteur sur ’espace vectoriel engendré par ces p vecteurs.

2.4.5 Théoréme de la projection

Soit H1 un sous-espace vectoriel de H et |p) € H. Montrer qu’il existe alors un élément
unique |p1) de H1 tel que la norme ||p1 — || soit minimale : ||¢1 — || est la distance de
l¢) & Hi1. Déterminer |p1).
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2.4.6 Propriétés des projecteurs

1. Si P1 et P; sont des projecteurs sur Hi et H respectivement, P1P; est un projecteur
si et seulement si PP} = P{P1. P1P] projette alors sur intersection Hy N H.

2. P1 + P{ est un projecteur si et seulement si P1P; = 0. Dans ce cas H; et H) sont
orthogonaux et Py + P; projette sur la somme directe H1 & H).

3. S8i P1P; = P{P1, alors P1 + P| — P1P] projette sur 'union H; U H). La propriété 2.
est un cas particulier de ce résultat.

4. Soit un opérateur Q tel que QTQ soit un projecteur
Qfa=7r
Montrer que Q0 est aussi un projecteur. Suggestion : montrer que

Qlp) =0 <= Plp) =0

2.4.7 Intégrale gaussienne

Soit A une matrice réelle N x N symétrique et strictement positive (cf. exercice 2.4.10).
Montrer que l'intégrale multiple

N
I(b) = / H dz; exp ( — % Z zjAjpxy + bﬂ’j)
i=1 Jk

vaut

(2m)N/2 1 _
1) = " exp (5 %: b A7 by (2.52)

Suggestion : écrire
T
Z zjAjpxy = x° Az = (z|Alx)
ik
ol = est un vecteur colonne et 1 un vecteur ligne et effectuer le changement de variables

z=z—A"1b

Ces intégrales gaussiennes sont fondamentales en théorie des probabilités et interviennent
dans nombre de problémes de physique.

2.4.8 Commutateurs et valeur propre dégénérée

Soit trois matrices N x N A, B et C' qui vérifient
[A,B]=0 [AC]=0 [B,C]#0

Montrer qu’au moins une valeur propre de A est dégénérée.

2.4.9 Matrices normales

Une matrice C' est dite normale si elle commute avec la matrice conjuguée hermitienne
ctc=cct

En écrivant N 1
C=5(0+CT)+15(0—0T)=A+13
i

montrer que C' est diagonalisable.
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2.4.10 Matrices positives

Une matrice A est dite positive si quel que soit le vecteur |p) # 0 la valeur moyenne
est réelle et positive : (p|Alp) > 0. Elle est dite strictement positive si (p|Alp) > 0.

1. Montrer que toute matrice positive est hermitienne et qu’une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une matrice soit positive est que ses valeurs propres soient toutes > 0.

2. Montrer que dans un espace de Hilbert réel, ot une matrice hermitienne est symétrique
(A = AT), une matrice positive n’est pas en général symétrique.

2.4.11 Identités opératorielles
1. Soit 'opérateur f(t) fonction du paramétre ¢

f(t) _ etABeftA

ol les opérateurs A et B sont représentés par des matrices N x N. Montrer que

df d2f
a (4, f(1)] R [A, [A, f(D)]] ete.
En déduire 5
tABet4 = B 1 % (A, B] + ’;_' (A, [A, B]] + ... (2.53)

2. On suppose que A et B commutent tous deux avec leur commutateur [A, B]. Ecrire une
équation différentielle pour I'opérateur

g(t) _ eAt eBt

et en déduire

eA+B — oA B o= 3 [A.B] (2.54)

Attention! Cette identité n’est pas généralement valable. Elle n’est garantie que si
[A,[A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Montrer également avec les mémes hypothéses

e’ el =P e elA Pl (2.55)

2.5 Bibliographie

Les résultats sur les espaces vectoriels de dimension finie et les opérateurs se trouvent
dans tout cours d’algébre linéaire niveau premiére année de licence. Comme complément,
on pourra consulter Isham [1995], chapitres 2 et 3 ou Nielsen et Chuang [2000], chapitre 2,
ot 'on trouvera une démonstration élégante du théoréme de décomposition spectrale d’'un

opérateur hermitien.
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Chapitre 3

Polarisation : photon et spin 1/2

ANS CE CHAPITRE, nous allons mettre progressivement en place les
Dconcepts de base de la mécanique quantique a l'aide de deux exemples
simples, en utilisant une approche heuristique, plus inductive que déductive.
Nous partirons d’un phénomeéne familier, celui de la polarisation de la lumieére,
qui nous permettra d’introduire le formalisme mathématique nécessaire. Nous
montrerons que la description de la polarisation conduit naturellement a faire
appel & un espace vectoriel complexe a deux dimensions, et nous établirons la
correspondance entre un état de polarisation et un vecteur de cet espace, ap-
pelé espace des états de polarisation. Nous passerons ensuite & la description
quantique de la polarisation d’un photon et nous illustrerons la construction
des amplitudes de probabilité comme produits scalaires dans cet espace. Le
second exemple sera celui du spin 1/2, ou Uespace des états est également de
dimension deux. Nous construirons les états de spin 1/2 les plus généraux en
utilisant 'invariance par rotation. Enfin nous introduirons la dynamique, qui
nous permettra de suivre I’évolution du vecteur d’état au cours du temps.

Alors que I'analogie avec la polarisation de la lumiére nous servira de guide
pour construire la théorie quantique de la polarisation d’un photon, nous ne
disposerons pas d’une telle analogie classique pour construire celle du spin 1/2.
Dans ce dernier cas, la construction de la théorie quantique sera faite sans
référence a une théorie classique, & partir d’'une hypothése sur la dimension
de l'espace des états et en nous appuyant sur des principes de symétrie.

3.1 Polarisation de la lumiére et polarisation
d’un photon

3.1.1 Polarisation d’une onde électromagnétique

La polarisation de la lumiére — ou plus généralement d’une onde élec-
tromagnétique — est un phénomeéne bien connu lié au caractére vectoriel du
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champ électromagnétique. Considérons une onde lumineuse plane monochro-
matique de fréquence w se propageant dans le sens des z positifs. Le champ
électrique E (t) en un point donné est un vecteur orthogonal a la direction
de propagation. Il est donc situé dans le plan Oy et a pour composantes
{E;(t),Ey(t), E-(t) = 0} (figure 3.1). Le cas le plus général est celui d'une
polarisation elliptique, ot le champ électrique est de la forme

- E.(t) = Epy cos(wt — dy)
E(t) = 3.1
®) { E,(t) = Epy cos(wt — dy) (3-1)
x
\\ By
|k 0 analyseur
N
E) >
Y
polariseur

F1G. 3.1 — Ensemble polariseur-analyseur.

Nous n’avons pas explicité la dépendance en z car nous nous plagons dans
un plan z = cste. Par un changement d’origine des temps, il est toujours
possible de choisir §, = 0, J, = 6. L’intensité 7 de 'onde lumineuse est
proportionnelle au carré du champ électrique

I=1I,+1,=k(E;, + Ej,) = kEj (3.2)

oll k est une constante de proportionnalité qu’il ne sera pas indispensable
de préciser. Lorsque § = 0 ou m, la polarisation est linéaire : si I'on pose
Ey, = Eycost, Ey, = Epsinb, I'équation (3.1) pour §, = d, = 0 montre que
le champ électrique vibre dans une direction 1y du plan 2Oy faisant un angle
0 avec 'axe Oz. Une telle onde lumineuse s’obtient a 'aide d’un polariseur
linéaire dont I'axe est paralléle a ng.

Lorsque nous nous intéressons uniquement a la polarisation de cette onde
lumineuse, les paramétres pertinents sont les rapports Eo./Fo = cosf et
Ey,/Ey = sinf, ou l'on peut choisir # dans U'intervalle [0, 7] ; Ep est un simple
facteur de proportionnalité qui ne joue aucun réle dans la description de la po-
larisation. Nous pouvons faire correspondre aux ondes polarisées linéairement



3. Polarisation : photon et spin 1/2 67

suivant Oz et Oy des vecteurs unitaires orthogonaux |z) et |y) du plan 2Oy
formant une base orthonormée de ce plan. A I’état de polarisation linéaire le
plus général suivant 7ng correspondra le vecteur |0) du plan zOy

|0) = cosf|z) +sind|y) (3.3)
également de norme unité
(010) = cos? 0 +sin?0 =1

La raison fondamentale qui conduit & utiliser un espace vectoriel pour décrire
la polarisation est le principe de superposition : on peut décomposer un état de
polarisation en deux (ou plusieurs) autres états, ou au contraire additionner
vectoriellement deux états de polarisation. Pour illustrer la décomposition,
faisons passer 'onde polarisée suivant 7 a travers un second polariseur, ap-
pelé analyseur, orienté suivant la direction n,, du plan Oy faisant un angle «
avec Ox (figure 3.1). Seule sera transmise la composante du champ électrique
suivant n,, sa projection sur n,, : 'amplitude du champ électrique sera multi-
pliée par un facteur cos(f —«) et 'intensité lumineuse a la sortie de ’analyseur
sera réduite par un facteur cos?(f — o). Nous noterons a(f — «) le facteur de
projection, que nous appellerons amplitude de la polarisation ng suivant N,
et nous remarquerons que cette amplitude n’est autre que le produit scalaire
des vecteurs |0) et |«)

a(0 — a) = (a|f) = cos(0 — ) = Ny - Tig (3.4)
L’intensité a la sortie de ’analyseur est donnée par la loi de Malus
T =Tola(0 — a)|* = To|{a|0)|* = Ty cos* (0 — a) (3.5)

si Zp est l'intensité a la sortie du polariseur. Une autre illustration de la
décomposition est fournie par le dispositif de la figure 3.2 : & 'aide d’une lame
biréfringente uniaxe perpendiculaire & la direction de propagation et dont ’axe
optique se trouve dans le plan xOz, on décompose le faisceau lumineux en une
onde polarisée suivant Ox et une onde polarisée suivant Oy. L’onde polarisée
suivant Oz se propage dans une direction qui est celle du rayon extraordinaire,
dévié a l'entrée et a la sortie de la lame, et celle polarisée suivant Oy suit le
rayon ordinaire qui se propage en ligne droite.

L’addition de deux états de polarisation est illustrée sur le dispositif de
la figure 3.3 : les deux faisceaux sont recombinés par une seconde lame biré-
fringente symétrique de la premiére par rapport & un plan vertical avant de
passer dans 'analyseur!. Afin de simplifier le raisonnement, nous négligeons

1. Cette recombinaison des amplitudes est possible parce que les deux faisceaux étant
issus de la méme source sont cohérents. Il serait bien siir impossible d’additionner les am-
plitudes de deux faisceaux polarisés issus de sources différentes : le probléme est identique
a celui des interférences.
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-
-~

- axe optique

lame
biréfringente

F1G. 3.2 — Décomposition de la polarisation par une lame biréfringente. Le rayon
ordinaire O est polarisé horizontalement, le rayon extraordinaire E est polarisé ver-

ticalement.
axes
e . S
P optiques ~
T - >
\O - g N z
E .
\ - a
\ > N
\ _ ~ z
\ -~ ~
/ \ O / ~
Y Y
polariseur analyseur

F1a. 3.3 — Décomposition et recombinaison de polarisations a ’aide de lames biré-
fringentes.

la différence de phase induite par la différence entre les indices ordinaire et
extraordinaire dans les lames biréfringentes. Dans ces conditions, I'onde lu-
mineuse a la sortie de la seconde lame biréfringente est polarisée suivant ng :
la recombinaison des deux faisceaux = et y donne la lumiére initiale, polari-
sée suivant la direction ngp, et 'intensité a la sortie de I'analyseur est réduite
comme précédemment par le facteur cos?(6 — ).

Si nous nous limitons & des états de polarisation linéaire, nous pouvons
décrire tout état de polarisation comme un vecteur unitaire réel du plan zOvy,
dont une base orthonormée possible est formée des vecteurs |z) et |y). Mais si
nous voulons décrire une polarisation quelconque, nous devons introduire un



3. Polarisation : photon et spin 1/2 69

espace complexe a deux dimensions H. Cet espace sera [’espace vectoriel des
états de polarisation. Revenons donc au cas général (3.1) en introduisant une
notation complexe & = (&,, &,) pour les amplitudes ondulatoires

Er = Epp e &, = Eo, oidy (3.6)

ce qui permet d’écrire (3.1) sous la forme
E,(t) = Eoy cos(wt — 6,) = Re (B, €%e ") = Re (£, e %)
By (t) = Eoy cos(wt — 8,) = Re (Eoy eve ) = Re (£, ¢ ")

Nous avons déja remarqué qu’en raison de arbitraire sur 'origine des temps,
seule la phase relative 6 = (0, — J,) est physiquement pertinente et on peut
multiplier simultanément &, et £, par un facteur de phase commun exp(i3)
sans conséquence physique. Il est toujours possible de choisir par exemple
0z = 0. L’intensité lumineuse est donnée par (3.2)

T = k(& + |&,[°) = kIE]® = kEG (3.8)

(3.7)

Un cas particulier important de (3.7) est celui de la polarisation circulaire,
ot By, = Fy, = FEo/V/2 et §, = +7/2, lorsque 'on a choisi par convention
0, = 0. Si 0y = +7/2, Vextrémité du champ électrique décrit un cercle dans
le plan Oy parcouru dans le sens trigonométrique. En effet E,(t) et E,(t)
sont donnés par

E.(t) = Re (— e_i“’t) = — coswt
(3.9)
_ 0wt in/2) _ Eo _ Ey .
E,(t)=Re [ —=e “e )——coswt—WQ——smwt
S0 =re (22 o cosfut = n/2) = 2
Un observateur sur lequel arrive le rayon lumineux voit l'extrémité du vec-
teur champ électrique décrire dans le plan Oy un cercle de rayon Ey/ V2
parcouru dans le sens trigonométrique : la polarisation correspondante est
appelée polarisation circulaire droite®. Lorsque §, = —m/2, on obtient une
polarisation circulaire gauche : le cercle est parcouru dans le sens inverse du
sens trigonométrique

E.(t) =Re <5—%ei°’t> = % cos wt

Ey _ii _i Ey Ey .
E,(t) =Re [ —=e“'e ‘”/2>:—coswt+ 2) = ——— sinwt
(0=t (2 £ contet +/2) = -2

2. Voir la figure 10.8. Notre définition des polarisations circulaires droite et gauche est
celle adoptée en physique des particules élémentaires. Avec cette définition, la polarisation
circulaire droite (gauche) correspond a une hélicité positive (négative), c’est-a-dire a une
projection +h (—h) du spin du photon sur sa direction de propagation. Cependant cette
définition n’est pas universelle : les opticiens utilisent souvent la définition opposée, mais
comme le remarque un opticien (E. Hecht [1987|, chapitre 8) a propos de leur choix :
« This choice of terminology is admittedly a bit awkward. Yet its use in optics is fairly
common, even though it is completely antithetic to the more reasonable convention adopted
in elementary particle physics. »

(3.10)
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Ces états de polarisation circulaire droite et gauche sont obtenus expérimen-

talement en partant d’une polarisation linéaire & 45° par rapport aux axes et

en déphasant de +7/2 le champ suivant Oz ou Oy par une lame quart d’onde.
En notation complexe, les champs &, et £, s’écrivent

1 1 ; +i
EO gy = ﬁ EO eilﬂ-/2 = E EO

ou le signe (+) correspond a la polarisation circulaire droite et le signe (—) a
la polarisation circulaire gauche. Le facteur de proportionnalité Fy commun
a &, et &, définit I'intensité de 'onde lumineuse et ne joue aucun role dans la
description de la polarisation, qui est caractérisée par les vecteurs unitaires

1 . 1 .
D) = _E(‘” +ily)) G) = E(I@ —ily)) (3.11)

Le signe (—) global dans la définition de |D) a été introduit par souci de
cohérence avec les conventions du chapitre 10. L’équation (3.11) montre que
la description mathématique de la polarisation nous améne naturellement &
utiliser les vecteurs unitaires d’'un espace vectoriel complexe bidimensionnel
H dont les vecteurs |z) et |y) forment une base orthonormée possible.

Nous avons établi précédemment une correspondance entre une polari-
sation linéaire orientée suivant 7ip et un vecteur unitaire |#) de H, ainsi
qu’une correspondance entre les deux polarisations circulaires et les deux vec-
teurs (3.11) de H. Nous allons généraliser cette correspondance en construisant
la polarisation correspondant au vecteur unitaire |®) de H le plus général®

®) =)+ uly) AP+ P =1 (3.12)

11 est toujours possible de choisir A réel (on vérifiera dans ’exercice 3.3.1 que
la physique n’est pas modifiée si A est complexe). Les nombres A et 1 peuvent
alors étre paramétrés par deux angles 0 et n

A = cosf p=sinfe”

Réalisons le dispositif suivant a l'aide de deux lames biréfringentes et d’un
polariseur linéaire, sur lequel arrive une onde électromagnétique (3.7) : ce
dispositif sera appelé polariseur (A, p).

e Une premiére lame biréfringente déphase &, de —n en laissant &, in-
changé
& —EVD =g, gy — EM =€, e

3. Nous utilisons des lettres majuscules |®) ou |¥) pour des vecteurs génériques de H de
la forme (3.12) ou (3.16), afin qu’il n’y ait pas de confusion possible avec un angle, comme
dans |0) ou |a).
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e Le polariseur linéaire projette suivant ng

EW L £2) = <€£1) cosf + 5351) sin 9) Mg

= (Excosf+ Eysinfe ) g

e La seconde lame biréfringente laisse 5;2) inchangé et déphase 5?52) de n
ED gl =g EP — & =EPen
La combinaison des trois opérations se traduit par la transformation E-¢&
de composantes

El =&, co8’ 0+ Eysinfcosfe ' = |N?E, + A\u*E,

e et T (3.19)
&, = Exsinfcoshe + &, sin” 0 = \*'u &, + |p]E,

L’opération (3.13) n’est autre que la projection sur |®) : en effet, si nous
choisissons de représenter les vecteurs |z) et |y) par des vecteurs colonnes

a=(y)  w=(") (3.14)
le projecteur Py

Po = |®)(®] = (M) + ply)) (A" (2] + 1™ (y)
est représenté par la matrice

A2 )\,u*)
Po = N 3.15
® ()\ wlpl? ( )

Au champ incident € (3.7) on peut faire correspondre un vecteur (non uni-
taire) |€) de H de composantes complexes &, et &,

€) = Eul) + Eyly)

A partir de |€) on définit un vecteur unitaire |¥) par |€) = Eo|¥)

) = vlz) + oly) W+ o =1 (3.16)
ou
S
T E T E

Le vecteur unitaire |¥) qui décrit la polarisation de l'onde (3.7) est appelé
vecteur de Jones. D’apreés (3.13) et (3.15) le champ électrique sera a la sortie
du polariseur (A, )

|E") = Po|E) = EgPa|¥) = Ey|D)(®|F) (3.17)
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Nous venons de généraliser & un polariseur (A, 1) ce que nous avions ob-
tenu pour un polariseur linéaire : le polariseur (A, u) projette tout état de
polarisation |¥) sur |®) avec une amplitude égale a (®|¥)

a(V — &) = (D|T) (3.18)
A la sortie du polariseur, 'intensité est réduite par un facteur |a(¥ — ®)|? =
|(®|W)|2. Si I'état de polarisation est décrit par le vecteur unitaire |®) (3.12),
alors la transmission par le polariseur (A, ) se fait & 100 %. Au contraire
I’état de polarisation

[®1) = —p*lz) + A"[y) (3.19)

est complétement arrété par le polariseur (A, ). L’état de polarisation (3.16)
est en général un état de polarisation elliptique. Il est facile de déterminer
les caractéristiques de Dellipse corrrespondante et le sens de parcours (exer-
cice 3.3.1).

Les états | @) et |@ ) forment une base orthonormée de H, obtenue a partir
de la base {|z), |y)} par une transformation unitaire U

(A
o-(38)

En résumé, nous avons montré qu’a un état de polarisation quelconque on peut
faire corrrespondre un vecteur unitaire |®) d’un espace & deux dimensions H.
Les vecteurs |®) et exp(if)|®) représentent le méme état de polarisation. En
toute rigueur, on fait donc correspondre a un état de polarisation un vecteur
4 une phase prés.

3.1.2 Polarisation d’un photon

Nous allons maintenant montrer que le formalisme mathématique utilisé
ci-dessus pour décrire la polarisation d’une onde lumineuse se transpose sans
modification & la description de la polarisation d’un photon. Cependant, cette
identité du formalisme mathématique ne doit pas masquer que l'interpéta-
tion physique subit une modification radicale. Reprenons 'expérience de la
figure 3.2 et diminuons l'intensité lumineuse de telle sorte que les photons
puissent étre enregistrés individuellement par des photomultiplicateurs D, et
D, détectant respectivement les photons polarisés suivant Oz et ceux polari-
sés suivant Oy. On observe alors

e que seul un des deux photomultiplicateurs est déclenché par un photon
incident sur la lame. Comme les neutrons du chapitre 1, les photons
arrivent entiers, ils ne se divisent jamais !

e que la probabilité p, (p,) de déclenchement de D, (D,) par un photon
incident sur la lame est p, = cos®6 (p, = sin? 6).
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On doit nécessairement observer ce résultat si 'on veut retrouver l'optique
classique a la limite ot le nombre N de photons est grand? : en effet, si N, et
N, sont les nombres de photons détectés par D, et D, on doit avoir
. N, . Ny
TN P TN

et Z, x N, = N cos®0, T, < N, = N sin? § & la limite ot N — oo. Cependant
le sort individuel d’'un photon ne peut pas étre prédit : on connait seulement
sa probabilité de détection par D, ou D,. En physique quantique, les probabi-
lités sont associées a des systémes quantiques individuels alors qu’en physique
classique les probabilités sont associées & des ensembles, et le recours aux pro-
babilités est une fagon de prendre en compte la complexité de phénomeénes
que nous ne pouvons pas (ou ne voulons pas) connaitre dans le détail. Par
exemple, dans le jeu de pile ou face, la connaissance parfaite des conditions
initiales du lancer de la piéce, la prise en compte de la résistance de l'air, de
la configuration du sol d’arrivée, etc. permettraient en théorie de prévoir le
résultat. Quelques physiciens(dont de Broglie, Bohm, etc.) ont proposé que le
caractére probabiliste de la mécanique quantique avait une origine analogue :
si nous avions accés & des variables supplémentaires, inconnues pour le mo-
ment, et appelées pour cette raison wvariables cachées, alors nous pourrions
prédire avec certitude le sort individuel de chaque photon. Cette hypothése
de variables cachées est d’'une certaine utilité dans les discussions des fonde-
ments de la physique quantique. Toutefois nous verrons au chapitre 6 que,
moyennant des hypothéses trés plausibles, de telles variables sont exclues par
I'expérience. En résumé, la connaissance de 1’état de polarisation d’un photon
permet de déterminer la probabilité qu’il soit transmis par un analyseur : cette
probabilité est attachée individuellement & chaque photon, mais pour vérifier
cette loi de probabilité, il faut effectuer un grand nombre d’expériences sur
des photons tous dans le méme état. En théorie classique des probabilités,
chaque individu de I’ensemble est dans un état o tous ses paramétres sont
déterminés, méme s’ils nous sont inconnus, mais ce n’est pas le cas en physique
quantique. Nous aurons ’occasion de revenir sur cette question au chapitre 6.

Cependant la seule donnée de probabilités ne fournit qu’une description
trés incompléte de la polarisation d’un photon. Une description compléte re-
quiert I'introduction d’amplitudes de probabilité, et non simplement de proba-
bilités. Les amplitudes de probabilité, notées a (nous soulignons la différence
entre les amplitudes ondulatoires de la sous-section précédente et les ampli-
tudes de probabilité en utilisant une notation différente : a au lieu de @),
sont des nombres complexes, et les probabilités sont données par leur module
carré |a|?. Pour mettre en évidence le caractére incomplet de la seule don-
née des probabilités, reprenons le dispositif de la figure 3.3. Entre les deux

4. Cet énoncé est correct, mais nous passons pour le moment sous silence des problémes
qui seront examinés dans les sections 11.4 et 15.4 : certains effets physiques sont différents,
selon que l'on a affaire & N photons isolés arrivant un par un, & un état cohérent contenant
une moyenne de N photons ou & un état de Fock a N photons.
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lames, un photon suit soit le trajet du rayon extraordinaire polarisé suivant
Oz, étiqueté « trajet = », soit le trajet du rayon ordinaire polarisé suivant
Oy, étiqueté « trajet y ». Dans un raisonnement purement probabiliste, un
photon suivant le trajet = aurait une probabilité cos? § cos? o d’étre transmis
par Ianalyseur, et le photon suivant le trajet y une probabilité sin? 6 sin® «,
ce qui donnerait une probabilité totale

Piot = cos? 0 cos® a + sin? fsin® (3.20)

qu’un photon soit transmis par ’analyseur. Ce n’est pas ce que donne 'ex-
périence, qui confirme le résultat établi précédemment par un raisonnement
ondulatoire

Ptot = cos” (0 —a)

Il faut raisonner en amplitudes de probabilité, comme nous ’avons fait pour
I’amplitude d’une onde : les amplitudes de probabilité sont données par les
mémes régles que les amplitudes ondulatoires, ce qui garantit que les résul-
tats de loptique sont reproduits lorsque le nombre de photons N — oo.
L’amplitude de probabilité pour quun photon linéairement polarisé suivant
la direction fp soit polarisé suivant la direction 7, est donnée par (3.4) :
a(d — «) = cos(f — ) = g - le. On obtient le tableau suivant pour les
amplitudes de probabilité intervenant dans I'expérience de la figure 3.3

a(d — ) = cosd a(r — a) = cosa
a(d — y) = sinf aly — a) =sina

Cet exemple permet d’illustrer les régles qui régissent les combinaisons
d’amplitudes de probabilité. L’amplitude de probabilité a, pour que le photon
incident suivant le trajet x soit transmis par I’analyseur est

a; = a(f — x)a(x — a) = cosf cos «

Cette expression met en évidence la régle de factorisation des amplitudes :
ay est le produit des amplitudes a(f — z) et a(z — «). Cette régle de
factorisation garantit que la régle correspondante pour les probabilités est
bien vérifiée. On a de méme

ay =a(@ — y)a(y — a) =sinfsina

Si la configuration de I'expérience ne permet pas de savoir quel trajet a suivi
le photon, alors on doit ajouter les amplitudes. L’amplitude de probabilité
totale pour que le photon soit transmis par I'analyseur est donc

Qtot, = Ag + ay = cosBcosa +sinfsina = cos(d — ) (3.21)

et la probabilité correspondante cos?(f — ), en accord avec le résultat (3.5)
de T'optique classique. S’il existe une possibilité de distinguer entre les deux
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trajets, alors les interférences sont détruites et il faut ajouter les probabilités
suivant (3.20).

Les régles de combinaison des amplitudes de probabilité étant les mémes
que pour les amplitudes ondulatoires, ces régles seront satisfaites si 'on dé-
crit 'état de polarisation d’un photon par un vecteur unitaire dans un espace
vectoriel a deux dimensions H, appelé espace des états, dans le cas présent
I’espace des états de polarisation. Lorsqu’un photon est polarisé linéairement
suivant Oz (Oy), nous ferons correspondre & son état de polarisation un vec-
teur |x) (Jy)) de cet espace. Un tel état de polarisation est obtenu en faisant
passer le photon a travers un polariseur linéaire orienté suivant Ox (Oy). La
probabilité qu’un photon polarisé suivant Ox soit transmis par un analyseur
orienté suivant Oy est nulle : Pamplitude de probabilité a(z — y) = 0. Inver-
sement, la probabilité qu'un photon polarisé suivant Ox ou Oy soit transmis
par un analyseur dans la méme direction est égale & un

oz = 2)| =laly =yl =1  ale—y)=aly—2)=0

Ces relations sont satisfaites si |x) et |y) forment une base orthonormée de H
et si nous identifions les amplitudes de probabilité aux produits scalaires

a(r —z)=(zlr) =1 aly—y)=ly) =1 aly —z)=(zly) =0 (3.22)

L’état de polarisation linéaire le plus général est un état dont la polarisation
fait un angle 6 avec Ox ; cet état sera représenté par le vecteur

|0) = cos@|z) + sind |y) (3.23)

Les équations (3.22) et (3.23) assurent que les amplitudes de probabilité
écrites précédemment sont correctement données par les produits scalaires,

par exemple
a(f — z) = (x]|0) = cosf

ou en général, si |a) est un état de polarisation linéaire
a(f@ — o) = («]f) = cos(f — «)

L’état de polarisation le plus général sera décrit par un vecteur unitaire,
appelé vecteur d’état

|®) = Alz) + ply) AP+ |l =1

Comme dans le cas ondulatoire, les vecteurs |®) et exp(i3)|®) représentent le
méme état physique : un état physique est représenté par un vecteur a une
phase prés dans 'espace des états. L’amplitude de probabilité pour trouver un
état de polarisation |¥) dans |®) sera donnée par le produit scalaire (®|¥),
et la projection sur un état de polarisation déterminé sera réalisée par le
dispositif décrit & la sous-section précédente. En résumé, nous avons illustré
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sur un exemple concret, celui de la polarisation d’un photon, la construction
de 'espace de Hilbert des états de polarisation.

La polarisation d’'un photon est un exemple de propriété physique quan-
tique. L’interprétation d’une propriété physique quantique différe radicale-
ment de celle d'une propriété physique classique. Nous allons lillustrer en
examinant la polarisation d’un photon. Nous nous limiterons dans un premier
temps au cas le plus simple des états de polarisation linéaire. A 'aide d'un
polariseur linéaire orienté suivant Ox, préparons un ensemble de photons tous
dans un état de polarisation linéaire |z) : les photons arrivent un par un sur le
polariseur, et seuls ceux dont la polarisation est paralléle & Ox sont transmis.
C’est la phase de préparation du systéme quantique, ot I’on ne conserve donc
que les photons ayant traversé le polariseur orienté suivant Ox. La phase sui-
vante, ou phase de test, consiste a tester cette polarisation en faisant passer
le photon dans un analyseur linéaire : si cet analyseur est paralléle & Oz, les
photons sont transmis avec une probabilité un, s’il est paralléle a Oy avec
une probabilité nulle. Dans les deux cas le résultat du test peut étre prédit
avec certitude. La propriété physique « polarisation d’un photon préparé dans
Pétat |x) » prend des valeurs certaines si ’on choisit la base {|z),|y)} pour le
test.

En revanche, si nous utilisons des analyseurs orientés dans la direction 7y,
correspondant a 1'état |0) (3.23), et dans la direction perpendiculaire g,
correspondant a 1’état

|01) = —sinf|z) + cosf |y) (3.24)

i

nous pouvons seulement prédire une probabilité de transmission |{6|z)
cos? @ dans le premier cas et [(f |z)|*> = sin?# dans le second. La propriété
physique « polarisation du photon dans ’état |x) » n’a pas de valeur certaine
dans la base {|6),]0.)}. Autrement dit, la propriété physique polarisation
est attachée a une base déterminée, et les deux bases {|z), |y)} et {|0),]0L)}
sont dites incompatibles (sauf pour § = 0 et § = 7/2). Un cas intéressant
de bases incompatibles est celui des bases complémentaires : dans un espace
de Hilbert de dimension N, deux bases |n) et |a) sont complémentaires si
[{a|n)|? = 1/N, quels que soient |n) et |a). Les bases de polarisation linéaires
{lz), |ly)} et {]0),]0L)} pour § = m/4 sont complémentaires; de méme une
base de polarisation circulaire {|D),|G)} (3.11) est complémentaire de toute
base de polarisation linéaire {|6), |6, )}.

La discussion précédente mérite d’étre précisée sur deux points. Tout
d’abord, il est clair que I’on ne peut pas déterminer la polarisation d’un photon
isolé. Le test de polarisation suppose que 1'on dispose d’un nombre N > 1 de
photons préparés dans des conditions identiques. Supposons que 'on prépare
N photons dans un certain état de polarisation et qu’on les teste en orien-
tant un analyseur linéaire suivant Ox; si on constate — dans la limite des
imperfections du dispositif expérimental — que les photons traversent ’ana-
lyseur avec une probabilité de 100 %, on pourra en déduire que les photons



3. Polarisation : photon et spin 1/2 7

ont été préparés dans 'état |x). L’observation d’un seul photon ne permet
évidemment pas d’arriver & cette conclusion, sauf si on connait par avance la
base dans laquelle il a été préparé. Le second point est que si les photons sont
transmis avec une probabilité cos? f, on ne pourra pas en déduire qu’ils ont
été préparés dans 'état de polarisation linéaire (3.23). En effet on observera
la méme probabilité de transmission si les photons ont été préparés dans I’état
de polarisation elliptique (3.12), avec

A\ =cosfe'® = sinf el

et il faut effectuer une autre série d’expériences avec une orientation différente
de Panalyseur pour mesurer les phases (exercice 3.3.1). Seul un test dont les
résultats ont une probabilité 0 ou 1 permet de déterminer sans ambiguité
I’état de polarisation des photons.

Dans la représentation (3.14) des vecteurs de base de H, les projecteurs
P, et P, sur les états |z) et |y) sont représentés par les matrices

7= (on) 7= (a)

qui commutent : [P, Py] = 0. Les deux opérateurs sont compatibles suivant la
définition du § 2.3.3. Les projecteurs Py et Py, que 'on calcule immédiatement
a partir de (3.15) sont donnés par

73(9:( cos? 6 sin@cos@) ’Pgl=< sin’ 0 —sin90080>

sinfcosf sin?0 —sinf cos 0 cos? 6

Ils commutent entre eux, mais ne commutent ni avec P, ni avec Py, :
P, et Py par exemple sont incompatibles. La commutation (ou la non-
commutation) d’opérateurs traduit mathématiquement la compatibilité (ou
la non-compatibilité) de propriétés physiques.

Un autre choix de base consiste a utiliser les états de polarisation circulaire
droite | D) et gauche |G) (3.11). La base {|D), |G)} est incompatible avec toute
base formée avec des états de polarisation linéaire (et méme complémentaire
de ces bases). Les projecteurs Pp et Pg sur les états de polarisation circulaire

sont . .
1—i 1i
pD:§(i 1) %:5(_11) (3.25)

Avec Pp et Pg on forme 'opérateur hermitique remarquable 3,

i0

Y., =Pp—Pc= ((.) _i> (3.26)

Cet opérateur a pour vecteurs propres les états |D) et |G) dont les valeurs
propres respectives sont +1 et —1

¥.|D) = |D) %:|G) = -|G) (3.27)



78 Physique quantique

Ce résultat suggére d’associer & la propriété physique « polarisation circu-
laire » un opérateur hermitien 3, dont les vecteurs propres sont |D) et |G).
Nous verrons au chapitre 10 que h¥, = J, est I'opérateur représentant la
propriété physique composante suivant Oz du moment angulaire (ou spin) du
photon. Nous verrons également que exp(—i6X,) est Popérateur qui effectue
des rotations d’un angle § autour de 'axe Oz. Un calcul simple (exercice 3.3.3)
donne en effet

. cosf) —sinf
exp(—i0%,) = (Sin9 030 ) (3.28)
et exp(—i03,) transforme bien 'état |z) en I'état |0) et |y) en |0)
exp(—i6%.)|z) = |6) exp(—i0%,)|y) = 10.1) (3.29)

3.1.3 Cryptographie quantique

La cryptographie quantique est une invention récente fondée sur I'incompa-
tibilité de deux bases différentes d’états de polarisation linéaire. La cryptogra-
phie usuelle repose sur une clé de chiffrage connue seulement de 1’expéditeur
et du destinataire. Ce systéme est appelé a clé secréte. Il est en principe trés
str®, mais il faut que 'expéditeur et le destinataire aient le moyen de se trans-
mettre la clé sans que celle-ci soit interceptée par un espion. Or la clé doit
étre changée fréquemment, car une suite de messages codés avec la méme clé
est susceptible de révéler des régularités permettant le déchiffrage du message
par une tierce personne. Le processus de transmission d’une clé secréte est
un processus a risque, et c¢’est pour cette raison que ’on préfére maintenant
les systémes fondés sur un principe différent, dits systémes a clé publique, ot
la clé est diffusée publiquement, par exemple sur Internet. Un systéme a clé
publique courant® est fondé sur la difficulté de décomposer un nombre trés
grand N en facteurs premiers, alors que 'opération inverse est immédiate :
sans calculette on obtiendra en quelques secondes 137 x 53 = 7261, mais étant
donné 7261, cela prendra un certain temps pour le décomposer en facteurs pre-
miers. Avec les meilleurs algorithmes actuels, le temps de calcul sur ordinateur
nécessaire pour décomposer un nombre N en facteurs premiers croit avec N
comme ~ exp[1.9(In N)/3(Inln N)?/3]. Le record actuel est de 176 chiffres,
et il faut plusieurs mois & une grappe de PC pour arriver au résultat. Dans
le systeme de chiffrage a clé publique, le destinataire, appelé conventionnel-
lement Bob, diffuse publiquement & I'expéditeur, appelé conventionnellement
Alice, un nombre trés grand N = pq produit de deux nombres premiers p
et ¢. Ce nombre suffit & Alice pour chiffrer le message, mais il faut disposer
des nombres p et ¢ pour le déchiffrer. Bien str un espion (appelé par conven-
tion Eve) disposant d’un ordinateur suffisamment puissant finira par casser le

5. Un chiffrage absolument stir a été découvert par Vernam en 1917. Cependant la sécurité
absolue suppose que la clé soit aussi longue que le message et ne soit utilisée qu’une seule
fois !

6. Appelé chiffrage RSA, découvert par Rivest, Shamir et Adleman en 1977.
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code, mais on peut en général se contenter de conserver secret le contenu du
message pendant un temps limité. Cependant, on ne peut pas exclure que 'on
dispose un jour d’algorithmes trés performants pour décomposer un nombre
en facteurs premiers, et de plus, si des ordinateurs quantiques (§ 6.5.2) voient
le jour, les limites de la factorisation seront repoussées trés loin. Heureusement
la mécanique quantique vient & point nommé pour contrecarrer les efforts des
espions !

« Cryptographie quantique » est une expression médiatique, mais quelque
peu trompeuse : en effet, il ne s’agit pas de chiffrer un message a ’aide de la
physique quantique, mais d’utiliser celle-ci pour s’assurer que la transmission
de la clé n’a pas été espionnée. Une expression plus correcte est « distribution
quantique de clé » (QKD, Quantum Key Distribution). La transmission d’un
message, chiffré ou non, peut se faire en utilisant les deux états de polarisa-
tion linéaire orthogonaux d’un photon, par exemple |z) et |y). On peut décider
d’attribuer par convention la valeur 1 & la polarisation |z) et la valeur 0 a la
polarisation |y) : chaque photon transporte donc un bit d’information. Tout
message, chiffré ou non, peut étre écrit en langage binaire, comme une suite
de 0 et de 1, et le message 1001110 sera codé par Alice grace a la séquence
de photons xyyxxzry, qu’elle expédiera & Bob par exemple par une fibre op-
tique. A I’aide d’une lame biréfringente, Bob sépare les photons de polarisation
verticale et horizontale comme dans la figure 3.2, et deux détecteurs placés
derriére la lame lui permettent de décider si le photon était polarisé horizon-
talement ou verticalement : il peut donc reconstituer le message. S’il s’agissait
d’un message ordinaire, il y aurait bien str des facons bien plus simples et
efficaces de le transmettre ! Remarquons simplement que si Eve s’installe sur
la fibre en connaissant la base utilisée par Alice, détecte les photons et ren-
voie a Bob des photons de polarisation identique & ceux expédiés par Alice,
Bob ne peut pas savoir que la ligne a été espionnée. Il en serait de méme
pour tout dispositif fonctionnant de fagon classique (c’est-a-dire sans utiliser
le principe de superposition) : si I'espion prend suffisamment de précautions,
il est indétectable.

C’est ici que la mécanique quantique et le principe de superposition
viennent au secours d’Alice et de Bob, en leur permettant de s’assurer que
leur message n’a pas été intercepté. Ce message n’a pas besoin d’étre long
(le systéme de transmission par la polarisation est trés peu performant). Il
s’agira en général de transmettre une clé permettant de chiffrer un message
ultérieur, clé qui pourra étre remplacée & la demande. En effectuant un choix
de base aléatoire, Alice envoie vers Bob quatre types de photon : polarisés
suivant Oz : | et Oy : < comme précédemment, et polarisés suivant des
axes inclinés & £45° Oz’ : N et Oy’ : /', correspondant respectivement aux
valeurs 1 et 0 des bits. De méme Bob analyse les photons envoyés par Alice
a l'aide de bases pouvant prendre deux directions, verticale/horizontale, et
+45°, & nouveaux choisies de fagon aléatoire. Une possibilité serait d’utiliser
un cristal biréfringent orienté aléatoirement soit verticalement, soit & 45° de
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laser Alice (a) (b) Bob

Atténuateur Détecteur

Fia. 3.4 — Schéma du protocole BB84. Un faisceau laser est atténué de fagon a
envoyer des photons individuels. Une lame biréfringente sélectionne la polarisation,
que 'on peut faire tourner & l'aide des cellules de Pockels P. Les photons sont soit
polarisés vertical /horizontal (a), soit & £45° (b).

la verticale et de détecter les photons sortant de ce cristal comme dans la
figure 3.3. Cependant, au lieu de faire tourner 'ensemble cristal-+détecteurs,
on utilise plutét une cellule de Pockels, qui permet de transformer une polari-
sation donnée en une polarisation orientée de fagon arbitraire et de maintenir
fixe 'ensemble cristal+détecteur (figure 3.4). La figure 3.5 donne un exemple
d’échanges entre Alice et Bob : Bob enregistre 1 si le photon est polarisé | ou
N, 0 8’il est polarisé < ou *. Aprés enregistrement d’un nombre suffisant de
photons, Bob annonce publiquement la suite des bases qu’il a utilisées, mais
non ses résultats. Alice compare sa séquence de bases a celle de Bob et lui
donne toujours publiquement la liste des bases compatibles avec les siennes.
Les bits qui correspondent & des analyseurs et des polariseurs incompatibles
sont rejetés (—), et, pour les bits restants, Alice et Bob sont certains que leurs
valeurs sont les mémes : ce sont les bits qui serviront a composer la clé, et
ils sont connus seulement de Bob et Alice, car I'extérieur ne connait que la
liste des orientations, pas les résultats! Le protocole décrit ci-dessus est appelé
BB84, du nom de ses inventeurs Bennett et Brassard en 1984.

polariseurs 'Alice |} ||/ | | [/ 1/ 1™\ T ™\
séquences de bits 1| ol o 1ol ol 1] 1|1
analyseurs de Bob «-t» pd .2. + X .3. <_1_. hd
mesures de Bob 1| 1o 1| olol1] 1]1
bits retenus 1| - =] 1] o] o|-1]1]1

F1a. 3.5 — Cryptographie quantique : transmission de photons polarisés entre Bob
et Alice.
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Il reste & s’assurer que le message n’a pas été intercepté et que la clé qu’il
contenait peut étre utilisée sans risque. Alice et Bob choisissent au hasard un
sous-ensemble de leur clé et le comparent publiquement. La conséquence de
I'interception de photons par Eve serait une réduction de la corrélation entre
les valeurs de leurs bits : supposons par exemple qu’Alice envoie un photon
polarisé suivant Oz. Si Eve I'intercepte avec un analyseur orienté suivant Oz,
et que le photon est transmis par son analyseur, elle ne sait pas que ce photon
était initialement polarisé suivant Ox; elle renvoie donc & Bob un photon
polarisé dans la direction Oz’, et dans 50 % des cas Bob ne va pas trouver le
bon résultat. Comme Eve a une chance sur deux d’orienter son analyseur dans
la bonne direction, Alice et Bob vont enregistrer une différence dans 25 % des
cas et en conclure que le message a été intercepté. En résumé, la sécurité du
protocole dépend du fait qu’Eve ne peut pas déterminer I’état de polarisation
d’un photon si elle ne sait pas par avance dans quelle base il a été préparé.

La discussion précédente est bien str simplifiée : elle ne tient pas compte
des possibilités d’erreurs qu’il faut corriger par un code correcteur d’erreurs
classique, auquel se rajoute une procédure appelée amplification des données
privées (privacy amplification), au cas o Eve aurait deviné correctement cer-
tains bits. D’autre part il faudrait utiliser des photons uniques, et non des
paquets d’états cohérents qui sont moins stirs, mais que ’on doit choisir pour
des raisons pratiques’. Le taux d’erreur sur les bits quantiques (QBER, Quan-
tum Bit Error Rate) est simplement la probabilité que Bob mesure une valeur
erronée de la polarisation, alors qu’il connait la base utilisée par Alice. On
peut montrer que ce QBER doit étre inférieur a 11 % si Alice et Bob veulent
disposer d’une clé fiable. Plusieurs prototypes ont été réalisés récemment pour
des transmissions sur plusieurs kilométres dans Iair. Lorsque 1’on utilise des
fibres optiques, il est difficile de contréler la polarisation sur de longues dis-
tances, et les bits sont codés dans la phase des photons. Dans ce cas on peut
transmettre la clé sur une centaine de kilométres avec des taux d’une centaine
de kbits.s ™!, et deux versions du dipositif sont aujourd’hui disponibles sur le
marché.

3.2 Spin 1/2
3.2.1 Moment angulaire et moment magnétique
en physique classique

Notre second exemple de systéme quantique élémentaire sera celui du
spin 1/2. En 'absence d’une limite ondulatoire classique comme dans le cas

7. Une impulsion laser atténuée utilisée en cryptographie quantique contient typiquement
0.1 photon en moyenne. On peut alors montrer qu'une impulsion non vide a une probabilité
de 5 % de contenir deux photons (voir (11.34)), un fait qui peut étre exploité par Eve. Dans
le cas de transmission de photons uniques, le théoréme de non-clonage quantique (§ 6.5.1)
garantit qu’il est impossible a Eve de tromper Bob, méme s’il lui est possible de faire moins
de 50 % d’erreurs en utilisant une technique d’interception plus sophistiquée.
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F1a. 3.6 — Facteur gyromagnétique.

du photon, la partie classique sera beaucoup plus sommaire que celle de la
section précédente. Considérons une particule de masse m et de charge ¢ dé-
crivant une orbite fermée dans un champ de forces central (figure 3.6), 7(t)
et p(t) désignant la position et l'impulsion de cette particule. Soit dA Tlaire
orientée balayée par le rayon vecteur en un temps dt, qui vérifie

dA_ 1 1
- 7 -
dt 2m P 2m J
ou 7 est le moment angulaire. Rappelons que pour un mouvement dans un
champ de forces central, ce moment angulaire est un vecteur fixé, perpendi-
culaire au plan de l'orbite. En intégrant sur une période on relie I'aire totale
orientée de l'orbite A & Jet a la période T
- T
A=—7
2m]
Le courant induit par la charge est I = ¢/T car la charge g passe 1/T fois
par seconde devant un point donné, et le moment magnétique j induit par ce
courant vaut

e 4 L
A=1A=5-7=1] (3.30)

Le facteur gyromagnétique v défini par (3.30) vaut ¢/(2m). Le mouvement des
électrons dans les atomes entraine l'existence d’un magnétisme atomique et
le mouvement des protons dans les noyaux atomiques celle d’un magnétisme
nucléaire. Cependant le mouvement des charges ne peut expliquer quantitati-
vement ni le magnétisme atomique, ni le magnétisme nucléaire. Il faut tenir
compte d’'un magnétisme intrinséque aux particules. L’expérience montre que
les particules élémentaires — de spin non nul — portent un moment magné-
tique associé & un moment angulaire intrinséque, appelé spin de la particule,
que nous noterons §. On peut essayer de se représenter de fagon intuitive ce
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moment angulaire comme provenant d’une rotation de la particule sur elle-
méme. Cette image intuitive peut étre utile, mais il ne faut pas la prendre
trés au sérieux : prise a la lettre, elle conduit a des contradictions insurmon-
tables, et seule la mécanique quantique permet une description correcte du
spin. L’expérience montre que ’électron, le proton et le neutron ont un spin
%h. On omet souvent le facteur A, et on dit simplement que I’électron, le pro-
ton et le neutron sont des particules de spin 1/2. Le facteur gyromagnétique
associé au spin est différent de (3.30). Il vaut par exemple pour 1’électron® et
le proton

électron : v, =2 23; proton : 7, = 5.59 %
e P
ol (ge,qp = —¢e) et (me,mp) sont les charges et les masses de 1’électron et

du proton; le facteur 2 pour I’électron est justifié au § 8.4.2. Mieux, bien
que de charge nulle, le neutron posséde un moment magnétique! Son facteur
gyromagnétique est donné par

= —3.83 Ip_
2m,,

Le magnétisme des atomes est di & la combinaison du mouvement des élec-
trons (magnétisme orbital) et du magnétisme associé au spin des électrons.
Le magnétisme des noyaux atomiques est dii au mouvement des protons et au
magnétisme associé aux spins des neutrons et des protons. L’équation (3.30)
montre que le facteur gyromagnétique est inversement proportionnel & la
masse : le magnétisme d’origine nucléaire est plus faible que le magnétisme
d’origine électronique par un facteur ~ m./m, ~ 1/1000. Malgré ce facteur
défavorable, le magnétisme nucléaire joue un roéle pratique considérable en
étant a la base de la résonance magnétique nucléaire (RMN : section 5.2) et
de ses dérivés comme l'imagerie par résonance magnétique (IRM).

Examinons en physique classique le mouvement d’un moment magnétique
[ dans un champ magnétique constant B. Ce moment magnétique est soumis
a un couple r'= JT B , et 'équation du mouvement est

ds =

_ B -
- L exB=-L pxs (3.31)

v
2m 2m
Cette équation implique que § et [ tournent autour de B avec une vitesse
angulaire constante w = —qB/(2m), appelée fréquence de Larmor. Il est com-
mode de donner une valeur algébrique & w : la rotation se fait dans le sens
trigonométrique pour ¢ < 0 (w > 0). Le mouvement de rotation est appelé
précession de Larmor (figure 3.7).

8. A des corrections prés de lordre de 0.1 % : ces corrections sont calculables grace a
I’électrodynamique quantique.
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F1G. 3.7 — Précession de Larmor : le spin § précesse autour de B avec une fréquence
angulaire w.

3.2.2 Expérience de Stern-Gerlach et filtres
de Stern-Gerlach

L’expérience réalisée par Stern et Gerlach en 1921 est schématisée sur
la figure 3.8. Un jet d’atomes d’argent sort d’un four et est collimaté par
deux fentes, avant de passer dans ’entrefer d’'un aimant ou régne un champ
magnétique dirigé suivant? Oz. Le champ magnétique est inhomogéne : B,
est une fonction de z. L’atome d’argent porte un moment magnétique qui est
en fait le moment magnétique de son électron de valence. Du point de vue des
forces magnétiques, tout se passe comme si un électron traversait ’entrefer de
I’aimant. Cependant on doit utiliser dans la dynamique la masse de ’atome et
non celle de I’électron et noter I'absence de force de Lorentz, I’atome d’argent
étant électriquement neutre. L’énergie potentielle U d’un moment magnétique

dans B est U = — - B, et la force correspondante
. - 0B,
F=-VU F, = pu, 3.32
Hag (3.32)

En réalité B ne peut pas étre strictement paralléle & Oz : si B = (0,0, B),
0B/0z # 0 est incompatible avec I'équation de Maxwell V-B = 0. Une
justification complete de (3.32) se trouve dans lexercice 9.6.12, ou ’on montre
que la force effective sur l’atome est bien donnée par (3.32). Lorsque le champ
magnétique est nul, les atomes arrivent au voisinage d’un point de I’écran et
forment une tache de dimension finie en raison de la dispersion des vitesses,
car la collimation n’est pas parfaite. L’orientation des moments magnétiques

9. Le lecteur prendra garde au fait que l'orientation des axes est différente de celle de la
section précédente : la direction de propagation est maintenant Oy. Ce nouveau choix est
dicté par le souhait de respecter les conventions usuelles.
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IR
four

fentes collimatrices aimant

Tz
4

F1a. 3.8 — Expérience de Stern-Gerlach.

a la sortie du four est a priori aléatoire, et en présence du champ magnétique,
on s’attendrait & un élargissement de la tache : les atomes dont le moment
magnétique i est antiparalléle & Oz subissent une déviation maximale vers
le haut pour (0B,/0z) < 0, ceux dont [ est parallele & Oz une déviation
maximale vers le bas, toutes les déviations intermédiaires étant possibles.
En fait on observe expérimentalement deux taches symétriques par rapport
au point d’arrivée en ’absence de champ magnétique. Tout se passe comme
si u, et donc s,, ne pouvait prendre que deux valeurs, et deux seulement,
dont on constate!® qu’elles correspondent & s, = +h/2 : s, est quantifié.
On remarquera que comme le facteur gyromagnétique est négatif (v < 0), la
déviation vers le haut (resp. bas) correspond & s, > 0 (resp. < 0). L’appareil
de Stern-Gerlach agit comme la lame biréfringente de la figure 3.2 : a la sortie
de l’appareil, I’électron suit une trajectoire!! oil son spin est orienté soit vers le
haut : s, = +h/2, soit vers le bas : s, = —h/2. L’analogie avec la polarisation
des photons nous suggére de prendre comme espace des états de spin 1/2 un
espace vectoriel & deux dimensions, ce qui s’avérera étre le bon choix. Une
base possible de cet espace est formée des deux vecteurs |+) et |—), décrivant
les états physiques obtenus en sélectionnant les atomes déviés vers le haut ou
vers le bas par I'appareil de Stern-Gerlach, et correspondant respectivement
aux valeurs +7/2 et —h/2 de s,. Les états |[+) et |—) sont souvent appelés
« spin up » et « spin down ». Ces états de spin sont ’analogue de deux états
de polarisation orthogonale |®) et |® ) dans le cas des photons!?.

Le dispositif schématisé sur la figure 3.9 permet de recombiner les atomes
déviés vers le haut ou vers le bas sur une trajectoire unique, de méme que

10. La connaissance de B, /dz et de v permet en principe de remonter a la valeur de
s a partir de la déviation : exercice 9.6.12.

11. On peut montrer (exercice 9.6.12) que les trajectoires peuvent étre traitées classi-
quement.

12. Toutefois il ne faut pas pousser trop loin cette analogie; comme nous le verrons au
chapitre 10, le photon a un spin A, et non %/2. Un spin % a normalement trois états de
polarisation possibles. Il y en a seulement deux dans le cas du photon parce que le photon
a une masse nulle.
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F1G. 3.9 — Filtre de Stern-Gerlach.

la combinaison de deux lames biréfringentes de la figure 3.3 permettait de
recombiner les trajectoires des photons polarisés suivant Ox et suivant Oy.
Ce dispositif, que nous appellerons « filtre de Stern-Gerlach » n’a pas été
réalisé expérimentalement par Stern et Gerlach. Il a été imaginé 40 ans plus
tard par Wigner pour les besoins d’une discussion théorique. Si l’on place deux
filtres de Stern-Gerlach & la suite I'un de I'autre avec la méme orientation de
B en bloquant par exemple les deux voies du bas (figure 3.10a), on constate
que 100 % des atomes qui passent le premier filtre sont aussi transmis par le
second, de méme qu'un photon sélectionné par un polariseur orienté suivant
Oz est transmis avec une probabilité de 100 % par un analyseur de méme
orientation. Si au contraire la voie du bas est bloquée sur le premier filtre et
la voie du haut sur le second (figure 3.10b), alors aucun atome n’est transmis,
de méme qu’aucun photon n’est transmis si I’analyseur et le polariseur sont
croisés. Comme dans la section précédente, on rend compte de ces résultats
en écrivant les amplitudes de probabilité a(+ — +) et a(+ — —) comme des
produits scalaires de vecteurs de base'®

a+—=+)=H+) =1 a(—-—=-)=(—-|-)=1 a(+—-)=(-]+)=0

(3.33)
Si I'on représente les vecteurs |+) et |—) sous la forme de vecteurs colonnes

H=(,)  F=(}) (3:34)

le vecteur d’état (unitaire) le plus général |x) € H s’écrira

) = )+ ul-) o |x>=(2) A2+l =1  (3.35)

13. En toute rigueur on sait seulement que |a(+ — +)| = |a(— — —)| = 1, mais un choix
de phase convenable permet toujours de se ramener a (3.33).
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F1G. 3.10 — Filtres de Stern-Gerlach en série. En (b), aucun atome n’arrive sur
I’écran E.

Avec les vecteurs |+) et |—) on peut construire un opérateur hermitien S, tel
que ces vecteurs soient vecteurs propres de S, avec les valeurs propres /2

5. =g - ) = ga(Pe - )=3n (s %) G30)

ot P, et P_ sont les projecteurs sur les états |+) et |=). A la propriété
physique S, composante suivant z du spin, on associe un opérateur hermitien
S, agissant dans l'espace des états H. Les vecteurs |4) et |—) sont aussi appelés
états propres de S, et forment la base ou S, est diagonal : dans cette base
S, est représenté par la matrice diagonale (3.36). La propriété physique :
composante suivant z du spin, a une valeur bien déterminée +%/2 ou —h/2 si
le vecteur d’état |x) est égal a |+) ou |—).

3.2.3 Etats de spin d’orientation arbitraire

Poursuivons I'analogie avec la polarisation d’un photon en faisant tourner
la direction du champ magnétique du filtre de Stern-Gerlach et en I'alignant
dans la direction n : seule la composante B; = B-#a du champ magnétique
est non nulle. Avec cette nouvelle orientation, le filtre de Stern-Gerlach va fa-
briquer des états que nous noterons |+, 7) et |—,7), obtenus en sélectionnant
les atomes déviés respectivement dans le sens de n et dans la direction oppo-
séel. Par analogie avec le cas des photons, nous dirons que le spin 1/2 est
polarisé dans la direction +n ou —n. Nous procédons comme pour 1'étude de
la polarisation d’un photon, en utilisant un premier filtre de Stern-Gerlach,
jouant le role de polariseur, dont le champ magnétique orienté suivant Oz
sélectionne les spins dans 1’état |+). Le deuxiéme filtre a son champ magné-
tique orienté dans la direction 7 et joue le role d’analyseur. Il permet de
mesurer expérimentalement les probabilités p(+ — [+,7]) = |[(+,7]+)|? et
p(+ — [—,7]) = |(—,A|+)|?; comme dans la section précédente, nous sup-
posons que ces probabilités sont données par le module carré de produits

14. Ceci suppose que l'on sache changer la direction de propagation des électrons pour
la rendre orthogonale a n. Comme nous discutons une « expérience théorique », nous ne
nous attarderons pas sur les moyens qui pourrraient étre utilisés pour ce faire.
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scalaires. De méme que les états'® |[+) et |—), les états |+, 7) et |—, 7) sont or-
thogonaux : (+,7|—,n) = 0. Si le polariseur et analyseur sont orientés dans
la méme direction, un état préparé par le polariseur est transmis a 100 % par
I’analyseur, et & 0 % si leurs orientations sont opposées!® : le résultat du test de
la polarisation est certain. Si les directions ne sont pas les mémes, on observe
seulement une certaine probabilité de transmission. De méme que les bases
d’états de polarisation d’un photon {|z),|y)} et {|#),]0.)} étaient incompa-
tibles (§ 3.1.2), les bases {|+), |—)} et {|+.,n), |—, 72)} sont incompatibles pour
les états de spin 1/2.

Nous allons maintenant utiliser I'invariance par rotation pour déterminer
les probabilités de transmission : la physique de ce probléme ne doit pas
dépendre de l'orientation du systéme d’axes. La premiére conséquence de cette
invariance est que la direction Oz n’a aucune raison d’étre privilégiée, et qu’il
doit exister un opérateur hermitien S; = S . 7, projection du spin sur ’axe
N, ayant des valeurs propres i/2 et —fi/2 et la forme (3.36) dans une base
{|+,7),|—,7)} qui reste & déterminer. L’opérateur S; s’écrira en fonction de
ses valeurs propres et de ses vecteurs propres

Sa = %h(|+,ﬁ><+,m — \—,ﬁ><—,m) (3.37)

Introduisons la notion de valeur moyenne de la composante suivant 7 du spin,
que nous noterons (S;). Comme la déviation dans la direction +# correspond
a une valeur s; = +//2 lorsque le spin est dans un état |x) arbitraire, cette
valeur moyenne, notée (Sy), sera donnée par

(53) = 5 A(p(x = [+,7]) — p(x — [-7])
= S ({xFH A A — (= 2 Al
= {xlg A1) Al = =) (=, )
= (xISalx) (3.38)

La matrice représentative de Sy dans la base (3.34) ou S, est diagonal est
a priort donnée par la matrice hermitienne 2 x 2 la plus générale de valeurs
propres +£/2
1 ab 1
Sﬁ—§h<b* c)—§hA (3.39)
oll a et ¢ sont des nombres réels. L’équation aux valeurs propres Ay de la
matrice A s’écrit

M —(a+c)\+ac—|b]* =0

15. Les notations |+) et |—) sont donc des notations abrégées pour |+, 2) et |—, 2).
16. Et non orthogonales comme dans le cas des photons!
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On doit avoir Ay +A_ =0 et AL A_ = —1, soit
at+c=0 ac—|pP=—-1=d>+p*=1
Paramétrons a et b a l'aide de deux angles o et 0 : a = cosf3 et b =
exp(—ia)sin 8. Nous obtenons pour Sy,
1 cosff e *sing
Sn = 2 h <eio‘ sin3 —cosf ) (3.40)

dont les vecteurs propres sont & un facteur de phase prés (¢f. (2.35))

. e 1/2 cos 3/2 . —e~1/2gin /2
I+ 1) = ( el*/2sin 3/2 ) =7 = ( el*/2 cos 3/2 ) (3.41)

3.2.4 Rotation d’un spin 1/2

Il nous reste a trouver une interprétation géométrique aux angles « et 3.
Nous allons faire I'hypothése que la valeur moyenne (5‘ ), dont les composantes
sont ({Sz), (Sy), (S:)), se transforme par rotation comme un vecteur de Pes-
pace a trois dimensions, c’est-a-dire comme 'objet classique s correspondant.
Reprenons l'expérience type polariseur/analyseur. Dans un premier temps, le
champ magnétique du polariseur est orienté suivant Oz, et de méme pour
I’analyseur. Nous savons que dans ce cas 100 % des spins traversent ’ana-
lyseur. Si le champ de l'analyseur est orienté antiparallélement & Oz, alors
aucun spin ne le traverse. Nous pouvons exprimer ce résultat sous la forme
suivante : a la sortie du polariseur, la valeur moyenne de S, (S.) est égale a
h/2. Orientons maintenant le champ magnétique de l'analyseur suivant Ox :
on constate expérimentalement que les spins ont alors une chance sur deux
d’étre déviés vers les x positifs et une chance sur deux d’étre déviés vers les
2 négatifs, ce qui correspond a une valeur moyenne nulle de S, : (S,) = 0.
Ce résultat ne doit pas surprendre. Un premier argument fait appel a un rai-
sonnement classique : un spin classique paralléle & Oz n’est pas dévié par un
gradient de champ suivant Oz. Un deuxiéme argument plus général fait appel
a l'invariance par rotation'” : dans notre probléme, les variables de spin sont
découplées des variables spatiales liées & la propagation de l'atome et, pour
les rotations du spin, le probléme est invariant par rotation autour de Oz :
en Pabsence de direction privilégiée dans le plan zOy, (S;) = (Sy) = 0. Le

-,

vecteur (S) a donc pour composantes (0,0, 74/2).

Supposons maintenant que I'expérimentateur décide d’utiliser un systéme
d’axes 2’0z’ obtenu a partir de xOz par une rotation d’angle —6 autour de
Oy (figure 3.11a). Si <§ ) est un vecteur, ses composantes dans le nouveau sys-
téme d’axes seront fi/2(sin 6, 0, cos ). On obtient une situation physique équi-
valente!'® en conservant le systéme d’axes original et en orientant le gradient

17. On peut aussi invoquer 'invariance par parité sans faire appel au découplage des
variables de spin et des variables spatiales : voir exercice 9.6.12.

18. Nous verrons au § 8.1.1 que ceci consiste a passer du point de vue passif au point de
vue actif pour une opération de symétrie.
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z , Z
. A 7
(5) .
9 (S)
\ 0/
Z

(a) (b)

F1G. 3.11 — (a) (S) dans deux systémes d’axes. (b) Rotation de (S).

du champ magnétique du polariseur suivant une direction faisant un angle 6
avec Oz (figure 3.11b). Le polariseur prépare alors les spins dans un état que
nous noterons |+, 7). On a donc pour les valeurs moyennes

(Sz) = (+, 7] S|+, M9) = Z sinf  (S.) = (+,70|S:|+, 1) = g cos
(3.42)
En général on pourra orienter le champ magnétique B du polariseur suivant
une direction quelconque 7 : le polariseur prépare les spins dans 1'état |+, 7).
Soit 6 et ¢ les angles polaire et azimutal définissant la direction de 7 (fi-
gure 3.12). La généralisation immeédiate de 'argument précédent montre que

les valeurs moyennes de S sont alors

(Sz) = (+,7|S: |+, 1) = g sinf cos p = g”f
h h

(Sy) = <+,TAL‘Sy‘+,7A”L> = 3 sinfsin ¢ = iny (3.43)
h h

<Sz> = <+,ﬁ‘52‘+7’ﬁ,> = 5 COS9 — §nz

ou bien, en notation vectorielle

[Ny

(S) = (+,0|S|+,7) = -7 (3.44)
Nous avons détaillé le raisonnement menant a (3.44), mais nous aurions pu
arriver directement au résultat en remarquant que le seul vecteur a notre

disposition est 71, et (S) est nécessairement paralléle a 7. Calculons maintenant
les valeurs moyennes compte tenu de (3.41)

(S.) = g (cos® 3/2 —sin® 3/2) = g cos f3
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o

>

F1G. 3.12 — Orientation de 7.

On doit donc avoir § = +6. Choisissons la solution § = 6 et calculons les
matrices représentatives de S, et .S, dans la base (3.34) ; comme § = 5 = 7/2
dans les deux cas, (3.40) devient

1 0 e ios 1 0 e low
Sm—§h(eia$ 0 ) Sy_§h(eiay 0 )

Ceci donne pour les valeurs moyennes
(Sz) = % hisin 6 cos(a — ay) (Sy) = % hisin 6 cos(a — )
On obtient par identification avec (3.43)
cos(a — ) = cos ¢ cos(a — o) = sin¢ (3.45)
La solution de (3.45) n’est pas unique'® ; nous choisirons par convention
a, =0 ay =17/2

Avec ce choix oo = ¢ et les opérateurs Sy, Sy et S, dans la base (3.34) prennent

la forme 1 L L
Sw = 5 hO'a; Sy = 5 hO'y Sz = 5 hO’Z (346)

Les matrices o,, 0y et 0, sont appelées matrices de Pauli

(1) e (M) ()] e

19. Les autres solutions correspondent & un systéme d’axes obtenu par rotation autour de
Oz des axes Oz et Oy ou & un systéme d’axes obtenu par inversion de Oy : cf. exercice 3.3.4.
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Ces matrices vérifient des relations importantes souvent utilisées

02 = 03 =ol=1 0,0y =10, et permutations (3.48)
que 'on peut rassembler en
0i0j = 045 + iz €ijkOk (3.49)
k

ou les indices (i, 7, k) prennent les valeurs (z,y, z) et ;55 est le tenseur com-
plétement antisymétrique, égal a +1 si (ijk) est une permutation paire de
(ryz), & —1 dans le cas d’une permutation impaire et a zéro dans tous les
autres cas?. Une forme équivalente de (3.49) est la suivante : si @ et b sont
deux vecteurs

(G-@)(G-b)=a-b+id- (@ xb) (3.50)

ou l'on a utilisé pour le produit vectoriel
(Ei X g)l = Z&ijkajbk (3.51)

ik

L’équation (3.49) implique aussi les relations de commutation?!
o4, 05] = 2i Z5ijk0'k (3.52)
&

ou, de fagon équivalente pour les composantes du spin

[Si, Sj] =1ih Z&ijksk (3.53)
k

Les matrices de Pauli forment avec la matrice identité I une base pour ’espace
vectoriel des matrices sur H. En effet toute matrice 2 x 2 peut s’écrire

A=\l + Z Ao (354)

ot les coefficients \g et \; sont réels pour une matrice hermitique A = A'; ils
sont donnés par (exercice 3.3.5)

1 1
)\0 = 5 Tr A )\i = 5 Tr AO’i (355)

Le fait que les matrices de Pauli forment une base pour les matrices sur tout
espace de Hilbert & deux dimensions entraine que ces matrices sont souvent

20. Par exemple €y2p = 1, eyzz = —1 et €222 = 0.
21. En écrivant les indices explicitement : [az,ay] = 2io0, et deux autres relations obte-
nues par permutation circulaire des indices (z,v, 2).
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utilisées pour des problémes ol I'espace des états est & deux dimensions, méme
si le probléme physique n’a rien a voir avec un spin 1/2. Elles sont par exemple
trés utiles pour traiter un modéle standard de la physique atomique, I’atome
dit « & deux niveaux » (voir section 5.4 et § 15.5.1).

Les vecteurs propres |+, 7) et |—,7) de Sp = 5 hG -7 se déduisent de (3.41)
avec f=0et a=¢p

R e~i9/2 cos /2 ~ —e—i¢/2 sin6/2
+i) = ( el®/2sin /2 ) = = < el®/2 cos /2 ) (3:56)

Les états |+,n) et |—,n) sont les transformés des états |+) et |—) par une
rotation qui améne 'axe Oz sur I’axe n : un choix possible, cohérent avec celui
qui sera fait ultérieurement au chapitre 10, consiste a effectuer une premiére
rotation de 6 autour de Oy, suivie d’une rotation de ¢ autour de Oz. On peut
écrire (3.56) sous la forme

+4) = DY (0, ¢+ + DU (6, 6) ) -
|- 2) = D20, 6)[+) + DY (6, 0)|-) '

Cette équation définit une matrice?? D(1/2)(9, ¢), appelée matrice de rotation
pour le spin 1/2

“19/2 cos0/2 —e71%/2 sin /2
172 (e cos e sin
D1/ (9, ¢) = ( 69/ 6in0/2  %/2 cos )2 ) (3.58)

Cette matrice est unitaire, car elle effectue un changement de base dans H, et
de plus on vérifie qu’elle est de déterminant 1, et c’est donc une matrice ap-
partenant au groupe SU(2) : cf. exercice 8.5.2. Il est intéressant de considérer
les rotations de 2w, qui raménent le systéme physique & sa position initiale.
On remarque que par exemple DY/2(§ = 27, = 0) = —I. Dans une rotation
de 27 autour de Oy, le vecteur d’état |x) — —|x)! Mais il n’y a la aucun
paradoxe : les vecteurs |x) et —|x) représentent le méme état physique, et,
comme il se doit, une rotation de 27 ne modifie pas 1’état physique. Ce com-
portement du spin 1/2 est & contraster avec celui des photons : d’apres (3.28),
exp(—2irX,) = +I, et le vecteur d’état est inchangé dans une rotation de
27. Nous observons 14 une différence remarquable entre spins entiers et spins
demi-entiers, sur laquelle nous reviendrons au chapitre 10.

Nous allons mettre la matrice de rotation D(1/2) (6, $) sous une forme qui
nous sera trés utile pour la suite. Appelons R;(6) la rotation dans R d’angle
0 autour d’un vecteur unitaire p. Nous allons montrer que 'opérateur unitaire
de rotation U[R;(6)] pour un spin 1/2, est donné par

URp(8)] = exp (—ig E~]§> =1 cosg —i(é-p) sing (3.59)

22. On remarque que cette matrice s’écrit en fonction de 6/2, et non de 6 comme dans
le cas d’un photon (3.28) : le photon a un spin 1 et non 1/2!
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Pour établir la seconde identité, on remarque que (& - )% = 1 d’aprés (3.50),
et en développant 'exponentielle

P T e U N e U RO N e A NP
AP\ TP )= 2 7P o 3\ 2 ) 7P

On reconnait en facteur de I le développement de cosf/2 et en facteur de
—id - p celui de sin#/2, ce qui montre la seconde égalité dans (3.59). Pour
vérifier que l'opérateur U[R;(0)] est bien 'opérateur qui effectue une rotation
de 0 autour de ’axe p, prenons p = (— sin ¢, cos ¢, 0) : une rotation de  autour
de cet axe améne 'axe Oz sur 7. Avec ce choix de p, nous écrivons sous forme

matricielle
0\ cosf/2 —e ¥ sinf/2
P <_1§ 7 -p) N (ei¢ sinf/2  cosf/2 (3.60)

Cette matrice ne semble pas coincider avec la matrice (3.58), mais la diffé-
rence est absorbée dans des facteurs de phase qui ne sont pas physiquement
pertinents. On peut aisément vérifier que

UIRs(0)]|+) = e'*/?|+, ) UIR3(0)]|—) = e /2| —, i)
ou remarquer que
U[R(0)] = DY/2(0,¢) e/ = DU/2(0, $)U[R:(—¢)]

et qu’'une rotation de ¢ autour de Oz laisse invariant 'axe Oz : dans cette
opération, les vecteurs |+) et |—) sont multipliés par un facteur de phase. Il
est commode de visualiser géométriquement un état de spin |y) en se donnant
un vecteur unitaire, le vecteur de Bloch g, dont on trouvera la généralisation
au § 6.2.3, qui définit un point sur la sphére de rayon unité, la sphére de
Poincaré-Bloch

b= (7) = (x|g]x)
Ce vecteur est représenté dans la figure 3.13 dans les cas suivants

IX) = |£) X) =+ %) X) = +7)
La forme (3.56) des vecteurs propres de S; permet de calculer les ampli-
tudes de probabilité
a(+ = [+,7]) = (+,7l+) = cos/2¢/?
a4+ — [—,7]) = (=, n|l4+) = —sin/2e!¢/?

et les probabilités correspondantes
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z A
A
|0
\ |+,i72)

y

[+, )

Fic. 3.13 — Représentation géométrique d’un état de spin |y). Le vecteur de Bloch
b = (&) est représenté par une fleche épaisse.

Nous avons obtenu ’essentiel des propriétés du spin 1/2, et ceci & partir
des trois seules hypothéses, dont les deux premiéres découlent de 'invariance
par rotation.

e La valeur moyenne (S) se transforme comme un vecteur dans une rota-
tion.

e Les valeurs propres de S -7 sont indépendantes de 7.
e [’espace des états est de dimension deux.

Certaines de ces propriétés comme les relations de commutation (3.53) ou
I’existence de matrices de rotation vont se transposer & un moment angulaire
J quelconque (chapitre 10). Toutefois d’autres propriétés sont spécifiques au
spin 1/2 : par exemple c’est seulement dans ce cas que tout état de H peut
s’écrire comme un vecteur propre de J-n=2S-n.

3.2.5 Dynamique et évolution temporelle

Reprenons le probléme du spin plongé dans un champ magnétique uni-
forme et constant é, que nous supposerons orienté suivant I’axe des z. Notre
étude classique du § 3.2.1 avait mis en évidence le phénoméne de la précession
de Larmor. En physique classique, ’énergie est un nombre

U:—ﬁ-§:—7§-§:—’yszB:wsz (3.61)
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ol w = —yB est la fréquence de Larmor. En physique quantique, I’énergie de-
vient un opérateur hermitien, que I’on appelle le hamiltonien, noté H, agissant
dans l'espace des états. Comme cet espace est de dimension deux, le hamilto-
nien sera représenté par une matrice 2x2. Nous admettrons®® qu’en mécanique
quantique le hamiltonien conserve formellement I’expression (3.61), & condi-
tion de remplacer la quantité classique s, par lopérateur S, la projection
suivant Oz de lopérateur de spin S

w 10
H—wSz—Eh(0_1> (3.62)

La deuxiéme forme de H donne sa représentation matricielle dans une base
ou S, est diagonal. Les valeurs propres de H sont +hw/2 et —fuw /2. Ce sont
les deux valeurs possibles de I’énergie et les vecteurs propres correspondants
sont bien stir ceux de S, : |+) et |—). Le schéma des niveaux d’énergie est
donné dans la figure 3.14 pour w > 0, et les deux niveaux sont appelés niveauz
Zeeman d’un spin 1/2 dans un champ B.

hw

N[=

\ E, =

E_=-1hw
F1G. 3.14 — Spectre du hamiltonien (3.62).

Supposons qu’au temps t = 0 le spin se trouve dans I’état propre |+, 7).
On peut alors se poser la question suivante : quel sera I'état de spin & un
temps t ultérieur ? Pour répondre & cette question, nous avons besoin d’un
postulat supplémentaire. Ce postulat, qui sera explicité avec plus de détails
au chapitre suivant, stipule que le vecteur d’état |x(¢)) au temps ¢ se déduit
du vecteur d’état au temps ¢t = 0, |x(t = 0)), par

) = exo (=) (o) (3.63)

Cette loi d’évolution est particuliérement simple pour les vecteurs propres de
H, appelés états stationnaires

Hoew (59 e (51

23. En dernier ressort, I’expression du hamiltonien trouve sa justification dans son accord
avec l’expérience.
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Si [¢) est un état arbitraire, la probabilité de trouver un état stationnaire
dans |¢) est indépendante du temps : par exemple

fexe (<50 ) [0 = ltwi
Supposons le spin orienté au temps ¢ = 0 dans la direction n
Ix(0)) = cos /2 exp(—ip/2)|4+) + sin0/2 exp(ip/2)|—)
ceci donnera au temps t

Ix(t)) = cos0/2exp[—i(¢ + wt)/2]|+) + sinf/2expli(¢ + wt)/2]|—) (3.64)

Si au temps ¢ = 0 le spin est orienté suivant la direction n définie par les angles
Oeto: <§> = % hii, au temps t le spin sera orienté dans la direction (6, p+wt) :
le sens de rotation est le sens trigonométrique pour ¢ < 0 et coincide bien str
avec celui du spin classique. La valeur moyenne du spin précesse autour de B
avec la fréquence de Larmor.

La loi d’évolution (3.64) va nous permettre d’introduire une relation entre
la dispersion AE sur I’énergie et le temps caractéristique d’évolution d’un
systéme quantique, qui sera donnée sous la forme générale de [’inégalité de
Heisenberg temporelle au § 4.2.4. Récrivons (3.64) en utilisant les notations
¢+ et c_ pour les composantes de |x(0)) dans la base {|+), |—)}

cy = cosf/2exp(—ip/2) c_ =sinf/2exp(ip/2)
et définissons les fréquences w4

B

w4 h:+ w w,:—:—§w

DO | =
>t

ce qui donne pour |x(t))
IX(t)) = ey exp(—iwit)[+) + ¢ exp(—iw_t)|-)

Calculons la probabilité de trouver le vecteur d’état |x(t)) dans un état [¢)
arbitraire

(DI = lesPI@IH) 1 + e[ (el =)

. (3.65)
+ 2Re e expli(ws — wo )+ (I-)]

Les deux premiers termes de (3.65) sont indépendants du temps et le troisiéme
oscille avec une fréquence

E.—E_ _AE

YrTem Ty h
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AFE est la dispersion sur I’énergie : I’énergie du systéme n’a pas une valeur bien
définie car le systéme passe d’un niveau & I’autre avec un temps caractéristique
At ~ h/AE, ce que 'on traduit par une relation entre dispersion sur I’énergie
et temps caractéristique d’évolution

AE At~h (3.66)

Cette relation, que nous démontrerons sous la forme d’une inégalité par une
méthode plus générale au § 4.2.4, est un exemple d’inégalité de Heisenberg
temporelle.

3.3 Exercices

3.3.1 Polarisation elliptique et détermination
de la polarisation

1. La polarisation d’une onde lumineuse est décrite par deux parameétres complexes
A = cosfe% p=sinf el

vérifiant |A\|2 + |u|? = 1. De fagon plus explicite, le champ électrique est

E.(t) = Egcoscos(wt — dz) = EgRe (cos Bei‘sﬂ”e_i“t)

Ey(t) = Eosinfcos(wt — 8,) = EoRe (sin 0 oidy efiwt)

Déterminer les axes de I’ellipse parcourue par l'extrémité du champ électrique et le sens de
parcours.

2. On fait passer cette onde lumineuse & travers un Polaroid dont I’axe est paralléle & Ox.
Montrer que la mesure de l'intensité a la sortie du Polaroid permet de déterminer 6.

3. On oriente maintenant le Polaroid suivant une direction faisant un angle de 7/4 avec
Oz. Quelle est la réduction d’intensité a la sortie du Polaroid 7 Montrer que cette seconde

mesure permet de déterminer la différence de phase § = 6, — dz.

4. Vérifier que l'état [P, ) (3.19) orthogonal & |P)
1) = —p"[x) + A"y)

est arrété par le polariseur linéaire du polariseur (\, u).

5. Vérifier que les propriétés physiques du polariseur (A, u) sont inchangées si I’on utilise la
paramétrisation générale avec A et p complexes

A = cos e = sin ey

avec 17 = 1y — Nz. Retrouver I’expression de Pg.
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3.3.2 Une stratégie optimale pour Eve

Supposons qu’Eve analyse la polarisation du photon envoyé par Alice & 1’aide d’un
analyseur orienté |. Si Alice oriente son polariseur [, la probabilité pour Eve de trouver
un photon [, que l'on associera au résultat +1 d’une mesure, est de 100 %, mais elle est
seulement de 50 % quand Alice utilise un polariseur ~\.. Sa probabilité de mesurer +1 quand
Alice envoie aléatoirement | ou \ est donc

IEUENAANE
P=572\2) 71

Supposons que Eve oriente son analyseur suivant une direction faisant un angle ¢ avec
Ox. Montrer que la probabilité p(¢) pour Eve de mesurer +1 quand Alice envoie +1 est
maintenant

1
p(p) = 1 (2 4 cos 2¢ + sin 2¢)
Montrer que pour un choix optimal ¢ = ¢o = 7/4

p(0) =~ 0.854
une valeur plus élevée que précédemment. Pouvait-on prévoir sans calcul que la valeur
optimale était ¢ = ¢pg = /87

2. Supposons qu’au lieu d’utiliser une base | + 7/4), Alice et Bob utilisent une base
{16,101 )}. Monter que la probabilité d’erreur d’Eve est maintenant

1
p:isin2(29) 0<9<§

C’est Dutilisation d’une base complémentaire de la base {|z),|y)} qui maximise le taux
d’erreur d’Eve.

3.3.3 Polarisation circulaire et opérateur de rotation
pour les photons

1. Justifier les expressions suivantes pour les états |D) et |G) représentant des photons
polarisés respectivement a droite et a gauche

1

V2

ou |x) et |y) sont les vecteurs d’état de photons polarisés linéairement suivant Oz et Oy.
Suggestion : quel est le champ électrique d’une onde lumineuse polarisée circulairement ?
Ecrire la forme matricielle des projecteurs Pp et Pg sur les états |D) et |G) dans la base

{l); lv)}-

2. On définit les états |0) et |0, ) (3.11) représentant des photons polarisés linéairement
suivant les directions faisant un angle 0 avec respectivement Ox et Oy ainsi que

1 .
= 52 —ilv))

|D) = 73

(l=) +ily)) IG)

D) = —%uw +il6.)) IG') =

1

ﬂ(\9> —i61))

Comment |D’) et G’) sont-ils reliés & |D) et |G)? Ces vecteurs d’état représentent-ils des
états physiques différents de |D) et |G), et sinon pourquoi ?
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3. On construit 'opérateur hermitien
¥ =Pp —Pqg

Quelle est Paction de X sur les vecteurs |D) et |G) ? En déduire I'action de exp(—if%) sur
ces vecteurs.

4. Ecrire la matrice représentative de ¥ dans la base {|z), |y)}. Montrer que %2 = I et
retrouver exp(—ifX). En comparant avec la question 2, donner I'interprétation physique de
Popérateur exp(—i0%).

3.3.4 Autres solutions de (3.45)

Dans D'espace des états de spin 1/2, la matrice unitaire D(1/2)(6,) transforme I’état
|[4+) en I’état |+, n) o le vecteur unitaire 72 est donné par 7 = (sin 6 cos v, sin 0 sin 1), cos ).
Si la rotation s’effectue autour de 'axe des z, alors 6 = 0 dans (3.58) et

DO/ (6= 0,4) = U = (e*iw/2 0 )

0 e/
Discuter I’action de U sur les états |+) et |—).

2. L’opérateur U peut-étre considéré comme un changement de base, ot un opérateur A se
transforme suivant (2.18) en
A— A =UTAU

Quels sont les opérateurs transformés de oz, oy et 0, 7

3. Les conditions (3.45) ont pour solution soit (1) o —ay = ¢ soit (2) a —az = —¢. Montrer
que, dans le cas (1), o, et oy sont donnés par

0 elow 0 —ielow
Tw = e ioe 0 Ty = je iove 0

et que, par rapport a la solution standard (3.47), cette solution corrrespond a une simple
rotation des axes autour de Oz.

4. Montrer que si 'on choisit @ — a; = —¢ la solution standard est

o (01 oo (0
7\10 YT\ -0

Quelle est 'interprétation de ce résultat ?

3.3.5 Décomposition d’une matrice 2 X 2

1. On introduit la notation :
o =1 G, =04, 1=1,2,3

Montrer que si une matrice 2 x 2 A vérifie Tr (6;A) =0Vi=0,...,3, alors A = 0.

2. Soit la matrice 2 x 2
3 3

A=l +Y Xoi =) Nidi

=1 =0
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Montrer que
1

En déduire qu’une matrice 2 X 2 quelconque peut toujours s’écrire

A quelle condition doivent obéir les coefficients \; lorsque A est hermitien, A = AT ?

3.3.6 Exponentielles de matrices de Pauli

1. Montrer que toute matrice 2 X 2 unitaire et de déterminant unité U peut se mettre sous
la forme (3.59). Suggestion : montrer que U est de la forme

a b
—b* a*

et écrire a = ay + iaz, b = by + iba. Montrer que a1 = cos6/2.

2. Trouver deux matrices 2 X 2 A et B telles que

et el =e(AtB) avec [A,B]#0

3.3.7 Tenseur &y

1. Montrer 'identité
Z €ijkElmk = 0i10jm — OimJj1
k
En déduire
ax (bxée)=(a-&)b—(a-b)c

Que vaut

E €ijkEljk’
ik

R
2. On peut écrire la composante i du rotationnel d’un vecteur A comme

(V x A); = Z €05 Ay

%)
avec 9; = 0/0xj. Montrer & partir de I’identité de la question 1 que

-

VXVxA=V(V-4)-V24

3.3.8 Rotation de 27 d’un spin 1/2

On reprend l’interféromeétre a neutrons de ’exercice 1.6.6, le plan ABDC' étant horizon-
tal. Un déphasage variable ¢ est obtenu en faisant passer les neutrons du faisceau I dans un
champ magnétique uniforme et constant B sur une longueur [, le champ magnétique étant
perpendiculaire plan de la figure 3.15. Les neutrons sont supposés polarisés parallélement
au plan de la figure 3.15. Déterminer ’angle de la rotation subie par le spin du neutron a la
sortie du champ magnétique en fonction de I, de la vitesse v (connue) du neutron et de son
facteur gyromagnétique v,. Montrer que les taux de comptage par les détecteurs D1 et D2
dépendent sinusoidalement de B. Montrer que l'on peut déduire de ces oscillations que le
vecteur d’état de spin est multiplié par —1 dans une rotation de 27 (Werner et al. [1975]).
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@m

Dy

W 0
Dy

Fia. 3.15 — Mise en évidence expérimentale de la rotation de 27 d’un spin 1/2.

3.3.9 Diffusion de neutrons par un cristal : noyaux
de spin 1/2

On reprend ’expérience décrite dans ’exercice 1.6.6 de diffraction de neutrons par un
cristal en supposant que les noyaux atomiques ont un spin 1/2 (exemples : H!, C13 F19
etc.). On se limitera dans un premier temps (questions 1 et 2) au cas ou les neutrons ont un
spin up (1) et les noyaux un spin down (]) : les neutrons et les noyaux sont polarisés. Dans
ces conditions il y a deux amplitudes de diffusion possibles car on peut montrer (§ 13.2.4)
que la composante z du spin total est conservée dans la diffusion neutron-noyau. Ces deux
amplitudes sont

e Une amplitude f, ot la diffusion se fait sans changement de I’état de spin

neutron T + noyau | — neutron | 4+ noyau |

e Une amplitude f; ou la diffusion s’effectue avec renversement du spin (spin flip)

neutron T + noyau | — neutron | + noyau T

1. Montrer que dans le premier cas on retrouve les résultats de la diffusion sans spin.

2. Montrer que dans le second cas la diffraction disparait et que la probabilité de diffusion
est indépendante de ¢.

3. En général les noyaux atomiques ne sont pas polarisés, c’est-a-dire qu’ils ont une chance
sur deux d’avoir spin up et une chance sur deux d’avoir spin down. On doit prendre en
considération une troisiéme amplitude f. correspondant a la diffusion

neutron | 4 noyau T — neutron | 4 noyau T

Suivant la méthode utilisée dans ’exercice 1.6.6, introduisons un nombre «a; qui prend la
valeur O si le noyau ¢ a un spin up et la valeur 1 si ce noyau a un spin down. L’ensemble
des {a;} caractérise une configuration des spins dans le cristal. Montrer que ’amplitude de
diffusion d’un neutron par le cristal dans la configuration {a;} est

Z (aifa+ (1 —ai)fe)eTTi + Z o frelT T

k3



3. Polarisation : photon et spin 1/2 103

Que vaudrait I'intensité si la configuration {«;} était fixée ? On prendra garde a additionner
les probabilités pour des états finaux différents. On doit enfin prendre la moyenne sur les
différentes configurations du cristal, le spin de chaque noyau étant supposé indépendant des
autres spins. Si (e) désigne la moyenne sur les configurations, montrer que

1
(aiag) = 7+ 0

En déduire que la probabilité de diffusion est proportionnelle a

1 (i N
I= 1 (fa + fC)QiZj ST ) 4 T [(fa = fe)? +2£3)
ot N est le nombre de noyaux. En réalité les trois amplitudes fq, f, et fo ne sont pas
indépendantes : on montre dans ’exercice 13.5.5 que

—fa:%(at"‘aS) _fb:%(at_‘%) —fe=at

ol a+ et as sont les longueurs de diffusion dans les états triplet et singulet.

4. Que se passe-t-il si, comme c’est le cas courant en pratique, les neutrons ne sont pas
polarisés 7

3.4 Bibliographie

La polarisation de la lumiére et sa propagation dans les milieux anisotropes sont expli-
quées en détail dans May et Cazabat [1996], chapitres 19 et 20 ou Hecht [1987], chapitre 8.
Comme complément a la discussion de la polarisation des photons, on pourra consulter
Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 4 ou Baym [1969], chapitre 1. Un article de revue
récent sur la cryptographie quantique, avec de nombreuses références aux travaux antérieurs,
est celui de Gisin et al. [2002] ; une version grand public de la cryptographie quantique se
trouve dans Bennett et al. [1992]. L’expérience de Stern-Gerlach est discutée par Feynman
et al. [1965], volume III, chapitre 5, par Cohen-Tannoudji et al. [1973], chapitre IV, ou par
Peres [1993], chapitre 1.
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Chapitre 4

Postulats de la physique quantique

OUS ALLONS ENONCER DANS CE CHAPITRE les postulats de base de la
Nphysique quantique, en généralisant les résultats établis au chapitre pré-
cédent dans deux cas particuliers : la polarisation du photon et le spin 1/2.
Au lieu d’étre de dimension deux, l'espace des états sera a priori de dimension
quelconque N, voire de dimension infinie. Les postulats tels qu’ils sont énoncés
dans ce chapitre fixent le cadre conceptuel général de la mécanique quantique,
et ne donnent pas directement les outils nécessaires pour résoudre des pro-
blémes spécifiques. La résolution d’un probléme de physique concret suppose
toujours une phase de modélisation, ou 1’on simplifie le systéme a étudier, ou
I'on définit un cadre d’approximations, etc., et cette phase de modélisation
s’appuie inévitablement sur des considérations plus ou moins heuristiques qui
ne peuvent pas se déduire du cadre général de la physique quantique'. Le
§ 3.2.5 donne un exemple d’une telle démarche heuristique, conduisant a la
solution d’un probléme concret, celui du mouvement d’un spin 1/2 dans un
champ magnétique.

Il est possible d’utiliser d’autres ensembles de postulats : par exemple une
autre approche de la mécanique quantique consiste a énoncer des postulats sur
les intégrales de chemin (chapitre 12). Comme c’est souvent le cas, une méme
théorie physique peut revétir plusieurs habillages mathématiques différents.
Enfin il faut souligner que les postulats de la physique quantique soulévent
des problémes épistémologiques difficiles, qui sont encore largement débattus
aujourd’hui ; un exemple de ces problémes sera évoqué a la section 6.4.

1. Cette démarche n’est pas fondamentalement différente de celle utilisée en physique
classique. Par exemple les trois lois de Newton fixent le cadre conceptuel de la mécanique
classique, mais la solution d’un probléme concret requiert toujours une phase de modélisa-
tion : simplification du probléme posé, approximations pour les forces, etc.
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4.1 Vecteurs d’état et propriétés physiques

4.1.1 Principe de superposition

Nous avons appris au chapitre 3 a caractériser I'état de polarisation d’un
photon ou celui d’un spin 1/2 par un vecteur appartenant a un espace de
Hilbert complexe, I'espace des états. Le postulat I généralise les notions de
vecteur d’état et d’espace des états a tout systéme quantique.

Postulat I : espace des états

Les propriétés d’un systéme quantique sont entiérement définies par la donnée
de son wecteur d’état |p), qui fixe la représentation mathématique de I'état
physique du systéme?. Le vecteur d’état est un élément d'un espace de Hilbert
complexe H appelé espace des états. Il sera commode de choisir |¢) unitaire,
c’est-a-dire de norme un : [|¢||? = (¢|p) = 1.

Le fait qu'un état physique soit représenté par un vecteur implique sous
certaines conditions le principe de superposition, caractéristique de la linéarité
de la théorie : si @) et |x) sont des vecteurs de H représentant des états
physiques, alors le vecteur unitaire de ‘H

) = Alp) + plx)

= )+ bl 4.1)

ou A et p sont des nombres complexes représente aussi un état physique.

Au chapitre précédent, nous avons défini les amplitudes de probabilité
comme produits scalaires de vecteurs appartenant a ’espace des états. Par
exemple, si |¢) représente I’état de polarisation linéaire suivant Ox d’un pho-
ton : |¢) = |z), et |#) un état de polarisation linéaire suivant ng (3.3) :
Ix) = |0), Vamplitude de probabilité a(z — 6) = (0|z) = cosf. Nous avons
également montré que le module carré de cette amplitude posséde une inter-
prétation physique remarquable : si l'on teste la polarisation en faisant passer
le photon |z) & travers un analyseur linéaire d’orientation 7y, on obtient une
probabilité de transmission

p(z — 0) = |a(z — )] = [(0]z)|* = cos® 0

qui est la probabilité pour le photon dans I'état |x) de passer le test |0). Nous
allons généraliser les notions d’amplitude de probabilité et de test en énongant
le postulat II.

2. Le point de vue de lauteur est que le vecteur d’état décrit un systéme quantique
individuel. Ce point de vue est loin d’étre universellement partagé et le lecteur trouvera
aisément d’autres interprétations, par exemple « le vecteur d’état décrit I'information dispo-
nible sur un systéme quantique », ou « le vecteur d’état n’est pas la propriété d’un systéme
physique individuel, mais un protocole pour préparer un ensemble de tels états » ou encore
« la mécanique quantique est un ensemble de régles permettant de calculer la probabilité
d’un résultat expérimental ». Cette diversité de points de vue n’a pas de conséquences sur
I'utilisation pratique de la mécanique quantique.
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Postulat II : amplitudes de probabilité et probabilités

Si |¢) est le vecteur représentant I’état du systéme et si |x) représente un autre
état physique, il existe une amplitude de probabilité a(p — x) de trouver |p)
dans Uétat |x), qui est donnée par un produit scalaire sur H : a(p — x) =
(x|®). La probabilité p(¢ — x) pour l'état |p) de passer le test |x) s’obtient
en prenant le module carré |(x|¢)|? de cette amplitude?

ple — x) = lale — x)I* = [(x|e)? (4.2)

Ajoutons quelques remarques pour compléter ’énoncé des deux premiers pos-
tulats.

e Sauf mention explicite du contraire, nous supposons les vecteurs d’état
de norme unité. Si ce n’est pas le cas, il faut prendre garde & diviser par
les normes. Par exemple 1’équation (4.2) devient

|l ?
Pl = X) =5
X2l

e Les vecteurs |) et |¢') = exp(if)|p) représentent le méme état phy-
sique. En effet on sait seulement mesurer des probabilités, et

[(xlo)? =[xl P Y Ix) eH

Il n’est donc pas possible de distinguer entre |p) et |¢'), qui différent par
un facteur de phase. En toute rigueur, un état physique est représenté
par un rayon, ou vecteur a un facteur de phase pres, de l'espace de
Hilbert. L’ensemble des rayons forme un espace de Hilbert projectif :
dans le cas du spin 1/2, cet espace peut étre identifié a la sphere de
Poincaré-Bloch. En revanche la superposition A|p) + p]x) représente un
état physique différent de A|¢’) + u|x)! Décider entre les phases qui
sont physiquement pertinentes et celles qui ne le sont pas peut étre un
exercice délicat, comme le montre la phase de Berry (section 12.6).

e Nous nous limitons aux systémes physiques qui sont appelés cas purs,
ceux ou 'information sur ’état physique est maximale. Dans le cas d’une
information incompléte, on doit avoir recours au formalisme de 'opéra-
teur statistique, qui sera exposé dans la section 6.2.

e Nous avons bien pris soin de préciser « systéme quantique », et non
« particule » (quantique), qui en est un cas particulier. En effet, nous

3. Afin que lordre des facteurs corresponde a celui du produit scalaire, il est parfois
commode de noter les amplitudes de probabilité a(x < ¢) et les probabilités p(x < ¢). On
peut aussi observer qu’a défaut d’étre intuitive, 1’équation (4.2) est au moins cohérente :
la probabilité de trouver I’état en lui-méme est un et d’aprés 'inégalité de Schwarz, 0 <

[(xle)? < 1.
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verrons au chapitre 6 que pour un systéme de deux ou plusieurs parti-
cules, il est en général impossible d’attribuer un vecteur d’état individuel
a chacune des particules, et c¢’est seulement & I’ensemble des particules,
c’est-a-dire a ’ensemble du systéme quantique, que 'on peut attribuer
un vecteur d’état. Ce point sera développé et illustré dans la section 6.3.

e Il existe des restrictions au principe de superposition, appelées « régles
de supersélection »*, que nous n’aurons pas a prendre en compte dans
ce livre.

4.1.2 Propriétés physiques et mesure

Au chapitre 3 nous avons montré qu’a la propriété physique « composante
du spin suivant un axe n » on pouvait faire correspondre un opérateur hermi-
tien S-7 agissant dans I’espace des états. Le postulat I1I généralise ce résultat
a toute propriété physique.

Postulat III : propriétés physiques et opérateurs

A toute propriété physique A (énergie, position, impulsion, moment
angulaire. . .) est associé un opérateur hermitien A agissant dans 'espace des
états H : A fixe la représentation mathématique de A.

Afin de simplifier dans un premier temps la discussion qui va suivre, exami-
nons le cas d’une propriété physique A représentée par un opérateur hermitien
A dont les valeurs propres a,, sont non dégénérées : Aln) = a,|n). On peut
alors écrire la décomposition spectrale

A=Y In)annl

Si le sytéme quantique est dans un état |@) = |n), la valeur de I'opérateur
A dans cet état est a,, : la propriété physique A prend la valeur numérique
exacte a,. Si |¢) n’est pas état (ou vecteur) propre de A, on sait d’aprés IT que
la probabilité p,, = p(a,,) de trouver |¢) dans |n), et donc de mesurer la valeur
a, de A, est p,, = [(n|p)|?. Pour déterminer si le systéme quantique est dans
létat [n), n = 1,..., N, on peut imaginer une généralisation de I'expérience
de Stern-Gerlach avec N voies de sortie au lieu des deux voies |+) et |—) et un
détecteur associé a chaque voie. Effectuons une série de tests sur des systémes

4. 1l est généralement admis que I’on ne peut pas superposer un état de spin 1/2 |X>1/2 et
un état de spin 1 [¢)1 : cette impossibilité est un exemple de régle de supersélection. Comme
nous I’avons vu au chapitre 3 (et cette observation sera généralisée au chapitre 10), le vecteur
d’état d’une particule de spin 1/2 est multiplié par —1 dans une rotation de 27, tandis que
celui d’une particule de spin 1 est multiplié par +1. Dans une rotation de 27 qui raméne le
systéme a sa situation initiale, si le vecteur d’état est de la forme [¢) = @)1 + plx)1/2, ce
vecteur d’état est transformé dans une rotation de 2m en |[¢') = Ap)1 — plx)1/2 # [¢). Le
fait que [x)1/2 soit transformé en —[x);,2 ne pose aucun probléme, car les deux vecteurs
ne différent que par un facteur de phase. Un autre exemple est la régle de supersélection
sur la masse, dans le cas de I'invariance galiléenne. Pour un point de vue critique sur les
régles de supersélection, voir Weinberg [1995], chapitre 2.
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quantiques qui se trouvent tous dans I’état |p). On dit que ces sytémes ont été
préparés dans [’état |p) : nous avons déja rencontré la notion de préparation
d’un systéme quantique dans le cas de la polarisation des photons, et nous y
reviendrons ultérieurement. Si le nombre de tests N est trés grand, on peut
en déduire expérimentalement la valeur moyenne de la propriété physique A
dans létat @), notée (A),

1 N
(A)p = lim > A, (4.3)
p=1

ot A, est le résultat de la mesure n°p. A, varie d’un test & 'autre, mais est
toujours égal & 'une des valeurs propres a,,. Cette valeur moyenne est donnée
en fonction de A et |p) par

(A)p = puan =Y _(plnan(nle) = (¢l Alp)

n

Nous avons déja rencontré un cas particulier de cette relation dans (3.38). Il
n’est pas difficile de généraliser au cas des valeurs propres dégénérées. Si le
systéme est dans un état |¢) quelconque, nous pouvons décomposer |p) sur la
base des vecteurs propres de A en utilisant la relation de fermeture (2.30)

) =D Insrn,rle) = curln,r)

Pour trouver la probabilité p(a,) d’observer la valeur propre a,,, il faut main-
tenant sommer sur l'indice r a n fixé toutes les probabilités de trouver |p)
dans I'un quelconque des états |n,r)

plan) =Y lewr® =Y (eln,r){n,rlp)

” T

= (¢|Pulp) (4.4)

ou P, est le projecteur sur le sous-espace de la valeur propre a,, (cf. (2.29))
Pn = Z [n, 7y (n, 7| (4.5)

Comme ci-dessus, la répétition d’un grand nombre de mesures sur des sys-
témes quantiques préparés dans des conditions identiques permet d’obtenir la
valeur moyenne (A), de A dans I'état |p)

<A>LP = Zanp(an) = Z<§0|nvr> Qp <n»r|90>

n,r

soit en utilisant (2.31)

[(4)s = (elAl¢) ] (4.6)
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ce qui généralise le résultat précédent. Les opérateurs représentant des pro-
priétés physiques sont souvent appelés « observables » dans la littérature. Nous
éviterons cette terminologie qui n’a pas de véritable intérét®.

L’opérateur hermitien le plus simple est le projecteur sur un vecteur de H,
et faire passer un test |x) & un systéme quantique est équivalent & mesurer le
projecteur P, = |x)(x| : Py prend la valeur un si le sytéme passe le test |x)
et zéro s’il échoue. Compte tenu de la décomposition spectrale d'un opérateur
hermitien comme somme de projecteurs, on voit que les notions de test et
de mesure d’une propriété physique sont étroitement liées. On mettra plutodt
l’accent sur l’aspect « mesure » si I’on est intéressé par la valeur propre® de
A, et plutot sur 'aspect « test » si 'on est intéressé par la probabilité de
trouver le systéme dans un état propre de A. Illustrons-le sur 'expérience
de Stern-Gerlach du § 3.2.2. Dans 'interpétation « mesure du spin », ’appa-
reil de Stern-Gerlach mesure la composante z du spin en déviant les atomes
d’argent vers le haut ou vers le bas, et la détection de ’atome sur un écran a
la sortie de l'appareil permet de distinguer entre les valeurs +54/2 et —fi/2 de
la propriété physique S, composante du spin suivant I’axe Oz. On peut, de
fagon équivalente, dire que l'on fait passer aux atomes les tests |[+) et |—). La
probabilité de déviation vers le haut (resp. bas) est [(+|p)]? (resp. [(—|p)[?).

Cependant les mesures, ou les tests, décrits au § 3.2.2 présentent un in-
convénient : la mesure n’est achevée que lorsque les atomes sont absorbés sur
I’écran et ils ne sont plus disponibles pour des expériences ultérieures. Dans
une mesure idéale (ou test idéal), on suppose que le systéme physique n’est
pas détruit par la mesure”, et de plus que, si avant la mesure de A le vecteur
d’état était |¢) = " cn|n), le systéme aprés une mesure donnant le résultat
a, doit étre dans P'état |p,). On pourrait imaginer une mesure idéale® (tout
a fait théorique!) du spin grace a un filtre de Stern-Gerlach modifié s’inspi-
rant du dispositif décrit au § 1.4.4. Prenant comme base de départ le filtre de
la figure 3.9, on illumine 'atome entrant dans le filtre par un faisceau laser
convenablement accordé qui induit une transition dans un niveau excité de
I’atome. Lorsqu’elles ont leur séparation maximale & l'intérieur du filtre, les
deux trajectoires passent dans deux cavités résonantes distinctes ou ’atome

5. Cette terminologie remonte a l’article fondateur de Heisenberg, dont est extraite la
citation suivante :« Cet article a pour objet d’établir que la théorie quantique est fondée
exclusivement sur des relations entre quantités qui sont en principe observables ». Se res-
treindre & une telle approche est une vision étroite de la physique, que Heisenberg lui-méme
n’a pas respectée dans sa pratique!

6. On peut donner une formulation « mesure » au test de polarisation d’un photon, par
exemple dans la base {|z),|y)}, en introduisant la propriété physique A; représentée par

l'opérateur
Az = |z) (x| — |y)yl

qui prend la valeur +1 si le photon est polarisé suivant Oz et —1 s’il est polarisé suivant
Oy.

7. Si 'on peut répéter plusieurs fois une méme mesure idéale, on a alors une « mesure
quantique sans démolition » ou mesure QND (Quantum Non Demolition). Voir par exemple
Caves et al. [1980] ou Braginsky et al. [1980].

8. Une autre expérience théorique a été proposée par Scully et al. [1989].
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F1a. 4.1 — Mesure idéale du spin.

revient dans son état fondamental en émettant un photon avec une probabi-
lité voisine de 100 % (figure 4.1). Ce photon est détecté dans 'une des deux
cavités, et il est ainsi possible d’étiqueter la trajectoire a I'intérieur du filtre,
sans perturber en quoi que ce soit I'état de spin. Cette mesure entraine une
profonde modification dans la description de I'état de spin. Si par exemple
Pétat du spin a l'entrée du filtre est 1’état propre |+, %) de S,., en 'absence
de mesure, les deux trajectoires conservent la propriété de cohérence. Elles
peuvent étre recombinées a la sortie du filtre pour reconstruire 1’état |+, &) :
le filtre contient une superposition cohérente d’états propres de S, |[+) et |—),
avec une amplitude 1/ V2

L
V2

|+v‘%> =

() +1-))

Au contraire, lorsqu’une mesure est effectuée, le spin est projeté sur 'un des
états |[+) ou |—) avec une probabilité de 50 %, et il est impossible de revenir
en arriére et de reconstruire I’état |+, 2). Si Pon n’observe pas le résultat de
la mesure, on peut interpréter celle-ci comme transformant la superposition
cohérente |+, Z) en un ensemble statistique classique de 50 % de spins up et
50 % de spins down.

Si la mesure de S, a donné le résultat +//2 et si on répéte cette mesure,
on constate que le résultat est toujours +7/2 : immédiatement aprés une
mesure de S, qui a donné le résultat +54/2, le spin est dans 'état [+). Cette
observation pose la question de deux mesures idéales consécutives. L’analyse
de cette situation requiert un formalisme qui sera établi au chapitre 6, et elle
sera effectuée au § 6.4.5. Le résultat de cette analyse est le suivant : tout se
passe comme si a l'issue d’une premiére mesure, lorsqu’un systéme initialement
dans 1'état |p) a passé avec succes le test |y), le systéme était projeté aprés
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le test dans létat |x)
PX‘@

NP b

= e
ou le dénominateur sert a normaliser 1’état. Ce résultat est présenté dans
la plupart des manuels comme un postulat supplémentaire de la mécanique
quantique, le « postulat de réduction du paquet d’ondes » (RPO), énoncé sous

la forme

Postulat RPO. Si le systéme était initialement dans l'état |p), et si le
résultat de la mesure de A est a,, alors immédiatement aprés la mesure le
systéme se trouve dans 1’état projeté sur le sous-espace de la valeur propre a,,

. o Prlo)
)= 1) = Pl 2 4.7

Le vecteur |¢) dans (4.7) est bien normalisé a I'unité car

IPal@)I? = (I PIPule) = (p|Pule)

compte tenu des propriétés des projecteurs. L’énoncé de ce pseudo-postulat
appelle quelques remarques. Il ne faut surtout pas imaginer que la transfor-
mation (4.7) correspond & un processus physique réel. Elle n’a de sens que si
lon s’intéresse a une évolution effective, qui fait abstraction de I’appareil de
mesure pour se focaliser uniquement sur le systéme. En fait, c’est une simple
commodité d’écriture dans l’espace de Hilbert des états du systéme, qui isole
artificiellement le systéme de 'appareil de mesure et de son environnement.
De plus (cf. § 6.4.5), elle n’est valable que pour une mesure idéale®.

Nous avons donné ci-dessus un exemple de mesure idéale pour le spin d’un
atome d’argent (figure 4.1). A la sortie du filtre, on sait dans quel état de
spin se trouve 'atome qui est maintenant disponible pour des tests ultérieurs.
Une répétition de la mesure de S, redonnera +7/2 pour les atomes qui ont
émis un photon dans C et —f/2 pour ceux qui ont émis un photon dans Cs.
Il faut remarquer que la mesure idéale se présente rarement en pratique. En
général la détection détruit le systéme observé : un exemple déja mentionné de
mesure destructrice'” est la détection d’un photon par un photomultiplicateur
D, ou D, dans la figure 3.2. Un autre exemple de mesure non idéale est la
détermination de I'impulsion d’une particule par collision élastique avec une

9. Il aurait peut-étre été préférable de passer purement et simplement sous silence ce
« postulat RPO ». Nous ’avons énoncé afin que le lecteur puisse faire le lien avec les ex-
posés traditionnels. En fait, ce postulat est indissociable du statut ontologique du vecteur
d’état. Par exemple, dans interprétation statistique de Ballentine [1998], chapitre 9, le
formalisme de la mécanique quantique ne s’applique qu’a des ensembles de systémes pré-
parés de fagon identique, et non & des systémes individuels, contrairement & ce que nous
avons admis (voir la note 2). Il est clair que ce postulat n’a simplement aucun sens dans
I'interpétation statistique. Pour une analyse critique de la « réduction du paquet d’ondes »,
voir Ballentine [1990] ou Cohen-Tannoudji [1990].

10. On sait maintenant effectuer des mesures non destructrices sur un photon : voir
Nogues al. [1999].
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seconde particule d’impulsion connue, en utilisant la conservation de ’énergie-
impulsion. Aprés la collision, la premiére particule n’est pas détruite, mais elle
ne se trouve plus dans I’état d’impulsion que 'on a mesurée. Le concept de
mesure idéale est utile pour la discussion de la mesure en physique quantique,
mais en pratique la mesure idéale est 1’exception, et non la régle!

Lorsque l'on cherche & déterminer complétement le vecteur d’état |¢) d’un
systéme physique, il peut arriver que la mesure idéale d’une propriété physique
A donne le résultat a, la valeur propre a de A étant non dégénérée. Immé-
diatement aprés la mesure, le vecteur d’état est alors le vecteur propre |a)
de A. Si la valeur propre est dégénérée, il faut trouver une seconde propriété
physique B compatible avec A : [A, B] = 0. Dans ce cas il est possible que la
donnée des valeurs propres a et b spécifie entiérement le vecteur d’état. Si ce
n’est pas encore le cas, il faudra trouver une troisiéme propriété physique C
compatible avec A et B ete. Lorsque la donnée des valeurs propres {a,b,c...}
des opérateurs compatibles {A, B, C' ...} spécifie entiérement le vecteur d’état
on dira, en suivant la terminologie introduite au § 2.3.3, que ces opérateurs
(ou les propriétés physiques qu’ils représentent) forment un systéme complet
d’opérateurs (ou de propriétés physiques) compatibles. La mesure simultanée
d’un systéme complet de propriétés physiques compatibles {A, B,C ...} consti-
tue un test mazrimal du vecteur d’état. Si I'espace des états est de dimension
N, un test maximal doit avoir N résultats différents possibles. Lorsque 'on
a réalisé un test maximal sur un systéme quantique, on connait exactement
son vecteur d’état, et on a donc préparé le systéme quantique dans un état
déterminé : on a effectué I'étape de préparation du systéme. Cependant, la
préparation n’implique pas nécessairement une mesure : par exemple le filtre
de gauche de la figure 3.10 prépare le spin 1/2 dans I’état |+) en éliminant
tous les spins qui se trouvent dans |—), sans qu’une mesure du spin ne soit
effectuée.

Pour fixer les idées, supposons que la donnée de deux valeurs propres a,
et by de deux opérateurs compatibles A et B spécifie entiérement un vecteur
|r, s) de H

Alr,s) = a|r, s) Bjr, s) = bs|r, s)

La mesure simultanée des propriétés physiques A et B est alors un test maxi-
mal et les N résultats possibles sont étiquetés par le couple (r, s). Un exemple
d’appareil effectuant un test maximal est 'appareil de Stern-Gerlach de la
figure 3.8 : cet appareil sépare les états de spin |+) et |—), qui donnent deux
taches différentes sur I’écran, l'espace des états étant de dimension 2 : N = 2.
La mesure de A et B permet de préparer le systéme dans 1'état |r,s), en
sélectionnant les systémes qui ont donné le résultat (a,,bs). Si les systémes
quantiques sélectionnés dans ’état |r, s) sont a nouveau soumis & une mesure
simultanée de A et B, le résultat de cette nouvelle mesure sera (a,,bs) avec
une probabilité de 100 %. Lorsqu’un systéme physique est décrit par un vec-
teur d’état, il doit exister, au moins en principe, un test maximal dont un des
résultats possibles a une probabilité de 100 % : pour un spin 1/2 dans 1’état
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|+), un tel test maximal est celui effectué avec un appareil de Stern-Gerlach
dont le champ magnétique est paralléle & Oz.

Il est aussi instructif d’examiner le cas d’une propriété physique A compa-
tible avec B et C : [4, B] = [A,C] = 0, alors que B et C sont incompatibles :
[B,C] # 0. Dans ce cas le résultat de la mesure de A dépend de ce qu’on la
mesure simultanément a B ou a C. Cette propriété est appelée contextualité,
et un exemple en sera donné au § 6.3.3.

Le lecteur se sera rendu compte que la mesure en physique quantique est
fondamentalement différente de la mesure en physique classique. En physique
classique, la mesure révéle une propriété préexistante du systéme physique
testé. Si une voiture roule a 180 km/h sur l'autoroute, la mesure de sa vi-
tesse par un radar détermine une propriété préexistante a la mesure, ce qui
donne au gendarme la légitimité pour verbaliser. Au contraire la mesure de
la composante S, d’un spin 1/2 dans l’état |+) ne révéle pas une valeur de
S, préexistante. Si I’on reprend ’analogie de la voiture, on pourrait imaginer
que celle-ci soit dans un état de superposition linéaire de deux vitesses!'!, par

exemple
1 2
|v) = \/;120 km/h) + \/;180 km/h)

Le gendarme mesurera une vitesse de 120 km/h avec une probabilité de 1/3
et une vitesse de 180 km/h avec une probabilité de 2/3, mais il serait erroné
de penser que la voiture roulait a 'une des deux vitesses avant la mesure. La
dispersion des résultats de la mesure d’une propriété physique quantique est
parfois attribuée la « perturbation incontrolable due a la mesure », mais la
valeur de cette propriété ne préexiste pas a la mesure, et ce qui n’existe pas
ne peut pas étre perturbé.

4.1.3 Inégalités de Heisenberg 11

Nous avons introduit au chapitre précédent la notion de propriétés phy-
siques incompatibles. Nous allons revenir de facon plus quantitative sur ce
concept et ses conséquences pour la mesure. Deux propriétés physiques A et
B sont incompatibles si le commutateur des opérateurs A et B qui les re-
présentent est non nul : [A, B] # 0. Supposons qu’une premiére mesure de
A ait donné un résultat a et projeté le vecteur d’état initial sur un vecteur
propre |a) de A : Ala) = ala). Sil’on effectue une mesure de B immédiatement
apres celle de A, en général le vecteur |a) ne sera pas vecteur propre de B
et le résultat de la mesure ne sera connu qu’avec une certaine probabilité.
Par exemple si b est une valeur propre simple de B correspondant au vecteur
propre |b) : B|b) = b|b), la probabilité de mesurer b sera p(a — b) = |(b|a)|>.
En général il ne sera pas possible de trouver des états ou les valeurs de A

11. Bien sGr on ne sait pas réaliser un tel état avec une voiture, mais on sait trés bien
fabriquer une particule élémentaire ou un atome dans un état de superposition linéaire de
deux vitesses.
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et B soient toutes deux exactement connues. Nous allons établir un résultat
important sur les dispersions (ou écarts types) des mesures effectuées a partir
d’un état initial |p) arbitraire. Comme en théorie des probabilités ordinaires,
nous définissons les dispersions A, A et A,B dans I'état |p) par

(ApA)* = (A%), — ((A))? = {(A = (4),1)*),

. (4.8)
(AyB)” = (B, — ((B)
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Le commutateur de A et de B est de la forme iC, ou C est un opérateur
hermitien ; en effet

[A, B]f =[BT, AT = [B, A] = —[A, B]
Nous pouvons donc écrire
[A, B] =iC c=ct (4.9)

Définissons les opérateurs hermitiens de valeur moyenne nulle (a priori uni-
quement dans 'état |¢))

Ag=A—(A), T By=B— (B),I

et dont le commutateur est aussi iC' : [Ag, By] = iC, car (A), et (B), sont
des nombres. La norme au carré du vecteur

(Ao +1iABo)lp)
ou A\ est choisi réel, doit étre positive

(Ao + ixBo)|)[|* = || Aol@)[1? +iA(w| Ao Bole) —iA{0|Bo Ao ) +X%|| Bo ) |*
= (A3)y = MO)p + X*(BE)y 2 0
Le polynéme de degré deux en M\ doit étre positif quel que soit A, ce qui

implique
(C)2 — 4(A2),(B2), <0

Ceci démontre inégalité de Heisenberg

(AyA) (AyB) > 5 [(C)y] (4.10)

| =

C’est la relation souhaitée donnant les dispersions sur les mesures de A et B :
le produit des dispersions sur les mesures est supérieur ou égal a la moitié
du module de la valeur moyenne du commutateur de A et B. Il est facile
de montrer (exercice 4.4.1) qu’une condition nécessaire et suffisante pour que
A,A = 0 est que |p) soit vecteur propre de A. Dans un espace vectoriel de
dimension finie, on a alors (C), = 0. Insistons sur Iinterprétation correcte
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de (4.10) : en effectuant comme en (4.3) un grand nombre de mesures de A,
un grand nombre de mesures de B et un grand nombre de mesures de C sur
des systémes tous préparés dans le méme état |p), on pourra en déduire avec
une bonne précision les dispersions A, A et A, B ainsi que la valeur moyenne
(C)y, qui obéiront alors a (4.10). Nous soulignons que A, B et C sont bien
stir mesurés sans des expériences différentes : ils ne peuvent pas étre mesurés
simultanément si A, B et C ne commutent pas. De plus, A, A et A, B ne
sont en rien liés aux erreurs de mesure. Si par exemple JA est la résolution
expérimentale pour la mesure de A, nous devons avoir 04 < A, A pour une
détermination précise de la dispersion. L’erreur sur (A) est controlée par la
résolution expérimentale, et pas du tout par A, A : rien n’empéche (A4),, d’étre
déterminé avec une précision bien meilleure que A, A.

4.2 Evolution temporelle

4.2.1 Equation d’évolution

Jusqu’a présent nous avons considéré le systéme physique & un instant
donné, ou pendant l'intervalle de temps supposé infiniment court d’une me-
sure. Nous allons maintenant prendre en considération I’évolution temporelle
du vecteur d’état, auquel nous donnerons une dépendance explicite |¢(t)) par
rapport au temps ¢.

Postulat IV : équation d’évolution

L’évolution temporelle du vecteur d’état [p(t)) d’un systéme quantique fermé
est régie par I’équation d’évolution

dle0)

2 H () (411)

L’opérateur hermitien H(t) est appelé hamiltonien.

Il nous faut énoncer de fagon précise les conditions de validité de (4.11).
Cette équation est valable pour un systéme quantique fermé, ce qui doit se
comprendre comme suit : le systéme quantique considéré ne doit pas étre
une partie d’un systéme quantique plus grand, une situation qui sera exa-
minée en détail au chapitre 17. Cependant, (4.11) est valable si le systéme
quantique interagit avec un systéme classique'?, ce qui veut dire qu’il n’est
pas nécessairement isolé. L’équation (4.11) est par exemple valable pour un
spin 1/2 soumis & un champ magnétique variable (section 5.2), ou pour un
atome soumis au champ électromagnétique d’une onde laser (sections 15.3.1
a 15.3.3), mais pas pour un atome interagissant avec un champ électromagné-
tique quantifié (section 15.5). Dans ce dernier cas, I’évolution temporelle du

12. La raison pour laquelle ceci est possible est subtile. L’explication est donnée dans
l’exercice 11.6.15 : un champ classique ne s’intrique pas avec le systéme quantique (voir le
chapitre 6 pour la définition de lintrication).
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vecteur d’état de I’atome, ou plus exactement celle de son opérateur statis-
tique, n’est pas régie par un hamiltonien. Une évolution hamiltonienne n’est
valable que pour I'ensemble atome + champ.

L’opérateur H a les dimensions d’une énergie, et nous identifierons ef-
fectivement H comme étant 'opérateur hermitien représentant la propriété
physique énergie. L’équation (4.11) est du premier ordre par rapport au temps,
et I’évolution est déterministe : étant donné une condition initiale ¢ (o)) au
temps t = tg pour le vecteur d’état, I’évolution (4.11) détermine |p(¢)) a tout
temps ultérieur ¢ > tg, pourvu bien siir que le hamiltonien soit connu. En fait
la restriction & t > ¢y n’est pas nécessaire : I'évolution (4.11) est réversible et
on peut parfaitement « remonter le temps ». Le schéma d’une expérience ty-
pique est donné dans la figure 4.2 : le systéme est préparé au temps t = ty par
la mesure d’un ensemble de propriétés physiques compatibles, qui détermine
le vecteur d’état |¢(to)) (mais ainsi que nous 'avons déja noté, la phase de
préparation ne correspond pas nécessairement a un test maximal). Le vecteur
d’état évolue ensuite jusqu’au temps ¢ en suivant (4.11), et une seconde me-
sure d’une ou d’un ensemble de propriétés physiques (soit identiques a celles
de la premiére mesure, soit différentes) est effectuée au temps t. Cette se-
conde mesure permet de déterminer totalement ou en partie |¢(t)), et par
exemple de remonter aux propriétés de H. Pour que (4.11) soit valable entre
les deux mesures, il est bien stir nécessaire le systéme quantique reste fermé
dans l'intervalle de temps correspondant.

o) o (t))
mesure lo(to)) = |n) mesure [1)
de A - de B
U(t7 tO)
préparation tg mesure ¢

F1a. 4.2 — Préparation et mesure. La mesure de A au temps to donne le résultat a,.
L’évolution (4.14) entre to et t se traduit par |p(t)) = U(t, to)|¢(to). Une mesure de
B est ensuite effectuée au temps t.

La (nécessaire) conservation de la norme du vecteur d’état est assurée par
I’hermiticité de H. En effet

Sl = S (edle)
= e ( 1) o) + o] 1) o(e)
= = {e(OI(H — HY)le(t)) = 0 (412)

ih
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car H = H'. Si 'on décompose |p(t)) sur une base |n,r)

e(t)) =D n,r)(n,rlo(t)) = enr(t)|n,7)
les composantes ¢,,.(t) obéissent a

(Sl P) = 5 (ptan0) =0

La somme des probabilités p(a,,t) doit toujours étre égale a un. La conserva-
tion de la norme de |p) implique, dans un espace de Hilbert de dimension finie,
que l'évolution |p(t = 0)) — |@(t)) est unitaire : on parle alors d’évolution
hamiltonienne, ou d’évolution unitaire. Ce résultat reste vrai en dimension
infinie.

La forme matricielle de 1’équation d’évolution (4.11) s’obtient dans une
base arbitraire {|a)} de H en la multipliant & gauche (4.11) par (| et en
utilisant la relation de fermeture

ih S (alo(0) = (alHle(0) = Y (alH@I8)1e(0)

B

soit

ihéa(t) =Y Hap(t) cp(t) (4.13)

B

Nous avons souligné le caractére réversible et unitaire de 'évolution (4.11).
Ce caractére réversible et unitaire doit étre contrasté avec celui de ’évolu-
tion (4.7) dans une mesure, qui est non unitaire et irréversible, parce que
I’évolution limitée a I'espace des états du systéme pendant la mesure est une
évolution tronquée qui se focalise sur I’évolution du systéme, lequel ne reste
pas fermé pendant la mesure. L’évolution globale comprend en outre celle de
Pappareil de mesure et de I’environnement (section 6.4). Lorsque ’on examine
I’évolution d’un systéme ouvert, on rencontre automatiquement une évolution
non unitaire, qui sera traitée en détail au chapitre 17. Une évolution non
unitaire peut parfois étre représentée par un hamiltonien non hermitien, par
exemple dans la description de particules instables : c¢f. I'exercice 4.4.8.

4.2.2 Opérateur d’évolution

Nous avons donné en (4.11) I'équation d’évolution sous forme différentielle.
Il existe une formulation intégrale de cette équation qui fait intervenir 1'opé-
rateur d’évolution U (t,to). Dans cette formulation, le postulat IV devient :
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Postulat IV’ : Opérateur d’évolution

Le vecteur d’état |¢(t)) au temps ¢ se déduit du vecteur d’état |p(tg)) au
temps to par application d’un opérateur unitaire U(t,t), appelé opérateur
d’évolution

[e(1) = U(t, to)p(to)) | (4.14)

L unitarité de U : UTU = UUT = I assure la conservation (4.12) de la norme

{p®)]e(1)) = (o) |UT (¢, 10)U (¢, o) o(t0)) = (p(to)l¢(to)) = 1

Inversement on aurait pu partir de la conservation de la norme pour montrer
que UTU = I. Dans un espace vectoriel de dimension finie, cela suffit & assurer
UUT =TI (cf. § 2.2.1), mais pas nécessairement dans un espace de dimension
infinie. L’opérateur d’évolution obéit aussi & la propriété de groupe

U(t,t1)U(t1,to) = U(t, o) to<t) <t (4.15)

En effet il est équivalent d’aller directement de tg a ¢, ou d’aller d’abord de tg
Aty et ensuite de t1 at

lp(t)) = Ut to)le(to))
= U(t,t1)|p(t1)) = U(t, 1)U (t1, o)l (to))
Comme précédemment la restriction ¢y < t; <t n’est pas nécessaire : t; peut
étre quelconque. Evidemment U (tg,to) = I, et la propriété de groupe jointe a
l'unitarité de U implique

Ul(t,to) = U L(t, t) = Ul(to, 1) (4.16)

Les postulats d’évolution temporelle IV et IV’ ne sont bien stir pas indépen-
dants. En effet il est facile a partir de (4.11) d’écrire une équation différentielle
pour U(t, tp). En différentiant (4.14) par rapport au temps

i () = [ U6 )] ot
et en comparant avec (4.11) on obtient
_[d
i |55 U610 lo(t0) = HOU (@ )l eta)

Comme cette équation doit étre valable quel que soit |¢(tp)), on en déduit
une équation différentielle pour U (¢, to)

ih% Ult,to) = H(t)U(t, o) (4.17)
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ce qui se traduit aussi par

d
H(ty) =ih—=U(t,t 4.18
(to) = i Ultito)| (413)
en prenant la limite ¢ — t¢g. Il est donc aisé de passer de la formulation inté-
grale (4.14) a la formulation différentielle (4.11). Le passage inverse est plus
compliqué : en effet, si H(t) était un nombre, ’équation (4.17) s’intégrerait
immédiatement. Mais H (f) est un opérateur et en général

.ot

Ult,to) # exp (—% H{t) dt’) (4.19)
to

parce qu’il n’y a aucune raison pour que [H(t'), H(t")] = 0. Cependant il

existe une formule générale'® pour calculer Ul(t,ty) a partir de H(t), et les

postulats IV et IV’ sont strictement équivalents'.

4.2.3 FEtats stationnaires

Un cas particulier trés important est celui du systéme isolé. L’opérateur
d’évolution ne peut alors pas dépendre du choix fait pour I'origine des temps :
peu importe pour un systéme isolé de toute influence extérieure que nous
choisissions pour le décrire le temps de Paris ou celui de New York qui, comme
chacun sait, sont décalés de 7 = six heures

tNew York = tParis — T
Quel que soit 7, nous devons avoir
Ut —r1,to—7)=Ul(t,to) (4.20)

Ceci implique que U ne peut dépendre que de la différence (t — to). L'équa-
tion (4.18) montre alors que le hamiltonien est indépendant du temps, car le
choix de ty est arbitraire. Naturellement il peut parfaitement arriver que le
hamiltonien soit indépendant du temps, méme pour un systéme non isolé, par
exemple si le systéme est plongé dans un champ magnétique indépendant du
temps comme le spin 1/2 du § 3.2.5. En revanche, si un champ magnétique est
appliqué entre 12h et 12h10, heure de Paris, le choix de l'origine des temps
ne sera pas indifférent! Lorsque le hamiltonien est indépendant du temps,
léquation différentielle (4.17) s’intégre sans probléme et

Ult, to) = exp (—@ H) (4.21)

qui ne dépend que de (t — tp).

13. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre XVII.
14. En toute rigueur, on peut trouver des exceptions ou U est défini, mais non H : cf.
Peres [1993], page 85.
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L’opérateur U(t —tg) (4.21) est obtenu par exponentiation de l'opérateur
hermitien H ; U(t — to) effectue une translation de temps de (¢ — t9) sur le
vecteur d’état, et si (¢ — to) devient infinitésimal

U(t—t@:]—@

Cette équation s’interpréte ainsi : H est le générateur infinitésimal des trans-
lations de temps, et, pour un systéme isolé, la définition la plus générale du
hamiltonien est d’étre précisément ce générateur infinitésimal. La notion de
générateur infinitésimal sera étendue & d’autres transformations au chapitre 8.

Considérons un systéme physique isolé qui peut étre décrit a une bonne
approximation par un vecteur d’état d’un espace de Hilbert de dimension 1 :
particule élémentaire stable, atome dans son état fondamental ... Le vecteur
d’état est alors un nombre complexe ¢(t) et H un nombre réel : H = E. La
loi d’évolution (4.13) devient, compte tenu de (4.20)

H (4.22)

i

o0 = exp (~ Bl —t0) ) elt0) = expl-iult—ta)olta) (129

en définissant £ = fw. D’aprés la relation de Planck-Einstein F = hw, il est
naturel d’identifier F a I’énergie.

Passons maintenant & un cas moins trivial. Soit |n,r) un vecteur propre
de H correspondant a la valeur propre E,, : H|n,r) = E,|n,r). Son évolution
temporelle est particuliérement simple : si |p(tg)) = |n, )

Io(8)) = exp (-@ H) In,r) = exp (-% Bt — to)) ) (4.24)

La probabilité de trouver |p(¢)) dans un état |x) quelconque est indépendante
du temps

N = [txdexp (= Bule = t0) lottal)|* = (xletta))

Pour cette raison, un état propre de H est appelé état stationnaire.

Il est parfois utile d’écrire la loi d’évolution temporelle sous forme de com-
posantes. Ecrivons la décomposition d’un vecteur d’état arbitraire |¢(tg)) au
temps t = to sur la base {|n,r)} des vecteurs propres de H

[p(t0)) = D earlto)n, ) Car(to) = (n,7]9(to))

Nous avons alors
i(t — to)

o10) = S eantto) exp (01 )

=" curlto) exp (—% E,(t — to)> In,7)

n,r
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ce qui donne la variation des coefficients ¢, en fonction de ¢

enn(t) = exp (—% Bt — t0)> e (to) (4.25)

4.2.4 Inégalité de Heisenberg temporelle

Au § 3.2.5 nous avons donné une explication élémentaire de la relation
entre un temps caractéristique d’évolution At et une dispersion sur 1’éner-
gie AE. Etablissons maintenant de facon générale une inégalité sur le pro-
duit AE At, ou inégalité de Heisenberg temporelle. Nous allons d’abord écrire
I'équation d’évolution de la valeur moyenne (A),(t) = (p(t)|A|¢(t)) de opé-
rateur A représentant la propriété physique A, supposée indépendante du
temps

[=(p@OHAlp(t)) + (o ()| AH |0 (1))]

(p(t)|AH — HAlp(t))

S (el = o
1

ih

ce qui donne le théoréme d’Ehrenfest

d 1 1

S0 = = (COIA Hlle®) = o (A H), | (426)

Utilisons maintenant la relation (4.10), en remplacant B par H
1 1. 1d
AGH AGA = 5 (A H])gl = 5 B 2 (A)p 1)

et définissons le temps 7,,(A) par

1 d{4)y (1)) 1
@,(A):‘ dt ‘AWA

T,(A) est le temps caractéristique nécessaire pour que la valeur moyenne de
A varie de A, A, c’est-a-dire d'une quantité de 'ordre de la dispersion. L’in-
égalité précédente devient

ApH7,(A) > = h (4.27)

N =

ce qui est la forme rigoureuse de l'inégalité de Heisenberg temporelle. Cette
inégalité est souvent écrite sous la forme

AEAt 2 % h (4.28)
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APF représente la dispersion en énergie et At un temps caractéristique d’évolu-
tion'®. La valeur de 1’énergie ne peut étre exactement fixée que si la dispersion
AFE est nulle, ce qui implique que le temps caractéristique doit étre infini. Ceci
n’est possible que si Iétat du systéme est un état stationnaire. C’est le cas
par exemple pour une particule élémentaire stable ou un atome dans son état
fondamental, en I’absence de perturbations extérieures. En revanche un atome
porté dans un état excité n’est pas dans un état stationnaire. En raison de
son couplage avec les fluctuations du vide du champ électromagnétique (cf.
§ 15.3.4), il émet un photon au bout d’un temps moyen 7, appelé vie moyenne
de l'état excité (cf. § 1.5.3). L’énergie du photon final présente une dispersion
en énergie AF, qui est appelée largeur de raie et est souvent notée hAl'. Nous
verrons ci-dessous que AE (ou I') et 7 sont reliés par une relation qui rap-
pelle I'inégalité de Heisenberg temporelle (4.28), mais qui en fait est d’origine
différente

|TAE ~h ou 7T ~1]| (4.29)

Donnons un ordre de grandeur typique de vie moyenne en physique atomique,
en prenant comme exemple le premier niveau excité de ’atome de rubidium;
I’atome dans cet état excité revient a son état fondamental en émettant un
photon de longueur d’onde A = 0.78 um, ce qui correspond & une énergie
€ 1.6eV. La largeur de raie est hl' = 2.4 x 107%¢V, et la vie moyenne
7~ 1/T = 2.7 x 1078s. La dispersion sur I'énergie de 1'état excité est donc
trés faible par rapport a la différence d’énergie avec le niveau fondamental :
R /e ~ 1078, ce qui entraine que I'énergie du niveau excité est définie avec
une précision excellente. La relation (4.29) se généralise a toute désintégration
de particules, par exemple la désintégration a deux corps C — A + B.

Il ne faudrait surtout pas conclure de (4.28) que 'on ne peut pas mesu-
rer I’énergie avec une précision meilleure que AFE. Considérons par exemple
I'énergie E du boson Z°, vecteur de 'interaction faible (cf. § 1.1.4) dans son
référentiel au repos : E = myc?, oit my est la masse du boson Z°. Le boson
Z9 est instable, et posséde donc une largeur de raie. Celle-ci a été mesurée
avec une grande précision : Al'z = 2.4952 4 0.0023 GeV. La précision actuelle
sur la masse du Z° est bien meilleure que I'z ! En effet la détermination la
plus précise est actuellement mzc?> = 91.1875 + 0.0021GeV (figure 4.3). En
d’autres termes, il est possible de pointer le centre de la raie avec une précision
bien meilleure que la dispersion.

Revenons maintenant & la discussion de (4.29). Soit |¢) le vecteur d’état
at =0 d’un état quantique instable, par exemple I’état excité d’'un atome ou
I’état d’une particule instable. Pour fixer les idées, prenons le cas du niveau
excité d’un atome. Cet atome est supposé isolé d’influences extérieures, mais
il ne peut pas étre isolé du champ électromagnétique quantifié. Le hamiltonien
H qui décrit son retour au niveau fondamental par émission spontanée d’un

15. L’inégalité AE At 2 h a un statut différent de (4.10) dans la mesure ou ¢ n’est pas
un opérateur (exercice 4.4.5). At est souvent interprété incorrectement comme le temps
nécessaire a la mesure de ’énergie.
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FIG. 4.3 — Spectre de masse du boson Z°. La courbe en trait plein est le résultat
expérimental brut. Ce résultat doit étre corrigé pour tenir compte des corrections
radiatives (émission de photons) exactement calculables. La courbe en pointillés
donne le spectre de masse du Z°. D’aprés la collaboration LEP, prétirage CERN
EP-2000-13 (2000).

photon est indépendant du temps. Au temps ¢ = 0 le vecteur d’état du systéme
global est |p) = |1(t = 0)) (il n’y a pas de photon), et il devient |¢(¢)) au
temps t : |¢(¢)) décrit 'évolution de Iensemble atome -+ champ, et cette
évolution obéit a (4.11) dans I'espace des états atome + champ

u(t) =exp (-5 ) I (1.30)

Soit |n) une base d’états propres de H, H|n) = E,|n); on note que |p) n’est
pas un tel état propre, car il n’est pas stationnaire. La probabilité p(t) de
trouver 'atome au temps ¢ dans son état excité, ou probabilité de survie, est

p(t) = le()? = [Pl () = [{ple /o) ? (4.31)
11 est possible de montrer (exercice 4.4.5) I'inégalité suivante
tAH mh
> cos? | —— <t< 4.32
p(t)_cos( - ) O_t_ZAH (4.32)

ot AH = ((H?)—(H)?)/? est la dispersion de H calculée dans I'état |). Pour
des raisons que nous verrons dans un instant, cette inégalité n’est pas trés utile
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en pratique. En insérant dans (4.31) la relation de fermeture ) |n)(n| = I on
obtient pour I'amplitude de probabilité ¢(t)

elt) = 3 I{gln) e 5wt/
Soit w(F) la tranformée de Fourier de ¢(¢), ou fonction spectrale

a at p
w(B) = [ greihet) = Y [ oL i B o)

=h)_ [eln)*s§(E - Ey) (4.33)

On remarque que la fonction spectrale w(E) est positive : w(E) > 0. 1l est
immeédiat de calculer les valeurs moyennes de H et de H?

(4.34)

L’approximation de Wigner et Weisskopf (annexe B) montre qu'une forme
approchée de w(E) est

T 1
WE) = S (B Fo) 5 T/ (4.35)

de sorte que, par transformée de Fourier inverse,
c(t) = e iBot/h o= T1/2 (4.36)

la probabilité de survie
p(t) = le(t)Pe™ (4.37)

est (approximativement) une exponentielle. Insistons sur le fait que la
forme (4.35) est seulement approchée, et que les loi (4.36) et (4.37) ne peuvent
pas étre exactes. L’inégalité (4.32) montre qu’elle ne peut pas étre valable
pour des temps trop courts, et on s’attend aussi & des déviations pour des
temps trés longs. L’argument développé ci-dessus montre aussi que la largeur
de raie AF n’est en rien lige a la dispersion AH. En fait la forme lorent-
zienne (4.35) donne une dispersion infinie, ce qui est difficilement acceptable
car cela voudrait dire que |¢) n’appartient pas au domaine de H, et ’équation
d’évolution (4.11) ne pourrait pas exister'S. En fait, on peut montrer que la
loi exponentielle est approximativement valable!” pourvu que AE < AH.

16. Voir la note 14.
17. Les conditions de validité de la loi exponentielle sont examinées par Peres [1980].
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La relation (4.28) permet aussi de discuter la notion de « particules vir-
tuelles ». Il est possible d’interpréter les processus de la théorie quantique des
champs en termes d’échanges de particules virtuelles : par exemple 'interac-
tion coulombienne dans 'atome d’hydrogéne correspond a 1’échange de pho-
tons virtuels entre un proton et un électron. Ces processus ne correspondent
pas & une réaction observable entre particules, car les particules virtuelles ne
peuvent pas obéir & la fois a la conservation de ’énergie-impulsion et a la
condition reliant énergie-impulsion et masse : E? = p2c® + m?c*. Prenons
lexemple des interactions entre nucléons, ou interactions fortes (cf. § 1.1.4),
dont Yukawa imagina vers 1935 qu’elles étaient dues & I’échange d’une parti-
cule encore inconnue a 1’époque, et que nous appelons aujourd’hui méson 7.
Cet échange est représenté sur la figure 4.4 par un « diagramme de Feynman ».
Le proton de gauche (p) émet un méson 7+ et se transforme en neutron (n),
tandis que le neutron de droite absorbe ce méson 7T et se transforme en
proton. La conservation de 1’énergie-impulsion interdit la réaction

p—>n+7r+

Si I'impulsion est conservée, alors I’énergie ne peut pas I’étre. En revanche,
si 'on admet que la réaction ne dure qu'un temps trés court At, alors il est
possible de tirer parti d’une fluctuation d’énergie AE ~ h/At. La fluctua-
tion d’énergie nécessaire pour que la réaction soit possible est AE ~ myc?,
ol my est la masse du méson 7F. Dans I'intervalle de temps At, le méson
peut parcourir au maximum une distance'® ~ cAt ~ h/(mxc), la longueur
d’onde Compton du méson 7. Cette distance représente la portée maximale
ro des forces nucléaires (cf. § 1.1.4), qui est de 'ordre de 1 fm. Yukawa fut
donc capable de prédire I'existence d’une particule ayant une masse de ’ordre
de h/(crp) ~200 MeV, et le méson 7 fut effectivement découvert quelques
années plus tard avec une masse de 140 MeV. Le méson 7 échangé dans la
figure 4.4 n’est pas observable : il est virtuel. On sait aujourd’hui que les
forces nucléaires ne sont pas fondamentales, et qu’elles sont dérivées de forces
fondamentales entre quarks. L’argument de Yukawa reste néanmoins valable,
car on peut écrire une théorie effective des forces nucléaires, avec échange de
mésons, et leur portée maximale est déterminée par le méson le plus léger,
qui est le méson 7. Le photon étant de masse nulle, la portée des forces élec-
tromagnétiques est infinie : comme nous ’avons noté au § 1.1.4, le potentiel
coulombien est a longue portée.

4.2.5 Points de vue de Schrodinger et de Heisenberg

Le point de vue adopté dans ce qui précéde, ol le vecteur d’état évolue
avec le temps alors que les opérateurs, sauf dans le cas d’une interaction avec
un champ extérieur variable, sont indépendants du temps, est appelé point de
vue de Schrodinger. Un point de vue équivalent en ce qui concerne les résultats

18. On néglige pour simplifier la dilatation du temps.
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F1G. 4.4 — Diagramme de Feynman pour 1’échange d’'un méson 7.

physiques est celui de Heisenberg, ot les vecteurs d’état sont indépendants du
temps et les opérateurs dépendent du temps. Afin de simplifier la discussion,
nous prenons le cas d’'un hamiltonien H et d’un opérateur A indépendants
du temps. Ce n’est pas le cas général, car il peut arriver que méme dans le
point de vue de Schréodinger un opérateur A ait une dépendance explicite par
rapport au temps, ou que H dépende du temps. Nous admettrons que tel n’est
pas le cas, en renvoyant I’étude générale a ’exercice 4.4.7. La valeur moyenne
de A au temps t est

i(t

(o0 = Gottollexp (5L 1) e (-5 1) fotaa

Si nous définissons ['opérateur A dans le point de vue de Heisenberg Ay (t) par

Ag(t) = exp (@ H) Aexp (-@ H) A(tg) = A| (4.38)

alors la valeur moyenne de A peut se calculer comme

(A)e (1) = (o(to)|An(t)]e(to)) (4.39)

La dépendance par rapport au temps est intégrée dans 'opérateur, tandis que
le vecteur d’état est indépendant de t.

Un point de vue intermédiaire entre celui de Schrodinger et celui de
Heisenberg est le point de vue de linteraction (ou de Dirac). Ce point de
vue est utile lorsqu’il est naturel de décomposer le hamiltonien H en un « ha-
miltonien libre » Hy indépendant du temps, que 'on sait diagonaliser, et un
hamiltonien d’interaction W (t). L’objectif est de se débarrasser de I’évolution
connue de Hy. On définit le vecteur d’état |@¢(¢)) dans le point de vue de
I'interaction par

B(1)) = e ot/ [oo(t)) |p(t =0)) = [p(t = 0)) (4.40)
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Nous avons choisi tg = 0 afin d’alléger les notations; le point de vue de I'in-
teraction coincide avec celui de Heisenberg si W = 0. L’opérateur d’évolution
U(t) = U(t,0) vérifie

ih% = [Ho + W)U (%) (4.41)
et on écrit
U(t) = Uy(t) U(t) Up(t) = e Hot/h (4.42)

U(t) est l'opérateur d’évolution dans le point de vue de l'interaction. L’équa-
tion (4.41) devient

%Uﬁ-Uod—U

ih | = T = [Ho + W (1)U (t)U (t) (4.43)

Les deux premiers termes de chaque membre de (4.43) se compensent, et il
reste
L dU iHot/h —iHot/h] 77 57 NFT
i = [e ot/h (1) o~ iHo } Ut) = WH\U ()
VNV(t) _ eiHot/h W(t) efiHot/h

(4.44)

Les équations (4.44) donnent ’évolution dans le point de vue de 'interaction.

4.3 Approximations et modélisation

Nous avons énoncé ci-dessus les principes généraux qui fixent le cadre
universel de la théorie quantique. Cela ne veut pas dire que nous sommes préts
a aborder immédiatement un probléme physique! En effet, pour aborder un
probléme concret, par exemple celui du calcul des niveaux d’énergie de ’atome
d’hydrogéne, nous avons besoin de fixer I'espace des états et le hamiltonien
appropriés selon le degré de précision avec lequel nous souhaitons résoudre
le probléme. Le choix d’un espace des états et d’un hamiltonien implique
toujours que l'on se place dans le cadre d’une certaine approximation, et il ne
faut surtout pas confondre ce qui est approximation (ou modélisation) et ce
qui est principe fondamental. Par exemple, ainsi que nous allons le montrer
dans un instant, ’espace des états est toujours au départ de dimension infinie,
mais il peut arriver qu’il soit possible de se placer de facon approchée dans
un espace des états de dimension finie, qui peut méme éventuellement étre
petite; la dimension N de cet espace est appelée le nombre de niveaux de
Papproximation. Nous en avons vu un exemple dans 1’étude du spin 1/2 :
en premiére approximation, les degrés de liberté de spin sont découplés des
degrés de liberté d’espace, et c’est ce qui nous a permis de nous placer dans
un espace & deux dimensions en ignorant les degrés de liberté spatiaux. Un
autre exemple est celui de I'atome & deux niveaux, modéle standard de la
physique atomique : lorsque l'on s’intéresse a l'interaction d'un atome avec
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un champ électromagnétique de fréquence w, en pratique le champ d’un laser,
et si deux niveaux d’énergie sont espacés de hwg =~ hw, on peut se restreindre &
ces deux niveaux d’énergie formant une base pour un espace des états & deux
dimensions, et écrire un hamiltonien approché d’interaction avec le champ
laser agissant dans cet espace : ¢f. § 5.4 et § 15.4.1. Cette approche fournit une
excellente approximation pour l'interaction laser-atome, approche qui peut
étre facilement raffinée, par exemple s’il faut tenir compte des effets du spin
des niveaux.

Malheureusement la situation n’est pas toujours aussi simple. Nous allons
le voir dans le cas des degrés de liberté spatiaux, que l'on peut traiter en
s’appuyant sur le principe de correspondance. Selon ce principe, les propriétés
physiques position et impulsion sont des opérateurs hermitiens R et ﬁ, de
composantes X; et P, i,j = (z,y, 2), qui vérifient les relations de commuta-
tion dites relations de commutation canoniques

(X, Pj] = iho;; 1 (4.45)

Prenant la trace des deux membres, on observe qu’il est impossible que ces
relations soient satisfaites dans un espace de dimension finie : en effet la trace
du membre de gauche est nulle (la trace d’'un commutateur est nulle), tandis
que celle du membre de droite est iAN, ot N est la dimension de H. Une
fois cette difficulté identifiée, la suite de la procédure (qui n’est pas toujours
exempte d’ambiguités) consiste & remplacer dans l’expression classique de
1’cncrg10 E les positions et les impulsions classiques 7 et p par les opérateurs
Ret P pour obtenir le hamiltonien quantique d’une particule de masse m
dont I'énergie potentielle est V(7). Le principe de correspondance conduit au
passage suivant £ — H
]52 2

P »
E= -+ V(i) —H=—+V(R) (4.46)

Dans le cas de I'atome d’hydrogéne, (4.46) fournit une trés bonne approxi-
mation si 'on prend pour V(7) le potentiel coulombien (1.3) et pour espace
des états celui de ’électron. L’effet de la masse finie du proton est pris en
compte grace a la masse réduite. Il faut bien comprendre que (4.45) et (4.46)
représentent un choix pour l’espace des états et le hamiltonien, et que des
approximations ont été faites. On a négligé en particulier les effets relati-
vistes, et les choses se compliquent dés que l'on en tient compte. Il est a la
rigueur possible dans un premier temps de généraliser ’expression du hamil-
tonien (équation de Dirac), mais une véritable théorie quantique et relativiste
implique que 'on introduise un champ électron-positron et un champ électro-
magnétique quantifiés : c’est ce que ’on appelle [’électrodynamique quantique.
Dans ces conditions le principe de correspondance sous la forme (4.45) n’est
plus valable!'® : en fait il n’y a méme plus d’opérateur position! Et 1’élec-
trodynamique quantique n’est elle méme qu’une approximation d’une théorie

19. Il est remplacé par des relations de commutation canoniques entre les champs et leurs
moments conjugués, ce qui conduit & des objets mathématiques complexes, les distributions
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plus vaste... Il faut donc soigneusement distinguer les principes fondamen-
taux des approximations nécessaires pour aborder tout probléme physique
concret. Comme le souligne Isham [1995], la procédure standard qui consite a
« quantifier une théorie classique » en utilisant le principe de correspondance
n’a qu’une valeur heuristique, et en fin de compte les approximations reposant
sur ce principe ou toute autre démarche heuristique doivent étre validées par
la confrontation aux résultats expérimentaux.

Pour conclure, donnons la forme générale du principe de correspondance :
en mécanique analytique, on définit pour un systéme & N degrés de liberté
un hamiltonien H(g;, p;), supposé indépendant du temps pour simplifier,

1=1,2,...,N. Les équations de Hamilton sont
chl . chl .
— = —p; —_— = q; 4.47
4 p i, ¢ (4.47)

Les variables ¢; et p; sont dites canoniquement conjuguées. Le principe de
correspondance consiste & associer aux variables classiques ¢; et p; des opéra-
teurs Q; et P;

g — Qi pi — B

obéissant aux relations de commutation canoniques (RCC)
[Qi, Pj] = iho;; I (4.48)

Cependant, cette procédure n’est pas exempte d’ambiguités, car 'ordre des va-
riables classiques (g;, p;) est indifférent, mais pas celui des opérateurs (Q;, P;).

Nous avons jusqu’a présent utilisé des notations différentes pour une pro-
priété physique A et I'opérateur hermitien associé A. Nous abandonnons dé-
sormais cette distinction, et confondons les notations pour la propriété phy-
sique et 'opérateur correspondant, qui seront représentés tous deux — sauf
mention exphc1te du contraire — par des lettres majuscules : hamiltonien H,
position R impulsion P moment angulaire J ... Les valeurs propres seront
désignées par les lettres minuscules correspondantes 27, Py 7. .., alexception
du cas de I'énergie, ou les valeurs propres de H seront notées F.

4.4 Exercices

4.4.1 Dispersion et vecteurs propres

Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que |p) soit vecteur propre d’un
opérateur hermitique A est que la dispersion (4.8) Ay A = 0.

a valeurs opérateur. Toutefois il reste encore un tel chemin a parcourir (invariance de jauge,
renormalisation) avant de calculer une quantité physique que ce principe de correspondance
apparait un peu accessoire, et il est d’ailleurs remplacé en pratique par l'approche des
intégrales de chemin de Feynman (chapitre 12).
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4.4.2 Méthode variationnelle

1. Soit |¢) un vecteur (non normalisé) de 'espace de Hilbert des états et un hamiltonien
H. La valeur moyenne (H),, est

(plH]p)
(), = L2
(le)
Montrer que si le minimum de cette valeur moyenne est obtenu pour |¢) = |pm) et le

maximum pour |p) = |¢ar), alors
Hlpm) = Em|pm) et Hlon) = Enlon)
ou Ey, et Ejps sont la plus petite et la plus grande valeur propre.
2. On suppose que le vecteur |¢) dépend d’un paramétre « : |p) = |¢(a)). Montrer que si

OCH () —0

da a=aq
alors Em < (H)y(ap) 8i oo correspond a un minimum de (H),(q) €t (H)p(a) < B si

ag correspond & un maximum. Ce résultat est & la base d’'une méthode d’approximation
appelée méthode variationnelle (§ 15.1.4).

3. Si H agit dans un espace a deux dimensions, sa forme la plus générale est
oo ( a+c b >
b a-—c

ol b peut toujours étre choisi réel. En paramétrant |p(«a)) sous la forme

fotay = (25

sin a/2
trouver les valeurs de ag en cherchant les extrema de (p(o)|H|p(a)). Retrouver ainsi (2.35).

4.4.3 Théoréme de Feynman-Hellmann

Soit un hamiltonien H dépendant d’un parameétre A : H = H(X), E()\) une valeur
propre simple et |¢())) le vecteur propre normalisé (||¢(M\)||2 = 1) correspondant

HNIp(N) = EMN)le(N))

Montrer le théoréme de Feynman-Hellmann
(o)) OH
— = )| —=—|eA 4.49
% = ()] 55| ) (4.49)

4.4.4 Evolution temporelle d’un systéme a deux niveaux

On considére un systéme a deux niveaux de hamiltonien H représenté par la matrice

A B
m=n(5 ")

dans la base
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D’aprés (2.35), les valeurs propres et vecteurs propres de H sont

—— 0 0
By = nWATT B [xa)=cost|4) +sin g |)
——— 0 0
E_ = —h\/A2 + B? |X_>:—sin§\+)+cos§|—>
avec B
A=+/A2 + B2 cosf B=+A2+ B2 sinf tan@:z

1. Le vecteur d’état |p(t)) au temps ¢ peut se décomposer sur la base {|+),|—)}

lp(t)) = c+(B)+) +e—()]-)

Ecrire le systéme d’équations différentielles couplées auquel obéissent les composantes ¢ (t)
et c_(t).

2. On décompose |p(t = 0)) sur la base {|x+),|x—)}
le(t = 0)) = [»(0)) = Alx+) + plx-) A2+ [ul® =1

Montrer que c4 (t) = (+|p(t)) s’écrit
; 0 ; 0
cy(t) = Ae 10/ 2 cos 5 pel/2gin 5

avec Q = 2v/ A2 + B2 : hQ) est la différence d’énergie entre les deux niveaux. En déduire
que c4(t) (de méme que c_(t)) vérifie I’équation différentielle

3. On suppose que ¢4 (0) = 0. En déduire A et o & une phase prés ainsi que c4 (t). Montrer
que la probabilité de trouver le systéme au temps ¢ dans I’état |+) est

Ot B? Ot
— win20 «in2 2
py (t) = sin” 0 sin <7) R sin <7)

4. Montrer que si ¢y (t =0) =1 alors
Ot Qt
c4(t) = cos o icosfsin )

En déduire p, (t) et p_(t), et vérifier la compatibilité du résultat avec celui de la question
précédente.

4.4.5 Inégalités de Heisenberg temporelles
1. Supposons qu’il existe un opérateur hermitien 7' obéissant & [T, H| = ihl. En examinant
I’état )

V) = HeloT|E)
ou |E) est un état propre de H, H|E) = E|E), montrer que le spectre de H ne serait pas
borné inférieurement.
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2. Soit |¢) le vecteur d’état au temps ¢ = 0 d’une particule instable, et soit p(t) sa probabilité
de survie, c’est-a-dire la probabilité que cette particule ne soit pas désintégrée au temps t. La
particule est supposée isolée de toute influence extérieure (mais pas des champs quantifiés),
de sorte que le hamiltonien H qui régit la désintégration est indépendant du temps. Soit
[1(t)) le vecteur d’état au temps t de I’ensemble particule + champs quantifiés

vy =exp (=51 19

L’amplitude de probabilité pour trouver le systéme quantique au temps ¢t dans |¢) est

iHt
o(0) = (el = (el exo (-1 ) o)
et la probabilité de survie est

p(t) = [e(®)]* = [(w(D)|e)|* = B@OIPl(D)

o P = |p)(¢| est le projecteur sur I’état initial. On se restreint d’abord & des temps courts.
Montrer que pour ¢t — 0
(AH)?
h2
de sorte que pour des temps trés courts, la loi de désintégration n’est certainement pas
exponentielle. Les valeurs moyennes de H et H? sont calculées avec |p). On remarque que
AH doit étre fini, sinon |¢) n’appartiendrait pas au domaine de H?2, ce qui serait dificile &
imaginer physiquement (voir le chapitre 7 pour la définition du domaine d’un opérateur).

p(t)ZI_ t27

3. Un résultat plus général est obtenu comme suit. Montrer d’abord que
AP? = (P) — (P)?

et utiliser la forme générale de l'inégalité de Heisenberg temporelle (4.27) pour montrer
I'inégalité
dp(t) ‘ 2AH ———
—_— < — 1-p).
o < Vel-p)

En intégrant cette équation différentielle, déduire

AH

h
p(t) 2cos2<tT) 0<t< —

2AH

4.4.6 L’énigme des neutrinos solaires

Les réactions nucléaires a ’'intérieur du Soleil produisent en abondance des neutrinos
électroniques ve ; 95 % de ces neutrinos sont produits dans la réaction

p+p — H+el +re

La Terre regoit du Soleil 6.5 x 10™* neutrinos par seconde et par m?2. Depuis une trentaine
d’années, plusieurs expériences ont tenté de détecter ces neutrinos, mais toutes ces expé-
riences concordent pour conclure que le flux de neutrinos mesuré est seulement la moitié
environ du flux calculé a partir du modéle standard du Soleil. Or ce modéle est considéré
comme particuliérement fiable?°, en particulier en raison des résultats récents de ’héliosis-
mologie : les incertitudes sur le modéle solaire ne peuvent en aucun cas expliquer ce « déficit

20. L’intérieur du Soleil est connu de fagon bien plus précise que celui de la Terre!
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en neutrinos solaires ». La combinaison de trois expériences (cf. la note 4 du chapitre 1), a
permis de montrer sans aucun doute possible que ce déficit en neutrinos est dii a la trans-
formation des neutrinos ve en d’autres sortes de neutrinos au cours de leur voyage entre
la Terre et le Soleil : ces expériences montrent que le flux total de neutrinos prévu par le
modéle du Soleil est correct, mais que c’est le flux de neutrinos électroniques qui est trop
faible. Nous allons faire une théorie simplifiée, mais qui donne l’essentiel de la physique
sous-jacente, en supposant

e qu’il existe seulement deux types de neutrinos, le neutrino électronique v, et le
neutrino muonique v, (en fait il existe une troisiéme sorte de neutrino, le neutrino
T V)

e que tout le phénomeéne se passe dans le vide dans la propagation entre la Terre et le
Soleil (en fait la propagation dans le Soleil joue aussi un role important)Ql.

On a longtemps admis que les neutrinos étaient des particules de masse nulle. Si au
contraire ils sont massifs, on peut se placer dans leur référentiel au repos et écrire le hamil-
tonien dans la base {|ve), [vu)}

=) ma=() a2 )

L’élément non diagonal m permet des transitions entre neutrinos électroniques et neutrinos
muoniques.

1. Montrer que les états ayant une masse déterminée sont |v1) et |v2)

0 0
[v1) = cos 5 |ve) + sin 5 [vu)
0 0
|v2) = —sin 5 |ve) + cos 5 [vu)

avec

et que les masses mi et mo sont

2
my = 7m5—;mu+\/m2+<7me 2m”>

. 2
ma = 7me—|2—mu —\/77124-(77“e 2m”>

2. Les neutrinos se propagent avec une vitesse proche de celle de la lumiére : leur énergie est
trés grande par rapport & (m)c?, ol (m) est une masse typique figurant dans H. Montrer
que si un neutrino électronique est produit au temps ¢ = 0 dans le Soleil, le vecteur d’état
étant

0 0
[p(t = 0) = e} = cos _ i) —sin _ |v)

le vecteur d’état au temps ¢ a pour composante sur |ve)

i 0 0 _.
(Vel|(t)) = e ~1E1E/R <Cosz 5 + sin? 5 o —IAE t/h)

21. Voir Abers [2004], chapitre 6, pour une discussion élémentaire de cette propagation.
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ou AE = E2 — E7. En déduire que la probabilité de trouver un neutrino ve au temps t est

p.(t) =1 — sin? @ sin? <ﬁ>

Ce phénoméne de transformation est appelé oscillation neutrino.
3. Si p > (m)c est 'impulsion des neutrinos, montrer que

(m3 —mi)c®  Am?c3

2p 2p

AE =

avec Am? = m% — m%

4. En supposant qu’il existe une demi-oscillation sur le parcours Soleil-Terre (c’est-a-dire
AFEt/h = 7) pour des neutrinos de 8 MeV, quel est I'ordre de propriété de la différence des
masses carrées Am? ? La distance Terre-Soleil est de 150 millions de kilométres.

4.4.7 Points de vue de Schrodinger et de Heisenberg
Soit un opérateur hermitien A dépendant du temps dans le point de vue de Schrodinger :
A = A(t). Le hamiltonien H est aussi supposé dépendant du temps. Montrer que
An(t) = ULt to) AU (t, to)

vérifie
dAg
dt

ih
! ot

ou Hy(t) et (0A/0t)m sont obtenus a partir de H(t) et (0A(t)/0t) par la loi de transfor-
mation utilisée pour A.

= [Au(t), Hu(V)] + ih <3A(t> )
H

4.4.8 Le systéme des mésons K neutres : évolution
non unitaire

Supposons que l’on crée au temps ¢ = 0 une particule instable A de masse m. Le

vecteur d’état au temps ¢t = 0 est |¢). Au temps ¢ la composante c(t) de [(t)) sur |p) est
c(t) = (p|(t)) (voir (4.31)). Sila particule A était stable, c(t) serait simplement donné par

Bt ,mczt
c(t) :exp(—l—) :exp(—l )
h
dans son référentiel au repos, ol son énergie est E = mc?, et I'on aurait |c¢(t)|? = 1 pour tout
t : la probabilité que la particule existe au temps ¢ serait toujours égale & un. Cependant
on suppose la particule instable et sa loi de désintégration suit une exponentielle (4.36)

oft) = exp( i) exp( - L)

2T

ol T est la vie moyenne. Si I'on s’intéresse uniquement au vecteur d’état |¢(t)) de la par-
ticule, on peut rendre compte de la forme de ¢(t) en utilisant une évolution non unitaire
(ceci sera vu en détail au chapitre 17 : I’évolution d’un systéme qui n’est pas fermé n’est
pas unitaire) et écrire une équation différentielle pour c(t)

ihe(t) = (m02 —i %)c(t)
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On se propose de généraliser cette description au cas d’un systéme a deux niveaux,
le systéme des mésons K neutres, écrite dans le référentiel au repos de ces mésons : t est
le temps propre, en généralisant 1’équation précédente. Il existe deux types de mésons K
neutres??, le méson KO formé d’un quark d et d’un antiquark étrange 3, et le méson KO
formé d’un antiquark d et d’un quark étrange s. On rappelle que les charges des quarks
u, d et s sont respectivement 2/3, —1/3 et —1/3 en unité de la charge du proton. La
production de ces mésons se fait par interaction forte, et cette interaction vérifie une loi de
conservation analogue a celle de la charge électrique : le nombre de quarks étranges moins le
nombre d’antiquarks étranges est conservé (de méme que dans une réaction impliquant des
électrons et des positrons, le nombre d’électrons moins le nombre de positrons est conservé
par conservation de la charge électrique). Donnons quelques exemples : le méson 7+ est une
combinaison (ud), le méson 7~ une combinaison (7 d) et la particule A° une combinaison
(uds). Les réactions

7~ (@d) + proton (uud) — K°(d3s) + A° (uds)

ou
KO (ds) + proton (vud) — 1 (ud) + A° (uds)

sont permises, tandis que
7~ (ud) + proton (uud) — KO(ds) + A° (uds)

ou
K% (d3) + proton (vud) — 7t (ud) + A (uds)
sont interdites.
1. Le systéme (K°, KO) est un systéme a deux niveaux dont le vecteur d’état |p(t)) peut
s’écrire
o)) = e(t)|K°) +2(t)| K°)

dans la base {|K°), |[K9)}. Les composantes du vecteur |(t)) obéissent a une équation

d’évolution
(@) c(t)
lh(é(t)) - M(E(t))

ou M est une matrice 2 x 2. Soit C opérateur de « conjugaison de charge » qui échange
particules et antiparticules??

CIK) = |K°) CIKO) = |K°)
Montrer que si M commute avec C, sa forme la plus générale est
A B
u=(53)

ou A et B sont a priori deux nombres complexes, car la matrice M n’est pas hermitienne.

22. 1l existe aussi deux mésons K chargés, le méson K+ (u3) et le méson K~ (us).

23. On peut généraliser le raisonnement en utilisant au lieu de C le produit CP, ou P est
lopération parité. En fait I'expérience montre que [M,CP] # 0, mais les corrections sont
trés faibles.
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2. Quels sont les vecteurs propres |K1) et |K2) de M ? Montrer que ce sont ces deux états
qui ont une énergie et une vie moyenne bien déterminées. Si au temps t = 0, |¢(t)) a pour
composantes ¢(0) et ¢(0), calculer ¢(t) et €(t). On posera

A= % [(El + E>) — gL(Fl +F2)}
B = % [(El — E2) — ?(Fl —Fz)}

3. On produit au temps ¢t = 0 un méson K° dans la réaction
7~ (@d) + proton (uud) — K°(ds) + A® (uds)

Quelle est la probabilité?4 pour trouver un méson KO au temps ¢t 7 En supposant 'y > I'a,
montrer que la probabilité d’observer la réaction

KO (ds) + proton (uud) — n 7 (uwd) + A° (uds)

est proportionnelle pour t ~ 71 = 1/I'; &

I'it By — Eo)t
p(t) =1—2exp <—%) cos % +exp(—=I1¢)

Tracer la courbe représentative de p(t). Que pensez-vous des ordres de grandeur respectifs
de (E1 — E2) et de E1 ou E2? Comment pourrait-on mesurer (E1 — E2)? Les valeurs
numériques sont : 7 ~ 107105, 7 ~10~7s, E; ~ Ey ~ 500 MeV.

4.5 Bibliographie

Notre présentation des postulats de la mécanique quantique s’écarte sensiblement des
exposés classiques que 1’on trouvera par exemple dans Messiah [1959], chapitre VIII, Cohen-
Tannoudji et al. [1973], chapitre III, ou Basdevant et Dalibard [2000], chapitre 5. Le lecteur
pourra aussi consulter Ballentine [1998|, chapitre 9, Peres [1993], chapitre 2, Isham [1995],
chapitre 5 et Omnes [1994]. Une discussion qualitative des inégalités de Heisenberg se trouve
dans Lévy-Leblond et Balibar[1984], chapitre 3. Les inégalités de Heisenberg temporelles
sont traitées de fagon imprécise, voire incorrecte, dans certains manuels; deux exceptions
sont Peres [1993], chapitre 12, et Ballentine [1998], chapitre 12.

24. En pratique les mésons K se propagent en ligne droite a partir de leur point de
production avec une vitesse proche de la vitesse de la lumiére, et on se place a une distance
I~ ct(1 —v?/c?)~1/2 du point de production.
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Chapitre 5

Systémes a nombre de niveaux fini

E CHAPITRE EXAMINE QUELQUES APPLICATIONS simples de la mécanique
(jquantique7 dans des situations ot ’on obtient une bonne modélisation d’un
systéme quantique en se restreignant a un espace des états de dimension finie.
Si chaque niveau d’énergie, méme dégénéré, est compté une fois, la dimen-
sion de l'espace de Hilbert des états H est égale au nombre de niveaux : c’est
pourquoi on parle de systéeme a mombre de niveauz fini. Les deux premiers
exemples seront empruntés & la chimie quantique et nous permettront d’étu-
dier le cas stationnaire, celui d’'un hamiltonien indépendant du temps. Cepen-
dant, le point essentiel de ce chapitre est 'introduction de la dépendance par
rapport au temps induite par un couplage du systéme & deux niveaux avec un
champ extérieur classique périodique. Cette dépendance par rapport au temps
sera illustrée par trois exemples d’une grande importance pratique : la réso-
nance magnétique nucléaire ou RMN (section 5.2), la molécule d’ammoniac
(section 5.3) et 'atome & deux niveaux (section 5.4).

5.1 Chimie quantique élémentaire

5.1.1 Molécule d’éthyléne

La molécule d’éthyléne CoHy servira d’introduction au sujet. L'« ossa-
ture » de cette molécule est formée par les liaisons dites liaisons o : des paires
d’électrons o de spin opposé sont mises en commun entre les deux atomes
de carbone ainsi qu’entre les atomes de carbone et les atomes d’hydrogéne,
formant un ion (CoHy) ™t (figure 5.1). Il reste a placer deux électrons, appelés
électrons m, qui sont mobiles : schématiquement ces deux électrons peuvent
sauter d’un atome de carbone a I'autre. On dit qu’ils sont délocalisés. Le fait
de traiter séparément électrons 7 et électrons o est bien str une approxima-
tion, mais cette approximation joue un grand roéle dans la théorie de la liaison
chimique. Commengons par placer le premier électron 7. Celui-ci peut étre
localisé au voisinage de I’atome de carbone 1 ; I’état quantique correspondant
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le1) lp2)

Fia. 5.2 — Les deux états possibles d’un électron m, localisés au voisinage de
I’atome 1 ou de I'atome 2.

sera désigné par |p1). Il peut aussi étre localisé au voisinage de I'atome de
carbone 2, et I'état quantique correspondant sera désigné par |p2) (figure 5.2).
L’énergie de cet électron localisé sur 'atome 1 ou 'atome 2 est Fy, la méme
par symétrie entre les deux atomes. Nous allons prendre comme approxima-
tion de I'espace des états un espace & deux dimensions H dont les vecteurs de
base sont {|¢1), |p2)}. Dans cette base, le hamiltonien s’écrit provisoirement

Ey O
Ho= (" Holp1,2) = Eolp,2) (5.1)
0 E

Cependant ce hamiltonien est incomplet, car nous n’avons pas tenu compte de
la possibilité pour I’électron de sauter d’un atome de carbone & ’autre. Dans
le cadre de nos approximations, qui sont celles de la théorie des orbitales
moléculaires de Hiickel, la forme la plus générale de H est

H= (@1 Ef) (5.2)

et I’élément non diagonal —A de H autorise précisément des transitions entre
lp1) et |p2). Un choix adéquat de la phase des vecteurs de base nous a permis
de prendre A réel : ¢f. § 2.3.2. Nous avons affecté A d’un signe (—) qui n’est
pas indifférent, car il est possible de montrer que A > 0.
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Si A # 0, les états |p1) et |¢2) ne sont plus des états stationnaires. Comme
nous 'avons vu au § 2.3.2, les vecteurs propres de H sont maintenant

) = 5 (oo + leal) = 75 (}) (5.3

1 1 1
) = o5 (oo = beal) = o5 () (5.4
Hio) = (Bo- Als)  HhO) =G ) 65

Comme A > 0, Iétat symétrique |x+) est I'état d’énergie la plus basse. Le
spectre du hamiltonien est donné sur la figure 5.3 : I'état fondamental est
létat |y ), d’énergie (Ey — A). On peut donner une interprétation spatiale de
ces résultats en examinant la localisation de 1’électron sur la droite joignant
les deux atomes de carbone prise comme axe des x, l'origine étant située au
milieu de cette droite. Comme nous le verrons en détail au chapitre 9, si |z) est
un vecteur propre de 'opérateur position, la quantité (z|p1) est Pamplitude de
probabilité pour trouver au point x I’électron dans I’état |©1). Au chapitre 9,
cette amplitude de probabilité sera appelée la fonction d’onde de 1’électron.
Le module au carré de cette amplitude de probabilité donne la probabilité! de
trouver I’électron au point x, aussi appelée probabilité de présence de l’électron
au point x. Cette interprétation permet de représenter qualitativement sur la
figure 5.4 les amplitudes de probabilité yi(z) = (z|x+) correspondant aux
états | x4 ). La probabilité de présence correspondante s’annule & l'origine dans
le cas antisymétrique |x— ), mais non dans le cas symétrique |y ). Le caractére
symétrique ou antisymétrique de la fonction d’onde de I’état fondamental est
lié au signe de A. En pratique, un état fondamental est toujours symétrique,
ce qui correspond & A > 0.

Ey+ A

2A
Ey

Ey—A
F1a. 5.3 — Niveaux d’énergie d’un électron 7.

Il nous reste a placer le second électron : ceci se fera trés simplement
si nous pouvons ignorer les interactions entre cet électron et le précédent,

1. Plus précisément c’est une probabilité par unité de longueur : |(x|p)|?dz est la pro-
babilité de trouver la particule dans l'intervalle [z, z + dx] : voir § 9.1.2.
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® ® @ t ®

1 0 1 0 2
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F1a. 5.4 — Amplitudes de probabilité pour trouver un électron 7 en un point z.

c’est-a-dire utiliser 'approximation des électrons indépendants. Pour obte-
nir I'état fondamental, il suffit de placer le second électron dans U'état |y )
d’énergie (Ep — A). Le principe de Pauli (chapitre 14) restreint alors les états
de spin : si le premier électron a son spin up (|+)), le second électron doit
avoir son spin down (|—)), ainsi que nous le verrons au chapitre 14. L’état
fondamental de la liaison 7 est finalement 2(Ey — A) ; —2A est appelé énergie
de délocalisation des électrons m. Il faut souligner le role crucial de [’approxi-
mation des particules indépendantes utilisée dans le raisonnement ci-dessus :
les électrons m n’interagissent pas avec les électrons ¢ et n’interagissent pas
entre eux. Cette modélisation est difficile & justifier a partir des principes fon-
damentaux, ou de ce que l'on appelle aujourd’hui des calculs ab initio, mais
elle se révéle d'un intérét pratique considérable.

5.1.2 Molécule de benzéne

Dans la molécule de benzéne, l'ossature o de lion (CgHg)®" forme un
hexagone. Si 'on rajoute les 6 électrons 7 de fagon a former trois doubles
liaisons, on obtient la formule de Kékulé (figure 5.5a), et on prédit une énergie
6(Ey — A) pour 'état fondamental. On sait par un raisonnement de chimie
que la formule de Kékulé ne peut pas étre tout a fait correcte?, et nous allons
effectivement voir que tenir compte de la délocalisation des électrons 7 tout au
long de la chaine hexagonale conduit & une énergie plus basse que 6(Eyp—A4) : la
formule de Kékulé ne donne pas correctement ’énergie de I’état fondamental.
Examinons pour commencer ’addition d'un seul électron, et numérotons?
de 0 & 5 les atomes de carbone le long de la chaine hexagonale en prenant

2. Par exemple il existe une seule forme d’orthodibromobenzéne, alors que la formule de
Kékulé en prévoit deux différentes. On peut aussi remarquer que la longueur de la liaison
entre deux atomes de carbone dans le benzéne (1.40 A) est intermédiaire entre une simple
(1.54 A) et une double (1.35 A) liaison.

3. Comme nous le verrons dans un instant, il est plus commode de numéroter de 0 & 5
que de 1 4 6!
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H

0

H H C
5% 1
1 C Cla

- H
C
(a) (b) 3
H

F1G. 5.5 — (a) Configuration hexagonale d’une molécule de benzéne. (b) Ossature
des électrons o.

une origine arbitraire (figure 5.5b). Nous notons |p3) par exemple I'état o
I’électron est localisé au voisinage de ’atome n°® 3. Comme il n’est pas plus
difficile de traiter un nombre quelconque N d’atomes de carbone formant une
chaine fermée, c’est-a-dire un polygone régulier & N cOtés, nous notons |¢;,)
I’état ot ’électron est localisé au voisinage de 'atome n°®n, n =0,1,..., N—1,
en prenant N = 6 pour le benzéne. Les atomes n et n + N sont identiques :
n =n+ N. L’espace des états est & N dimensions, et le hamiltonien est défini
par son action sur |¢y,)

Hlpn) = Eolpn) = Allpn-1) + lont1)) (5.6)

Pour trouver les valeurs propres et vecteurs propres de H, nous allons exploiter
la symétrie du probléme sous toute permutation circulaire des N atomes de
la chaine. Soit Up l'opérateur unitaire qui effectue une permutation circulaire
des atomes dans le sens n — (n — 1)

Uplpn) = l¢n-1)  Ublgn) = Up'len) = lons1) (5.7)
D’aprés (5.6) et (5.7) nous pouvons écrire le hamiltonien sous la forme
H = Eol — A(Up + U},) (5.8)
ce qui implique que H et Up commutent

[H,Up] =0 (5.9)
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et ont une base de vecteurs propres communs. Cherchons les vecteurs propres
et valeurs propres de Up, qui est a priori un opérateur plus simple que
H. Comme Up est unitaire, ses valeurs propres sont de la forme exp(id)
(cf. § 2.3.4). Comme (Up)" = I, on doit avoir exp(iNJ) = 1, et par conséquent
les valeurs propres sont indicées par un indice entier s

52552% s=0,1,...,.N -1 (5.10)
Nous avons donc déterminé N valeurs propres distinctes de Up. Comme Up
agit dans un espace de dimension N, les vecteurs propres correspondants sont
orthogonaux et forment une base de H. Ecrivons un vecteur propre normalisé
|xs) sous la forme

N-—-1 N—-1
Xs) = Z Cnlpn) Z |Cn|2 =1 (5.11)
n=0 n=0

Nous avons d’une part

N—-1 N—-1
UP‘XS> = Z Cn“ﬂn—1> = Z Cn+1|%0n>
n=0 n=0

et d’autre part
N—1

Uplxs) = ei63|XS> = Z eiéscn|@n>

n=0
L’identification des coefficients de |p,) dans ces deux équations conduit a

Cny1 = e¥sc, soit ¢, =e™4cq

Ceci donne pour le vecteur propre correspondant a la valeur propre exp(ids)

1 N—-1
inds

Xs) = —F—= € |pn 5.12

) = 7 e e (5.12)

Le choix ¢ = 1/v/ N assure la normalisation de |x;). Compte tenu de I'ex-
pression (5.8) de H, la valeur propre Fy est donnée par

E,=FEy— A(ei53 + e*i‘SS) = Fy — 2Acos i,

soit (figure 5.6)

2
B, = Ey — 2A cos %s (5.13)

Nous aurions pu arriver directement & (5.13) sans passer par Uintermédiaire
de l'opérateur de permutation circulaire Up. Néanmoins ce passage par Up
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illustre une stratégie générale et non une « astuce de calcul ». Nous aurons
souvent & mettre en ceuvre cette stratégie, car elle simplifie, et parfois de
fagon considérable, la diagonalisation du hamiltonien : au lieu de diagonaliser
directement H, on diagonalise d’abord les opérateurs de symétrie unitaires
qui commutent avec H, lorsque de tels opérateurs existent en raison d’une
symétrie du probléme physique.

On remarque que les valeurs s et § = N — s donnent les mémes valeurs
de Pénergie : en dehors de s = 0 et s = N — 1 (pour N pair), les niveaux
d’énergie sont deux fois dégénérés. Il est possible d’écrire les vecteurs propres
de H avec des composantes réelles en prenant des combinaison linéaires de

Xs) et [xs)

2wns
|Xs )= 7 (Ixs) +1x3)) \/7 Z cos |on) (5.14)

_ 1 27ms
AL \/7 Z sin |0n) (5.15)

Nous pouvons maintenant rassembler les résultats pour les valeurs propres
de H et les vecteurs propres correspondants dans le cas du benzéne : N =
6, cos(2m/6) = 1/2, sin(27/6) = \/3/2 (figure 5.6)

s =0 E=FE,—2A
1
|X0> = _6 (171717171717)
s=1,5=5 E=FEy - A
1 1 1 11 11 1 1
O LN
|X1> 3<727 27 7272 |X1> 07272707 27 9
s=2 5=4 E=E+A
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 7= 1a_ ) 5 L a__> 2 :( [P 7_a__>
e 3( 2222 ) =(0373:0573
s=5=3 E=Fy+2A
1
= —(1,-1,1,-1,1,-1 5.16
X3) \/6( ) (5.16)

Cherchons maintenant I’état fondamental, c’est-a-dire 1’état de plus basse
énergie, en placant les 6 électrons 7 délocalisés. A I’approximation des élec-
trons indépendants, cet état sera obtenu en mettant d’abord deux électrons
de spin opposé dans le niveau Ey —2A, le principe de Pauli (chapitre 14) nous
interdisant d’y mettre d’autres électrons. Le niveau (Fy— A) étant doublement
dégénéré, nous pouvons y mettre quatre électrons (deux paires d’électrons de
spin opposé) ce qui donne une énergie totale

FE = 2(E0 — 2A) + 4(E0 - A) =6Fy — 8A (517)
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E
s=3
Ey+2A
s=2
s=4 Eo+ A
/3
/3
/3
s=DH Eo—A
s=1
Ey—2A

s=0

F1G. 5.6 — Niveaux d’énergie d’un électron 7 de la molécule de benzéne.

Cette énergie est inférieure de 24 a celle (6 Ey — 6A) de la formule de Kékulé :
les électrons 7 du benzéne ne sont pas localisés sur des doubles liaisons, mais
ils sont délocalisés le long de I’ensemble de la chaine hexagonale, et cette forme
de délocalisation diminue I’énergie de 2A.

La comparaison entre la chaleur? d’hydrogénation du benzéne en cyclo-

hexane
CgHg +3Hy — CgHyo — 49.8 kcal/mole

et celle du cyclohexéne, qui contient une seule double liaison
CGHlo + H2 — Cngg — 28.6 kcal/mole

permet d’estimer 24 : 24 = 3 x 28.6 — 49.8 = 36 kcal/mole ~ 1.6 eV. Cepen-
dant cette estimation est au mieux un ordre de grandeur, car elle est sujette
a des incertitudes difficiles & apprécier. Elles sont dues a4 "'approximation des
électrons indépendants, qui est loin d’étre bien controlée.

5.2 Résonance magnétique nucléaire (RMN)

Dans la section 5.1, nous avons étudié les niveaux d’énergie de hamiltoniens
indépendants du temps. Dans les trois sections qui vont suivre, nous allons in-
troduire une interaction dépendant du temps pour un systéme a deux niveaux,

4. Pour les puristes : il s’agit en fait d’une variation d’enthalpie, mais la différence est
négligeable.
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en plongeant le systéme dans un champ extérieur classique périodique de fré-
quence w. Dans ces conditions il n’y a évidemment plus d’états stationnaires,
et le probléme intéressant devient I’étude des transitions d’un niveau a l’autre
sous l'influence du champ extérieur. Nous montrerons le résultat fondamental
suivant : si w >~ wq, ot wy est la différence d’énergie entre les deux niveaux,
on observe un remarquable phénoméne de résonance. Nous allons en donner
trois exemples d’une grande importance pratique : la résonance magnétique
nucléaire dans cette section, la molécule d’ammoniac dans la section 5.3 et
I’atome & deux niveaux dans la section 5.4.

5.2.1 Spin 1/2 dans un champ magnétique périodique

La résonance magnétique nucléaire (RMN) repose sur le fait que les noyaux
atomiques de spin non nul possédent des moments magnétiques. Nous nous
limiterons aux noyaux de spin 1/2 (*H, 13C, 19F, etc.) dont le moment ma-
gnétique, qui est un opérateur en mécanique quantique, est donné par

= 1
L=75= 3 Yh& (5.18)

ot S est lopérateur de spin défini dans la section 3.2, v et le facteur gyroma-
gnétique

dp
2m,,

v=7 (5.19)
avec § = 5.59 pour le proton, 1.40 pour le 3C, 5.26 pour le '°F, etc. Le
spin nucléaire est placé dans un champ magnétique By dirigé suivant Oz.
Suivant (3.61), le hamiltonien Hy du spin nucléaire s’écrit

_ 1 1
H():—ﬁ-B():—§’yhBodz :—§M00z (520)
avec wy = By, soit encore sous forme matricielle dans une base o o, est
diagonal
1 wo 0
Hy=—5h ( 0 _WO) (5.21)

On note que, comme la charge du proton g, est positive, on n’introduit pas
de signe moins dans la définition de wg, contrairement & ce qui avait été fait
dans la section 3.2.5 pour le cas de l'électron. wy est la fréquence de Larmor,
la fréquence de précession du moment magnétique classique autour de §0
(figure 3.7) ; dans le cas du proton la précession de Larmor s’effectue dans le
sens inverse du sens trigonométrique. L’état |[+) a une énergie —hwp/2, 'état
|—) une énergie fwy/2 ; on est donc en présence d’un systéme a deux niveaux :
les deux niveaux Zeeman (§ 3.2.5) d’un spin 1/2 dans un champ magnétique,
la différence d’énergie étant fiwy.
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On ajoute au champ constant By un champ périodique B (t) situé dans le
plan 2Oy tournant dans le sens inverse du sens trigonométrique®, c’est-a-dire
dans le méme sens que la précession de Larmor, avec une vitesse angulaire w

Bi(t) = Bi(& coswt — jsinwt) (5.22)

En pratique un tel champ peut étre obtenu au moyen de deux bobines placées
le long des axes Oz et Oy, alimentées en courant alternatif de fréquence w.
La contribution au hamiltonien induite par le champ Bi(t) est
3 1 .

Hyi(t)=—ji-B1(t) = —3 hw (04 coswt — oy sinwt) (5.23)
ou wy = vBj est la fréquence de Rabi, souvent appelée fréquence de nutation
wnut en RMN. 1l sera commode pour écrire H; d’utiliser les matrices o4 =
(0 £1i0y)/2 qui obéissent aux relations de commutation

[02,04] = +204 (5.24)
H; prend alors la forme
1 . .
Hy(t) = -5 hwy [o4 et +o_e ] (5.25)

Rappelons que le hamiltonien complet dépendant du temps est
H(t) = Ho+ Hy(t) (5.26)

Notre objectif est de résoudre 1’équation d’évolution (4.11) avec le hamilto-
nien dépendant du temps (5.26), c’est-a-dire déterminer le vecteur d’état du
spin 1/2 |¢(t)) en fonction du vecteur d’état a ¢t = 0, |¢(0)). Il est possible de
résoudre le systéme d’équations différentielles que 1'on déduit de (4.11) pour
les composantes (5.27) c4(t) de |¢(t)), mais il est plus élégant et plus rapide
de se ramener & un hamiltonien indépendant du temps, qui a de plus "avan-
tage de se préter & une interprétation géométrique. L’idée physique pour se
ramener & un hamiltonien indépendant du temps est d’utiliser un référentiel
Ozgyz tournant autour de Oz avec la vitesse angulaire w. Dans ce référentiel,
le champ B est indépendant du temps : B est orienté en permanence suivant
laxe Oz. Soit |p(t)) le vecteur d’état dans la base {|£)} correspondant au
référentiel fixe

lp(t)) = c+ (@)|+) +c- (1)) (5.27)

Pour passer aux axes tournants, nous utilisons (3.59) qui nous dit que 1'opé-
rateur de rotation d’un angle ¢ autour de Oz est exp(—ifo,/2). Les vecteurs
de base dans le référentiel tournant sont donc, avec = —wt

H’(t» _ eiwt02/2‘+> _ eiwt/2‘+> ‘i(t» _ eiwtaz/2|_> _ efiwt/2|_>

5. On pourrait aussi prendre un champ By (t) parallele & Oz : cf. Vexercice 5.5.6.
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Dans le référentiel tournant, les composantes de |¢(t)) sont

éx(t) = (EO)le(t)) = (e ™7/2 (1)) = (£|(1))

ol nous avons défini le vecteur d’état |@(t)) dans le référentiel tournant par

(1)) = 7=/ 2|ip(t)) [B(t = 0)) = [(t = 0)) (5.28)
L’équation d’évolution pour |@(¢)) devient

1) = ih s (720 = (% o + ﬁ(t)) ) (5.29)

avec
H(t) = e wto=/2 [ () eiwt=/2 = Hy + H (t) (5.30)

Pour calculer Hi(t), nous allons partir de la forme (5.25) de Hi(t). Les opé-
rateurs 64 (t)
6i(t) _ efiwtoz/2 Uieiwtoz/2 (531)

obéissent a 1’équation différentielle

q .
54 (1) = — 5 we

- —iwto, /2
at” 2 [

iwto, /2

0y, 04]€ = Fiwd 4 (t)

ol nous nous sommes servis de (5.24), d’on le résulat important que nous
aurons souvent ’occasion d’utiliser

61(t) =eT oy (5.32)

On en déduit immédiatement ’expression de H 1, qui comme promis est indé-
pendant du temps

1 1
H1:—§M1[U++O’,]:—§h¢d10$ (533)

La proportionnalité de Hy a o, ne devrait pas surprendre, puisque B est
aligné suivant O dans le référentiel tournant, et on aurait pu anticiper (5.332.

Combinant (5.29), (5.30) et (5.33), on déduit I'expression du hamiltonien H
dans le référentiel tournant

- 1 1
H = 5 h(SO'Z - 5 hW10'a; (534)

Le désaccord § = w — wq est défini comme la différence entre la fréquence de
rotation de B et la fréquence de Larmor.
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5.2.2 Oscillations de Rabi

Comme H est indépendant du temps, 'opérateur d’évolution en axes tour-

nants est U(t) = exp(—iHt/h). Le cas le plus simple est celui de la résonance,’
6 = 0. Dans le cas résonant, 'opérateur d’évolution se réduit a

2 iwito, )2 wit o wit

U(t) = 1= :ICOST +10’wS1n7 (5.35)

Par comparaison avec (3.59), nous voyons que U (t) est Popérateur de rotation
d’un angle § = —wit autour de 'axe Oz. Supposons que nous partions au
temps ¢ = 0 de 'état [$(0)) = |+); au temps ¢, compte tenu de o, |+) = |—),
le vecteur d’état est
. wit .. wit
|4(t)) = cos 71 |[+) +isin 71 |—) (5.36)
La probabilité p_(t) d’observer le spin dans I’état |—) est une fonction oscil-

lante de t

p_(t) = (—[o()[? = sin® “2- (537

Le spin passe donc périodiquement d’un niveau a l'autre, et ces oscillations
sont appelées oscillations de Rabi. A nouveau interprétation géométrique
de (5.35) est claire : a la résonance, la précession de Larmor est de fréquence
wo = w, et cette précession est exactement compensée par la rotation du
référentiel. Il reste donc uniquement la précession de Larmor due a B qui
s'effectue autour de O, puisque B est aligné suivant Oz (figure 5.7 (a)).

11 existe deux cas particuliers importants de (5.37). Le spin initialement
dans l'état |+) sera trouvé dans ’état |—) pour des temps ¢ donnés par

t 1
%:<n+§)7r n=0,1,2,3,... (5.38)

Si le champ de radiofréquences est appliqué pendant un temps t véri-
fiant (5.38), en général avec n = 0, on dit que 'on a appliqué une impulsion .
Dans l'interprétation géométrique, le spin orienté initialement suivant la di-
rection de z positifs se retrouve dans la direction des z négatifs (figure 5.7 (a)).
Lorsque
wlt 1 m

5 —<n+2> > n=20,1,2,3,... (5.39)
on dit que l’on a appliqué une impulsion 7 /2. Le spin se retrouve alors dans une
combinaison linéaire a poids égaux des états [+) et |—), et dans 'interprétation
géométrique, le spin orienté initialement suivant Oz se retrouve suivant Oy
(figure 5.7 (a)).

6. Nous verrons ultérieurement dans cette sous-section la raison de cette terminologie.
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F1G. 5.7 — Schéma de ’évolution temporelle du spin dans le référentiel tournant ;
le vecteur de Bloch b = () est représenté par une fleche épaisse dont 'extémité se
trouve sur une sphére de rayon unité. (a) A la résonance : impulsions /2 (t = t1)
et 7 (t = t2). (b) Hors résonance : I'angle 0 entre b et Beg est constant.

Hors résonance, lorsque § # 0, on définit un vecteur unitaire n par

. w1 §
iotome=—o ny =0 ne =g (5.40)
ot la fréquence 2 vaut
Q= \/w%+62= \/w%—k(w—wg)Q (5.41)

Avec ces définitions, on peut écrire 'opérateur d’évolution U sous la forme
d’un opérateur de rotation, et utiliser (3.49) pour le calculer

U(t) = exp <—i% [02ng + oyny + Uznz]> = exp (—i% o- ﬁ)

Ot Qt Qt 0 Qt
ZICOSE—i(&-ﬁ) sin7:Ic037+i(azﬂ—az—)sin—
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Si lon part au temps ¢ = 0 de I’état |+), la probabilité d’observer le spin dans
létat |—) au temps ¢ sera
~ s w0
p_(t) = (=IU@)+H)I" = o3 sin” —- (5.43)
Q 2
On voit que la probabilité maximale de transfert de ’état |+) vers l'état |—)
pour Qt/2 = 7/2 est donnée par une courbe de résonance de largeur 0

W w2 w2
p7 = —12 = 3 1 B} = 3 1 2 (5.44)
Q wi+4d wi + (w—wo)

Comme le montre la figure 5.8, les oscillations de Rabi sont maximales a la
résonance, et elles diminuent rapidement d’amplitude quand ¢ croit. L’inter-
prétation intuitive est claire : 'influence du champ de radiofréquences B est
maximale lorsque celui-ci tourne a la méme vitesse que le spin animé par
précession de Larmor autour de EO,

p.(t) 4 p.(t) 4

1

27 o 2

1) t ) t
F1G. 5.8 — Oscillations de Rabi : (a) 6 = 0 (b) § = 3w1. Dans le cas (b) la valeur
maximale de p_(t) est 1/10.

Revenons a l'interprétation géométrique de ces résultats hors résonance.
Si B, = 0, la précession de Larmor s’effectue dans le référentiel tournant
a la vitesse angulaire 6 = w — wy, et le champ magnétique effectif Bogr se
compose d’'un champ vertical de module 6/v et d’un champ horizontal B,
de module wy /v (figure 5.7 (b)). La précession de Larmor s’effectue autour
du champ B.g avec la fréquence angulaire Q (5.41). Un petit exercice de
géomeétrie (exercice 5.5.6) permet alors de retrouver (5.43).

5.2.3 Principes de la RMN et de 'IRM

La RMN est utilisée principalement pour déterminer la structure de molé-
cules d’intérét chimique ou biologique et pour I’étude de la matiére condensée
solide ou liquide. Une description détaillée du fonctionnement de la RMN nous
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Mélangeur
Tube I ®

Condensateur .
— Oscillateur

- < Coupleur RE |Ordinateur
_ directionnel

e L Loy, T

Amplificateur

2

2 By
VA== VW] ‘ UUU“
A/ -\

Trdnsformatlon de Fourler

1

bpectre
mo 0

Spire RF Spire
N du champ
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F1G. 5.9 — Schéma de principe d’'une RMN. Le champ statique Bo est horizontal et
le champ de radio-fréquences est généré par le solénoide vertical. Ce solénoide sert
aussi & détecter le signal (FID = Free Induction Decay). L’impulsion RF et le signal
sont dessinés en bas & gauche de la figure. On notera la décroissance exponentielle
du signal et le pic de sa tranformée de Fourier & w = wo. Adapté de Nielsen et
Chuang [2000].

entrainerait trop loin et nous ne ferons qu’effleurer le sujet. L’échantillon a
étudier est plongé dans un champ uniforme B% de quelques teslas, le champ
maximum accessible aujourd’hui étant d’une vingtaine de teslas (figure 5.9).
Si I’on veut caractériser une RMN, on donne plutét la fréquence” de résonance
Vo = wo/(2m) = vBy/(27) pour un proton : un champ de 1 tesla correspond a
une fréquence ~42.5 MHz, et on parlera donc d’'une RMN de 600 MHz si le
champ By vaut 14 teslas. En raison de la loi de Boltzmann (1.12), le niveau
|+) est plus peuplé que le niveau |—), du moins si v > 0, ce qui est le cas

usuel (t=0) .
Pet=Y _ o
o (t=0) exp (kBT) (5.45)

A la température ambiante et pour une RMN de 600 MHz, la différence de

population
Two

2kgT
entre les niveaux |+) et |—) est ~ 5 x 1075,

L’application d’un champ de radiofréquences gl(t) voisin de la résonance
pendant un temps ¢ tel que wit = 7, ou impulsion 7, (¢f. (5.38)) fait passer

Py — P

7. Voir la note 23 du chapitre 1.
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les spins de l’état |+) vers I’état |—), provoquant donc une inversion de po-
pulation par rapport a celle de I'équilibre, et 1’échantillon est hors équilibre.
Le retour a l’équilibre est contrélé par un temps de relaxation® noté 71, le
temps de relaxation longitudinale. On utilise en général une impulsion 7/2,
wit = /2. Ceci correspond géométriquement a une rotation du spin d’un
angle 7/2 autour d’un axe du plan Oy : si le spin est initialement paralléle
a Eo, il se retrouve dans un plan perpendiculaire a Bo, un plan transver-
sal (tandis qu’une impulsion 7 ameéne le spin dans la direction longitudinale
— By, voir la figure 5.7(a)). Le retour a Péquilibre est alors controlé par un
temps de relaxation noté Ts, le temps de relaxation transversale. En général
Ty < Ty, et le retour a ’équilibre est plus rapide pour une impulsion /2
que pour une impulsion 7 : ¢’est pourquoi 'impulsion 7/2 est préférée. Dans
tous les cas le retour a I’équilibre se fait en engendrant un champ magnétique
tournant a la fréquence wy dit au mouvement de rotation de I’ensemble des
spins qui forment un dipéle macroscopique, et I’analyse de Fourier du signal
donne un spectre de fréquences qui permet de remonter a la structure de la
molécule étudiée. Pour ce faire, on se fonde principalement sur les propriétés
suivantes :

e La fréquence de résonance dépend des noyaux par U'intermédiaire de +.

e Pour un méme noyau, la fréquence de résonance est légérement modifiée
par Ienvironnement chimique de ’atome correspondant, ce que ’on peut
traduire en définissant un champ magnétique effectif B agissant sur le
noyau

By = (1 —0)By o~10"°

o est appelé le déplacement chimique, et il existe des corrélations fortes
entre o et la nature du groupement chimique auquel appartient le noyau
considéré.

e Les interactions entre spins nucléaires voisins provoquent un clivage des
fréquences de résonance en plusieurs sous-fréquences, également carac-
téristiques des groupements chimiques.

Ceci est résumé dans la figure 5.10 qui donne un spectre RMN typique.
Dans le cas de 'imagerie par résonance magnétique® (IRM) on s’intéresse
exclusivement aux protons, contenus dans ’eau et les graisses. L’échantillon
est placé dans un champ éo non uniforme, ce qui fait que la fréquence de
résonance dépend du point d’espace. Comme ’amplitude du signal est direc-
tement proportionnelle & la densité des spins, et donc a celle des protons, on
peut en déduire, aprés des calculs informatiques complexes, une image tridi-
mensionnelle de la densité d’eau dans les tissus biologiques. Actuellement la

8. Lorsque ’on applique un champ EO, I’équilibre thermodynamique (5.45) ne s’établit
pas instantanément, mais seulement aprés un temps ~ 7T7.
9. L’adjectif nucléaire a été supprimé pour ne pas effrayer le public!
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OH CH, CH; ™S
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F1a. 5.10 — Spectre RMN des protons de I’éthanol CH3CH3OH obtenus avec une
RMN de 200 MHz. On observe trois pics associés au trois groupements OH, CHgz et
CH>. La courbe en tirets représente 'aire intégrée des signaux. Le signal TMS est
un signal de référence

résolution spatiale est de 'ordre du millimeétre, et on peut faire une image en
0.1 s. Ceci a permis le développement de I'IMR, fonctionnelle (IMRf), grace
a laquelle peut par exemple « voir le cerveau en action » en mesurant les va-
riations locales de débit sanguin. Les temps de relaxation longitudinale 77 et
transversale T jouent un grand role dans l'obtention et 'interprétation des
signaux de 'IMR.

Nous allons rencontrer a nouveau les oscillations de Rabi entre deux ni-
veaux dans les deux sections suivantes. Cependant, il existe une importante
différence de principe entre la RMN et les systémes étudiés dans ces deux
sections. Nous y reviendrons a la fin du § 5.4.1.

5.3 La molécule d’ammoniac

La molécule d’ammoniac nous fournit un second exemple concret d’un
systéme a deux niveaux que 1’on peut coupler & un champ extérieur périodique.
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5.3.1 La molécule d’ammoniac comme systéme
4 deux niveaux

La molécule d’ammoniac a une forme pyramidale, ou I'atome d’azote oc-
cupe le sommet de la pyramide et ou les trois atomes d’hydrogéne forment un
triangle équilatéral qui constitue la base de la pyramide (figure 5.11). Les mou-
vements possibles de cette molécule sont trés variés : elle peut effectuer des
mouvements de translation et de rotation dans I’espace, les atomes peuvent
vibrer autour de leur position d’équilibre, les électrons peuvent se trouver dans
des états excités. Une fois fixés les degrés de liberté de translation, rotation
et vibration pour la molécule dans son état fondamental électronique, il reste
encore deux configurations possibles pour la molécule en rotation'® autour de
son axe de symétrie, qui sont symétriques 'une de I'autre par réflexion par rap-
port & un plan (figure 5.11). Pour passer d’une configuration a Uautre, 'atome
d’azote doit traverser le plan des atomes d’hydrogéne. Ceci est possible grace
a un effet tunnel, que nous expliquerons au § 12.4.5. Dans ce qui suit, nous
allons nous intéresser uniquement & ces deux configurations, ce qui est justifié
en raison des énergies mises en jeu (¢f. la note 11). Comme dans le cas de
la molécule d’éthyléne, nous utiliserons pour décrire ces deux configurations

F1G. 5.11 — Les deux configurations de la molécule d’ammoniac.

10. L’importance de cette rotation pour générer deux configurations différentes est souli-
gnée par Feynman ; dans les exposés qui ont repris ultérieurement sa présentation originale,
ce mouvement de rotation a souvent été oublié. Mais si cette rotation est absente, on passe
continiiment d’une configuration & l’autre par une rotation dans ’espace!
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un espace des états a deux dimensions : la molécule dans I’état 1 (resp. 2) de
la figure 5.11 sera décrite par le vecteur de base |p1) (resp. |p2)). Si atome
d’azote ne pouvait jamais franchir le plan des atomes d’hydrogéne, 1’énergie
des états |p1) et |pso) serait identique, égale & Ey. Mais il existe une amplitude
non nulle pour franchir ce plan, et le hamiltonien prend la forme (5.2)

H = <E§1 ;5?) (5.46)

avec bien sir des valeurs de Ey et A différentes de celles de la section pré-
cédente. La valeur de Ej n’est pas importante pour notre discussion. En re-
vanche il vaut la peine d’observer que la valeur de A dans (5.46) differe de
celle de (5.2) par plusieurs ordres de grandeur. En effet nous avons maintenant
2A ~ 10~*eV, alors que précédemment 2A était de I'ordre de 1 eV : ceci refléte
le fait qu’il est facile & un électron 7 de sauter d’un atome a ’autre, alors qu’il
est trés difficile & ’atome d’azote de franchir le plan des atomes d’hydrogéne.
Cette énergie de 104 eV correspond & une fréquence de 24 GHz, ou & une
longueur d’onde de 1.25 cm, dans le domaine des ondes centimétriques. Elle
est trés faible par rapport aux énergies d’excitation des électrons (quelques
eV), faible par rapport aux énergies de vibration (~ 0.1eV) et méme de rota-
tion'! (~ 1073 eV). Cette comparaison justifie I'approximation par un systéme
a deux niveaux, car la différence entre deux niveaux de rotation successifs est
de Tordre de 10 A (figure 5.12). Cependant la molécule n’est pas dans son
niveau de rotation fondamental, car kgT ~ 0.025¢eV est grand par rapport a
~ 1073 €V : les niveaux de rotation sont thermiquement excités.

E,+ A
E/

E,+ A

Ey+ A
Ey

Ey— A

F1G. 5.12 — Clivage de deux niveaux Ey et Ej.

11. La molécule d’ammoniac posséde deux fréquences propres de rotation, dont une
dégénérée, correspondant & des énergies de 0.8 x 1073 eV et de 1.2 x 1073 eV (dégénérée),
et quatre modes de vibration dont deux dégénérés, I’énergie la plus faible étant de 0.12 eV.
De plus il faudrait tenir compte des complications dues a la structure hyperfine.
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Suivant la discussion du § 5.1.1, les niveaux d’énergie de H sont Fy F A,
correspondant aux états stationnaires (5.2) et (5.3)

Bo-4: == (lo0 + o) = ()

1 1 1
E + A N ) = — ( — > = — ( )
0 |X > \/5 |901> ‘¢2> \/5 -1
L’état symétrique |y ) est létat fondamental, d’énergie (Ey — A) et 1'état
antisymétrique |x_) est Uétat excité, d’énergie (Fy + A).

(5.47)

5.3.2 La molécule dans un champ électrique : le maser
4 ammoniac

La molécule d’ammoniac posséde un moment dipolaire électrique d qui,
par symétrie, est perpendiculaire au plan des atomes d’hydrogéne. Comme les
atomes d’hydrogéne ont tendance & perdre leurs électrons et ’atome d’azote
a les attirer, ce moment dipolaire est orienté de 'atome d’azote vers le plan
des atomes d’hydrogene (figure 5.11). Plagons la molécule dans un champ
électrique g dirigé suivant Oz. L’énergie d’un dipole classique d dans un champ
électrique g (nous utilisons une lettre calligraphiée pour le champ électrique,
afin d’éviter toute confusion avec 1’énergie) est

E=—-d-& (5.48)

En mécanique quantique, le moment dipolaire est un opérateur 13, qui s’ex-
prime en fonction des charges et des opérateurs position des différentes parti-
cules chargées. Nous admettrons que la restriction de D a notre sous-espace a
deux dimensions est donnée par la matrice suivante dans la base {|¢1), [p2)}

= d 0 = =z a& 0
_DH(O_d) —D-€—><0_d5)
Ceci correspond bien au schéma de la figure 5.11 : en effet, 'énergie de 1'état
|p1) de la figure 5.11 est +d & car le moment dipolaire est antiparalléle au
champ, et celle de I’état |p2) est —d & car le moment dipolaire est paralléle

au champ. En dernier ressort, la forme matricielle de ce moment dipolaire est
justifiée par 'accord avec l'expérience. Le hamiltonien prend donc la forme

. Ey+d€& —A
H—( A Eo—d5> (5.49)

Nous examinons d’abord le cas d’un champ électrique statique. Le hamiltonien
est alors indépendant du temps. Le calcul des valeurs propres est immédiat!'?

det(Eo—i—dE—E —A

A Eo—dg_E>Z(E—Eo)Q—(dE)Q—ﬁ:O

12. On peut aussi utiliser les résultats du § 2.3.2.
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E A

Eo + Vd2E2 + A2

Ey + A e

Ey +d€&

S it /4
Ey— A

By — VBEZ | A2 e

F1G. 5.13 — Valeurs de ’énergie en fonction du champ électrique €.

soit
E.L = EyF A%+ (d€)? (5.50)

Ces valeurs propres sont représentées sur la figure 5.13 en fonction de £. Si
d& > A, les énergies sont ~ Fy + d€ et les vecteurs propres correspondants
approximativement |p1) et [¢2). En pratique on se trouve dans le cas opposé :
d€& < A. On peut alors développer la racine carrée dans (5.50)

1 d?&?

A des termes d’ordre d £/(2A) prés (cf. exercice 5.5.4), les vecteurs propres
sont |x4) et |x—). Sile champ électrique n’est pas uniforme, la molécule sera
soumise a une force

ﬂ - a2 -,
Fy=-VEy=+VE (5.52)

Comme dans l'expérience de Stern-Gerlach, on pourra séparer expérimenta-
lement les états propres |y+) du hamiltonien (5.18) en utilisant un champ
électrique inhomogeéne!? : voir la figure 5.15.

Le schéma de niveaux que nous venons de trouver est trés général : il met
en évidence le phénoméne de répulsion des niveaux (figure 5.14). Si d€ > A,
les états propres du hamiltonien sont |p1) et |p2). Pour € = 0, ces deux
niveaux devraient se croiser et échanger leur stabilité. Il n’en est rien, a cause

13. En pratique le champ est choisi tel que I’état |x_) soit focalisé et I’état |x) défoca-
lisé : c¢f. Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 6.



160 Physique quantique
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F1a. 5.14 — Le phénoméne de répulsion des niveaux.

de la valeur non nulle de A, qui entraine que les deux niveaux ne se croisent
pas.
Supposons maintenant que le champ électrique est un champ oscillant

1 . .
E(t) = Eocoswt = 3 & (e“"t + e_“"t) & réel > 0 (5.53)

Le hamiltonien dépend explicitement du temps. Il sera commode de prendre
comme vecteurs de base les états stationnaires (5.47) |x4) et |x—) du hamilto-
nien (5.46), plutdt que |p1) et |p2). Le hamiltonien (5.49) devient dans cette
nouvelle base

H(t) = (Edog(t)A E(’iog-i(-tz> =Fgl— Ao, +dE o, coswt = Egl + Hy +W(f)

(5.54)
Ce hamiltonien est manifestement trés semblable a celui du § 5.2.1, et nous
pourrions utiliser les mémes techniques pour résoudre I’équation d’évolu-
tion (4.11). Toutefois, afin d’illustrer 'utilisation du point de vue de l'interac-
tion, nous allons plutét choisir ce point de vue en prenant pour hamiltonien

Hy (cf. § 4.2.5, le terme Ey I ne joue aucun role)
1
HO = —AO’Z = —5 hwo 0, (555)

Nous avons posé wy = 2A4/h, qui représente physiquement la fréquence an-
gulaire ~ 1.5 x 10'?rad.s~!' d’une onde électromagnétique émise lorsque la
molécule passe du niveau excité d’énergie (Ep + A) au niveau fondamental
d’énergie (Fy — A) : 2A est I'énergie du photon émis dans cette transition. La
fréquence wy est a nouveau appelée fréquence de résonance. Suivant (4.40),
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nous appelons |p(t)) le vecteur d’état dans le point de vue de U'interaction

1B(1)) = e ot/ () = e~ M0mst2 o)) (¢ = 0)) = |t = 0))
(5.56)
Comparant avec (5.28), nous voyons que nous avons choisi un référentiel tour-
nant dans le sens rétrograde avec la vitesse angulaire wy, et non w. Les deux
référentiels tournants coincident a la résonance. Pour transformer le terme
d’interaction W, nous récrivons d’abord

1 . . . .
W(t) = dé(o4+0_) coswt = 5 déo [o4e™ +ope ™ +o_ e +o_e

et nous utilisons I’analogue de (5.32)

Gi(t) =eFiwol 5, (5.57)
pour obtenir
- 1 . . ) i
Wi(t) = 5 dé& [a+ et fo_e 0 4o e ilwtwolt 4 5 gilwtwo)t (5.58)

A la résonance, les deux premiers termes du crochet redonnent le résul-
tat (5.34) de la RMN, mais deux termes supplémentaires ont fait leur ap-
parition. En fait, ceci est dii au choix d’une polarisation linéaire pour £ , car
dans le cas d’une polarisation circulaire, nous serions retombés sur les équa-
tions du § 5.2.1. Dans le cas de la RMN, nous aurions également vu apparaitre
ces termes supplémentaires si nous avions choisi un champ de radiofréquences
By orienté suivant un axe fixe (exercice 5.5.6)

Bi(t) = 24 By coswt

Ces termes supplémentaires peuvent étre négligés si deux conditions sont réa-
lisées.

e La perturbation apportée par le champ électrique est faible : d&y < A,
ou de fagon équivalente, d&y/h < wg. La fréquence de Rabi est cette
fois la quantité wi = d &y /h. La condition de champ faible est donc aussi
w1 < wop, ce qui est — presque — toujours réalisé en pratique.

e La deuxiéme hypothése est que la fréquence du champ électrique soit
proche de la résonance : w ~ wyp, condition qui s’exprime en fonction du
désaccord § = (w — wp) et qui s’écrit plus précisément |§| < wy. Dans
ces conditions, les termes en exp[ti(w + wp)t] de (5.58) varient trés
rapidement par rapport aux termes en exp(=+iot) et leur effet moyenné
dans le temps est négligeable.

Si ces deux conditions sont vérifiées, on peut alors négliger les termes en
exp[+i(w + wp)t] dans (5.58). Cette approximation est appelée approzimation
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séculaire™, et le hamiltonien dans le point de vue de I'interaction est

~ 1 . .
W(t) = 5 hw (o4 e + o e (5.59)

W (t) est indépendant du temps a la résonance
. . 1
Wres(t) = Wres = 5 h/wlo'.r (560)

Plagons-nous exactement & la résonance en prenant la fréquence du champ
électrique égale a la fréquence de la transition : w = wy. Supposons par
exemple qu’au temps t = 0 la molécule se trouve dans I'état |y _)*° d’énergie
(Ep + A). Pour calculer la probabilité p, de trouver au temps ¢ la molécule
dans V'état |x+), il suffit de transposer (5.37)

p_ (1) = |(x_lp(®)[2 = |e_ ()] = cos? (%’f)

()

La molécule passe de 'état |x_) a l'état |x4) avec une fréquence angulaire
w1/2 = dgo/(Qﬁ)

Aprés avoir mis la molécule dans 1’état |y _) grace au filtrage décrit dans la
sous-section précédente, on la fait passer dans une cavité ou régne un champ
oscillant & la fréquence de résonance (figure 5.15). La molécule franchit la
cavité en un temps 7T'; si ce temps est ajusté de sorte que

dgoT T

2h 2
a la sortie de la cavité toutes les molécules sont passées dans 'état |y ).
Par conservation de 1’énergie, les molécules fournissent de I’énergie au champ
électromagnétique : ce processus est appelé émission stimulée (ou induite).
Si les molécules s’étaient trouvées dans 1’état |y ), elles auraient absorbé de
I’énergie en 'empruntant au champ électromagnétique pour passer dans ’état
|x—), processus appelé absorption stimulée.

Le processus d’émission stimulée est un processus susceptible d’ampli-
fier un champ électromagnétique, pourvu que l’on soit capable de produire
les molécules dans un état excité, c’est-a-dire d’obtenir une inversion de po-
pulation'®. Le dispositif expérimental représenté schématiquement sur la fi-
gure 5.15 réalise cette amplification : les molécules sélectionnées dans 1’état

(5.61)

P4 (t) = [{x+le®) = e+ ()

14. Ou approximation des ondes tournantes, ou encore approximation quasi-résonante.

15. Dans le cas de la RMN, on fait passer le spin de ’état d’énergie la plus basse vers
celui d’énergie la plus haute, alors que pour I'application au maser, nous nous intéressons
a la situation inverse.

16. Comme nous l'avons déja vu en (5.45), si Eq est I’énergie de I’état fondamental et £y
celle de I’état excité, le rappport des probabilités p; /py de trouver un systéme atomique ou
moléculaire dans un état Eq ou Eq est donné par la loi de Boltzmann : p; /py = exp[(Eo —
E1)/kpT] < 1. 11 faut donc aller a I’encontre de I’équilibre thermique pour obtenir une telle
inversion de population.
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VE?
A A 1/
P Ix+)
L] L | —
— — I
B Ep cos wt
IX-)

fentes collimatrices

FI1G. 5.15 — Maser a4 ammoniac.

|x—) traversent une cavité ou régne un champ électrique oscillant a la fré-
quence de résonance et de longueur convenablement ajustée. Ce dispositif est
un prototype de maser!”.

5.3.3 Transitions hors résonance

Nous nous plagons maintenant hors résonance : w ~ wg mais w # wy, et
nous partons par exemple au temps ¢ = 0 d’une molécule dans I'état |y ).
Nous souhaitons calculer la probabilité p(w;t) de trouver la molécule dans
I'état |x_) au temps t. A I'approximation séculaire, la résolution des équa-
tions d’évolution donne le résultat (5.43) que nous écrivons sous la forme
développée'®

2
f) = wi in? (L >
p(w, t) = m S111 (5 (Cl) - UJO)Q + Ct)1> (562)

Rappelons que la fréquence de Rabi w; = d&/h. Bien que nous ayons été
capables d’écrire une solution exacte, il est utile de donner une solution ap-
prochée simple des équations d’évolution lorsque la condition

d&ot h
1 < — = d.
3 < < o T2 (5.63)

17. Maser est un acronyme pour Microwave Amplification by Stimulated Emission of
Radiation et laser pour Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation.
18. 11 est facile de voir que les équations d’évolution pour les composantes ¢4 (t) dans le
point de vue de 'interaction sont, & "approximation séculaire,
dée+(t) 1

. ~ +idt
i = —wicx(t)e
I w1 (t)
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est satisfaite, c’est-a-dire pour des temps suffisamment courts. L’intérét de
cette solution approchée est qu’elle se retrouve dans de nombreux problémes
qui ne peuvent pas étre résolus exactement et elle prépare le terrain pour le
chapitre 9. Nous avons a ¢ = 0, pour les composantes ¢4 (¢) de |p(¢))

i =1 i =0

Nous nous intéressons a un processus ol I’absorption de rayonnement électro-
magnétique permet de passer du niveau fondamental au niveau excité. Dans
la résolution des équations d’évolution, nous pouvons supposer ¢4 ~ 1 : en
effet, en raison de la condition (5.63), ¢4+ n’a pas le temps de varier de fagon
appréciable. La solution approximative de ’équation donnant ¢_ est alors
évidente

w1 [1—exp[—i(w — wp)t]

¢
_(t) ~ %/0 dt’ exp[—i(w — wo)t'] = Y

(5.64)

™

W — Wwo
ce qui donne pour la probabilité de transition a une fréquence w, p(w;t)

1.2 2sin®[(w — wo)t/2]
41 [(w — wo)t/2]?

pw;t) = le- ()] = (5.65)

Il semble donc que p(w;t) o t? pour |6t < 1, mais ceci est dii au fait que
le spectre de fréquences de l'onde électromagnétique contient une fréquence
unique w, ce qui est irréaliste. En réalité on a toujours un spectre continu

de fréquences, et nous allons en tenir compte. Le rapport entre ce résultat et
celui obtenu a la résonance est

p(w;t)
p(wo; )

B oy sin®[(w — wo)t/2]
=l eit) = T P

La fonction f(w — wo;t) est tracée sur la figure 5.16 en fonction de w. Elle
présente un pic aigu & w = wy, de largeur ~ 27/t. Compte tenu de

* gin? g
der=m

2

— 0o

Paire sous la courbe est 27/t et f(w — wp; t) est approximativement un delta
de Dirac )

sin“|(w — wq)t/2 2w

o -y s o

[(w —wo)t/2] t

Ces résultats nous permettent de calculer le taux de transition de 1'état |y )

vers l'état |x_) dit & Pabsorption de rayonnement électromagnétique par la
molécule dans son état fondamental'®. Le flux d’énergie incident Z d’une onde

0(w —wp) (5.66)

19. Plus précisément, il s’agit de ’ensemble des transitions d’énergie (Eg — A) a (Eg+ A)
(figure 5.12), ce qui suppose de sélectionner les molécules dans ’état (Fo9 — A) par le
mécanisme décrit au § 5.2.2.
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—6m —Ar -2 0 2w 47 67 oxt

F1G. 5.16 — La fonction f(w — wo;t) définie en (5.66).

électromagnétique est donné par le vecteur de Poynting S= 50025 x B

|
T =¢eoc*(E x B) = 5 cocs (5.67)

ou (e) représente une moyenne temporelle et le champ électrique est de la
forme (5.53). Dans ces conditions

A&\’ , &2 )
p(w;t) = (ﬁ) t*flw—wost) =27 (m> Zt°f(w—wo;t) (5.68)

Ainsi que nous Pavons déja signalé, la fréquence du champ électrique n’est
pas exactement fixée, mais s’étale sur un spectre de fréquences Aw. Soit Z(w)
I'intensité par unité de fréquence et supposons que Aw > 7/t (figure 5.16) :
la probabilité de transition intégrée sur w est alors

p(t) = 2w <47r50h2 )tz/ dwZ(w) f(w — wo;t)

ol nous avons utilisé 'approximation (5.66) pour f(w — wo;t). Le fait re-
marquable est que p(t) est proportionnel & t (et non a t2!), et p(t)/t peut
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s’interpréter comme une probabilité de transition par unité de temps I’

I = % p(t) = 4n* (%) T(wo) (5.69)

La proportionnalité de la probabilité de transition & d? et & 7 est une caracté-
ristique de la plupart des processus d’absorption du rayonnement électroma-
gnétique par un systéme atomique ou moléculaire. Les conditions de validité
de approximation sont (i) ¢ > 71 ~ 1/Aw et (ii) p(t) < 1 c’est-a-dire t < o
(cf. (5.63)). Il faut donc encadrer le temps ¢ par

1 h
~ — t ~N — = — 5.
ne g KRy o= — (5.70)

Cette inégalité implique w; < Aw.

5.4 Atome & deux niveaux

5.4.1 Absorption et émission de photons

Le calcul que nous venons de présenter a jeté les bases d’une théorie gé-
nérale de I’absorption et de ’émission de rayonnement électromagnétique par
un systéme atomique ou moléculaire, aux restrictions suivantes preés.

e L’approximation par un systéme & deux niveaux doit étre justifiée : ce
sera le cas si 'on s’intéresse uniquement a des transitions entre deux
niveaux séparés par une énergie fuwy et a un champ électromagnétique
de fréquence w ~ wyp, c’est-a-dire au voisinage de la résonance. Par
convention un des deux états, celui de plus basse énergie, sera noté |g)
(il S’agit souvent de 1’état fondamental), et le second sera noté |e) (état
excité : figure 5.17). Dans le cas d’un atome, cette approximation est
appelée approzimation de l’atome & deux niveauz, qui fournit un modeéle
de base pour la physique atomique et les lasers.

c @ — e @ — e -
EAvavats EAvavats EAvavacs
T e e T T

S R O R G E

FIG. 5.17 — (a) Emission spontanée. (b) Emission stimulée. (c) Absorption.
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e La transition doit étre du type dipolaire électrique, c’est-a-dire controlée
par I'élément de matrice de I'opérateur moment dipolaire électrique D
entre les deux niveaux, et la condition w; < wqo doit étre vérifiée.

e Le champ électromagnétique est considéré comme un champ classique.
Le traitement que nous venons de donner est appelé « semi-classique » :
I’atome est traité comme un systéme quantique, mais le champ reste
classique. L’aspect « photon » du champ électromagnétique est donc
ignoré, et on ne peut pas en principe rendre compte de I’émission spon-
tanée de rayonnement par un atome dans un état excité : on peut espérer
au mieux en donner un traitement heuristique.

e Les résultats du § 5.3.3 doivent étre modifiés pour tenir compte de la
durée de vie finie de I'état excité (section 15.5).

Lorsqu’un atome & deux niveaux interagit avec un champ électromagnétique,
en pratique aujourd’hui le champ d’un laser, la probabilité d’absorption se
calcule selon le schéma du § 5.3.3, mais les ordres de grandeur sont tout &
fait différents de ceux de la molécule d’ammoniac. En reprenant un exemple
déja mentionné au § 1.5.3, la différence d’énergie hwg entre 1'état fondamental
et le premier niveau excité du rubidium est de 1.6 eV, correspondant & une
longueur d’onde de 0.78 pm, a la limite de 'infrarouge. Cet ordre de grandeur
est typique de la physique atomique : les transitions généralement utilisées
sont dans le domaine visible, ou bien dans le proche ultraviolet ou le proche
infrarouge.

Nous avons déja souligné que 1’émission spontanée n’était pas en principe
décrite par le traitement semi-classique, puisque 'on passe d’un état initial &
zéro photon a un état final & un photon : un photon est créé au moment de
la désexcitation de 'atome. Seule une théorie quantique du champ électroma-
gnétique permet de décrire I’émission spontanée de facon rigoureuse. Bien que
notre traitement classique du champ électromagnétique ne nous autorise pas
une interprétation en termes de photons, nous nous risquerons néanmoins a
décrire les processus du § 5.3.3 en utilisant ce concept : par exemple nous in-
terpréterons le gain d’énergie du champ comme une augmentation du nombre
de photons dans la cavité. Le processus

|x—) + n photons — |x+) + (n+ 1) photons (5.71)

représente donc 1’émission stimulée. L’absorption stimulée est le processus
inverse de (5.45)

|xX+) + n photons — |x_) + (n — 1) photons (5.72)

Enfin I’émission spontanée d’un photon se produit quand le niveau excité |x_)
se désexcite en ’absence de champ électromagnétique

|x—) + 0 photon — |x4+) + 1 photon (5.73)
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Ces processus sont représentés schématiquement sur la figure 5.17. Il faut
bien faire la différence entre 1’émission stimulée, qui est cohérente avec I'onde
incidente et est proportionnelle a I'intensité incidente, et ’émission spontanée
qui est aléatoire, sans relation de phase avec le champ appliqué et n’est pas
influencée par les conditions externes??.

La nécessité de ’émission spontanée a été démontrée pour la premiére fois
par Einstein. Examinons une collection d’atomes & deux niveaux F; et FEs,
E) < F», placés dans une cavité a la température T'. Il régne dans cette cavité
un rayonnement donné par la loi de Planck (1.22). Si N est le nombre total

d’atomes et N (t), Nao(t) le nombre d’atomes dans les états F; et Eo
Nl(t) + Ng(t) = N = cste

en supposant que seuls les états E; et Ey sont peuplés de facon appréciable?!.
Les nombres Ny (t) et No(t) vérifient les équations cinétiques

dNy dN,

— - =_—"2—(—AN; + BN 5.74

= T2 = (AN + BNy)e(w) (5.74)

ol fiw = Fo— E ; Ae(w) est le taux de transition Ey — FEs par unité de temps
da a Pabsorption stimulée dans 'état E; et B e(w) le taux de transition Fy —
E; par unité de temps dii & I’émission stimulée. Ces taux sont proportionnels
a la densité d’énergie €(w). A Iéquilibre

dNy  dNy
dt  dt
et le rapport des populations est donné par la loi de Boltzmann (1.12) d’ou
A Ny Ey — Ey hw
2 — = 2 = 5.75
B~ NP ( ks T P\ kT (5.75)

Ce résultat n’est pas physiquement acceptable, car A et B ne peuvent dé-
pendre que des caractéristiques de l'interaction du champ électromagnétique
avec l'atome, et non de la température. Il faut corriger (5.75) pour tenir
compte de I’émission spontanée, indépendante de e(w)

dN,

St
La condition d N7 /dt = 0 jointe a la condition d’équilibre de Boltzmann donne
pour €(w)

= (—AN; + BNs)e(w) + B'N, (5.76)

B B’
e(w) = AN, B o (ﬂ) . (5.77)
kpT

20. Sauf cas exceptionnel : si ’atome est piégé entre des miroirs hautement réfléchissants
et & trés basse température, il est possible de modifier I’émission spontanée. C’est ce que
I'on appelle ’électrodynamique en cavité : voir I'exercice 11.6.10, et pour plus de détails
Grynberg et al.[1997], complément VI.1 ou Haroche et Raimond [2006], chapitre 3.

21. Ce sera le cas si par exemple les autres états E, sont tels que E,, — E1 > E> — E;
et £, — E1 > kgT.
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La comparaison avec (1.22) montre que A = B et que
B’ hw?
AT w3

On remarque que 'on aurait aussi bien pu utiliser dans le raisonnement la
densité de photons n(w) = ¢(w)/fw ou toute quantité proportionnelle a la
densité d’énergie €(w), au prix d’une simple redéfinition de A et B. Calculons
explicitement B’; e(w) est une densité d’énergie par unité de fréquence, et
I'intensité Z(w) dans (5.67) est reliée a e(w) par

I(w) = ce(w)

ce qui donne par comparaison avec (5.69) la probabilité d’absorption par unité

de temps
2 &
A=4 —_—
e (47r60h2c>

Pour obtenir la probabilité d’émission spontanée B’, il faut prendre en compte
une moyenne angulaire. Supposons que le dlpole osc1lle dans une direction ﬁxe
par exemple Oz. Le produit scalaire d - € fait intervenir la polarisation es(k)
du photon émis de vecteur d’onde k; ; s = 1,2 est un indice de polarisation. La
polarisation est orthogonale au vecteur d’onde k du photon, € - k= 0, et on
doit intégrer sur tous les angles d’émission. Il faut donc prendre la moyenne

N2 1 N2
((z-e®) =1 /dﬂk (z- ()
47
Comme €7, €5 et k forment un triédre
(2-@)+(2-@)?=1—(2-k)> =sin?0
ou # est I'angle entre Oz et k. La moyenne angulaire vaut

(sin? 9) /ko sin® 6 = =

Remaplagant w par wp, on en déduit la probabilité d’émission spontanée pour
une transition dipolaire électrique

fiw 4w d?
B =-—2A="2 5.78
3m2c3 3c (47r50hc) (5.78)

Dans le cas de la physique atomique, un ordre de grandeur du moment di-
polaire d est d ~ gea, ol a est le rayon de l'orbite électronique, et on a

I'estimation i
B ~ a0 8 (mhc ) (5.79)
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ot a = ¢2 /(4mephe) est la constante de structure fine. Cette estimation est en
accord avec (1.51), qui était fondé sur le calcul classique du rayonnement. Un
calcul complet de B’ sera donné au § 15.3.4, ot nous reviendrons sur (5.78).

Bien que la RMN et les atomes a deux niveaux exhibent des analogies
remarquables, et bien que le traitement mathématique soit identique, il n’en
existe pas moins une importante différence de principe entre les deux cas.
La mesure en RMN n’est pas une mesure projective du type défini en (4.7),
mais elle utilise un signal collectif construit par un nombre macroscopique
(~ 10%°) de molécules. L’énergie du photon émis dans la transition entre les
deux niveaux Zeeman du spin nucléaire, de 'ordre de 1 peV, est bien trop
faible pour étre détectée dans une molécule isolée, et une autre conséquence
est que ’émission spontanée est négligeable, en raison de sa dépendance en wj.
Le détecteur RMN est une bobine enroulée autour de I’échantillon (figure 5.9).
L’aimantation tournante induit une force électromotrice qui est détectée dans
la bobine, et cette détection est un processus qui se décrit classiquement.

5.4.2 Principes du laser

L’objectif de cette sous-section n’est évidement pas de donner une vue
générale des lasers et de leurs applications??, mais de montrer comment les
processus physiques décrits dans la sous-section précédente sont mis en ceuvre
dans cet instrument remarquable qu’est le laser. Il s’agit d’exploiter le proces-
sus d’émission stimulée, et, ainsi que nous ’avons vu, il est nécessaire d’obtenir
une inversion de population. Un laser doit comprend en général :

e Un milieu actif qui joue le réle d’amplificateur optique.

e Une source d’énergie qui permet d’exciter le milieu actif et de réaliser
Iinversion de population par un processus dit de « pompage optique ».

e Une cavité résonante?? linéaire ou en anneau (figure 5.18) qui sélectionne
les modes amplifiés. Un des miroirs de la cavité est partiellement réflé-
chissant afin qu’une partie du rayonnement lumineux puisse étre extraite
de la cavité. Le laser est un milieu ouvert, et donc dissipatif. C’est en fait
un convertisseur d’énergie de pompage en énergie électromagnétique.

Dans le cas de cavité en anneau de la figure 5.18, le champ électrique doit
étre identique & lui-méme lorsque la lumiére a fait un tour complet, et les
longueurs d’onde permises seront fixées par la stationnarité de la phase : la
longueur optique L de la cavité doit étre un multiple entier de la longueur
d’onde A

L =pA p=12--- (5.80)

22. La littérature sur les lasers est trés vaste. Un bon point de départ est ’article de
Pocholle [2005]. Pour un exposé plus complet, mais focalisé sur les aspects de physique
atomique fondamentale, voir Grynberg et al. [1997], chapitre III.

23. La présence d’une cavité résonante n’est pas obligatoire. Il existe d’autres mécanismes
pour sélectionner les modes amplifiés.
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milieu actif

/ \
/

d

F1G. 5.18 — Schéma d’un laser en anneau.

ou, en terme de fréquences,
wp=——p p=1,2,--- (5.81)

Il est généralement possible de sélectionner une longueur d’onde unique, ce
qui donne un laser monomode.

Il existe plusieurs mécanismes permettant de réaliser I'inversion de popu-
lation. Nous nous contenterons de décrire le mécanisme le plus simple, qui
repose sur 'utilisation d’un systéme & quatre niveaux d’énergie : Ey (fonda-
mental), F5 (excité), E et Ey (niveaux intermédiaires), voir la figure 5.19. Les
atomes (ou molécules. . .) sont portés par pompage optique dans le niveau E;
avec un taux w. Une relaxation rapide améne ensuite I’atome dans le niveau
E5, choisi tel que la relaxation de Fy vers Ey soit lente. Enfin une relaxation
rapide conduit de Fy a Ey. Si on appelle I'; les taux de relaxation, on doit
donc s’arranger pour avoir

', Ty > T (5.82)

En régime non saturé, on peut négliger ’émission stimulée ou ’absorption
entre les niveaux Fs5 et FEs, de sorte que les équations cinétiques pour les
populations N; des niveaux F; s’écrivent®*

dN,
—— =I9Ny —I'1 N
T aNo —T'1 Ny
d.N-
d—152 =I3N3 —T'2N (5.83)
dN:
d—153 = w(Ng — N3) —I'3N3

24. Les équations cinétiques complétes sont données par exemple par Pocholle [2005].
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Es \r:

E,

Iy

Ey
E, I

F1G. 5.19 — Schéma d’un mécanisme d’inversion de population a 4 niveaux.

On vérifie la cohérence de ces équations en prenant leur somme, et compte
tenu de N7 + No + N3 + N4 = cste, on obtient

% = —w(Ng — N3) +T'1V; (5.84)
qui est bien I'équation cinétique pour Ny. En régime permanent, dN;/dt = 0
et on déduit de (5.83)
N = L (5.85)
Ny T
ce qui montre que la condition I'y > I'y entraine 'inversion de population. En
fait, I’émission stimulée est en compétition avec I’émission spontanée, et cette
derniére est préjudiciable au fonctionnement du laser. Comme la probabilité
d’émission spontanée est proportionnelle & w3, voir (5.78), elle sera d’autant
plus génante que la longueur d’onde du laser sera courte. C’est pourquoi il est
plus facile de construire un laser émettant dans le rouge que dans le bleu?®.
La condition de stationnarité de I'onde laser dans la cavité est a I'origine
des propriétés de cohérence temporelle (ou longitudinale) et de cohérence spa-
tiale (ou transverse) de la lumiére laser. On peut en principe atteindre une
longueur de cohérence temporelle limitée uniquement par 1’émission sponta-
née, et en pratique des temps de cohérence de lordre de 1pus (et donc des
longueurs de cohérence de 300 m) sont faciles & atteindre. La cohérence spa-
tiale permet a la largeur du faisceau d’approcher les limites de la diffraction.
11 existe une grande variété de lasers : lasers & néodyme (YAG), lasers de
puissance & CQOaq, ... Les lasers les plus répandus dans la vie courante sont
les lasers a semi-conducteurs, ou diodes lasers, qui sont utilisés par exemple
pour la lecture des CD, des DVD et des codes barre. Dans ce cas, le processus

25. Les pointeurs laser verts sont obtenus par conversion non linéaire d’infrarouge dans
le vert par doublement de fréquence.
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de base est la recombinaison d’une paire électron-trou, et les dimensions de
la cavité résonante sont de 'ordre de quelques centaines de pm. Toutefois,

ces dimensions sont réduites a quelques longueurs d’onde pour les lasers a
émission verticale (VCSEL).

5.5 Exercices

5.5.1 Base orthonormée de vecteurs propres

Vérifier par un calcul explicite que les vecteurs |xs) (5.12) forment une base orthonor-
mée : <Xs"XS> = 65’5'

5.5.2 Moment dipolaire électrique du formaldéhyde

1. On se propose de modéliser le comportement des deux électrons 7 de la double liaison de
la molécule de formaldéhyde Ho—C=0. L’oxygéne étant plus électronégatif que le carbone,
montrer que le hamiltonien d’un électron prend la forme

Ec —A

—A Eo
avec Eg < FE¢, ou Ec(Fo) représente I'énergie d’un électron localisé sur I’atome de carbone
(d’oxygéne).

2. On définit 0
B=§(EC—EO)>0

et 'angle 6 par
B =+/A2 + B2 cosf A=+/A2 + B2 sing

Calculer en fonction de 6 la probabilité de trouver un électron 7 localisé sur 'atome de
carbone ou d’oxygéne.

3. On admet que le moment dipolaire électrique d du formaldéhyde est dG uniquement a
la distribution de charge sur I'axe C=0. Exprimer ce moment dipolaire en fonction de la
distance [ entre les atomes de carbone et d’oxygeéne, la charge du proton g et 6. Les valeurs
expérimentales sont [ = 0.121nm et d = g, x 0.040 nm.

5.5.3 Le butadiéne

Le butadiéne C4Hg posséde une structure linéaire (figure 5.20). Son ossature (C4Hg)4+
formée avec des électrons o comporte quatre atomes de carbone numérotés de n = 1 a
n = 4. L’état d’un électron m localisé au voisinage de I’atome de carbone n°n est désigné
par |¢n). Il est commode de généraliser & une chaine linéaire comportant un nombre N
d’atomes de carbone, et donc de numéroter les atomes n = 1,..., N. Le hamiltonien d’un
électron 7 agit sur I’état |¢n) de la facon suivante

Hlpn) = Eolen) — A(lon—1) + lpnt1)) si n#1, N
Hlp1) = Eolp1) — Alpa)
Hlon) = Eolpn) — Alpn—1)

A est une constante positive. On remarque que les états [¢1) et |pn) jouent un rdle parti-
culier, car contrairement au cas du benzéne, il n’y a pas de symétrie cyclique.
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H H
N 1354 S
oL3sa
H/ 1227 1.46 A 0
(L33 A /

W N\

F1G. 5.20 — Formule chimique du butadiéne.

1. Ecrire la forme matricielle explicite de H dans la base |¢,) pour N = 4.
2. L’état le plus général pour un électron 7 est

N

IX) =) cnlen)

n=1

Pour adapter la méthode utilisée dans le cas de la symétrie cyclique, on introduit deux états
fictifs o) et |on+1) et deux composantes co = cny41 = 0, ce qui permet de récrire |x)

N+1

X) =Y enlen)

n=0
Montrer que l’action de H sur I’état |x) s’écrit

N
H|x) = Eolx) =AY (cn—1 + cn+1)l¢n)

n=1

3. En s’inspirant de la méthode utilisée dans le cas de la symétrie cyclique on cherche ¢,
c . .
e = — eln5 _ efl’rLé)
"2 (

ce qui assure que cg = 0. Montrer que ’on doit choisir

sous la forme

si I’on veut également avoir cy1 = 0.
4. Montrer que les valeurs propres de H sont étiquetées par l'entier s

Es = Eg — 2A cos s
N+1

et donner I'expression des vecteurs propres |xs) correspondants. Montrer que la constante
de normalisation ¢ vaut \/2/(N + 1) (suggestion : cf. (5.15)).

5. Dans le cas du butadiéne N = 4, donner les valeurs numériques de Es et des compo-
santes des vecteurs propres. Montrer que 1’énergie de 1’état fondamental de I’ensemble des
4 électrons 7 est

Eo ~4(Fg — A) —0.48A
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Le gain da a la délocalisation des électrons 7 sur ’ensemble de la chaine est-il important
par rapport a la formule chimique de la figure 5.20 ? Dessiner qualitativement la probabilité
de présence des électrons pour s =1 et s = 2.

6. Quelle serait 1’énergie de ’état fondamental d’une hypothétique molécule cyclique (c’est-
a-dire ayant la forme d’un carré) C4Hy ?

7. On définit ordre d’une liaison [ entre deux atomes de carbone n et n + 1 par

I=1+4 (enlxs)(xslon+1)

ol la somme porte sur les états |xs) occupés par les électrons 7. Le facteur 1 correspond aux
électrons o. Montrer que ’ordre de la liaison est bien | = 2 pour I’éthyléne. Calculer ’ordre
des liaisons pour le benzéne et pour les différentes liaisons du butadiéne et commenter les
résultats. Pourquoi la liaison centrale du butadiéne est-elle plus courte qu’une liaison simple
(1.46 A au lieu de 1.54 A)?

5.5.4 Vecteurs propres du hamiltonien (5.22)

Montrer que, dans le cas out le champ électrique est indépendant du temps, et lorsque
dE/A < 1, le vecteur propre normalisé de H correspondant a la valeur propre Fo — A est
donné a l'ordre d€/A par

, 1 /1—dE/(2A)
‘X+> = 7( )
V2 \1 +dE/(24)

Quel est 'autre vecteur propre ?

5.5.5 L’ion moléculaire Hy

L’ion moléculaire Hg’ est formé de deux protons et d’un électron. Les deux protons sont
situés sur un axe pris comme axe des x, a des abscisses respectives —r/2 et r/2. Ils seront
supposés fixes (approximation de Born-Oppenheimer, voir § 16.3.1).

1. En supposant 1’électron sur I’axe des x, exprimer son énergie potentielle V(z) en fonc-
tion de sa position z et de e? = ¢2/(4mwep) oil ge est la charge de 1’électron, et la tracer
qualitativement.

2. Si les deux protons sont trés éloignés, r > [, I’électron est soit localisé au voisinage du
proton de droite (état |¢1)), soit au voisinage du proton de gauche (état |p2)). On suppose
que ces états correspondent tous deux a I’état fondamental de I’atome d’hydrogéne d’énergie

oll me est la masse de 1’électron et ag le rayon de Bohr : ag = h?/(mee?). Quelle est I’échelle
de longueur pertinente ! dans la relation r > [ 7

3. On considére ’ion Hg’ comme un systéme a deux niveaux d’états de base {|p1), |@2)},
(pilpj) = dij. Justifier la forme du hamiltonien ou I’on choisira A > 0

_( Ey —A
n=(55%)
Quels sont les états propres |x+) et |x—) de H et les énergies E4 et E_, EL < E_, cor-

respondantes ? Dessiner qualitativement les fonctions d’onde x4 (z) = (x|x+) de l'électron
sur I'axe des z.
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4. Le paramétre A est une fonction de la distance r entre les protons : A(r). Justifier le fait
que A est une fonction décroissante de r et que lim,—o A(r) = 0. L’énergie de 1’électron
est donc une fonction de r, Et(r).

5. Montrer que, pour trouver 1’énergie totale de l'ion Eg[ (r), on doit ajouter un terme
+e? /r. Quelle est I’origine physique de ce terme ?

6. On paramétrise A(r) par

A(r) = ce? exp (—%)
ou b est une longueur et ¢ I'inverse d’une longueur. Donner ’expression des deux niveaux
d’énergie Eﬁr et B’ de I’ion. Soit

AE(r) = EQL (r) — Ep

la différence d’énergie entre 1’état fondamental de 'ion et celui de ’atome d’hydrogéne.
Montrer que AFE(r) peut passer par un minimum pour une valeur 7 = rg et en déduire

2

e b

AE(ro) = — <1 — —)
o 0

Quelle condition doit-on avoir sur b et rg pour que ’ion H2+ soit un état 1ié?

7. Les valeurs expérimentales sont 9 ~ 2ag et AFE(rg) ~ Eo/5 = —e?/(10ap). En déduire
b et ¢ en fonction de ag.

5.5.6 Compléments sur la RMN

1. Obtenir la formule (5.43) en examinant la figure 5.7 (b) décrivant la rotation du spin
dans le référentiel tournant.

2. On suppose que le champ de radiofréquences B est de la forme
B (t) = 22B; cos wt

Montrer que le hamiltonien dans le référentiel tournant est
- 1 1 . .
H(t) — 5 hdo, — 5 hwioz + hw a.+ef21wt + 0_7921wtj|

Que peut-on dire des termes entre crochets a ’approximation séculaire? Interprétation
physique : on récrit B

Bi(t) = B1(& coswt — §sinwt) + Bi (& cos wt + § sin wt)

Quel est le terme éliminé par ’approximation séculaire 7 Pourquoi 7

5.6 Bibliographie

Pour la chimie quantique élémentaire, on pourra consulter Feynman et al. [1965], vo-
lume III, chapitre 15, Goodrich [1972], chapitre 2, Gatz [1971], chapitres 10 & 12. Les
systémes a deux niveaux avec interactions résonantes et quasi-résonantes sont traités par
Feynman et al. [1965], volume III, chapitres 8 et 9 ou par Cohen-Tannoudji et al. [1973], cha~
pitre IV. On trouvera une excellente introduction a la RMN par exemple dans Akitt [1992]
ou dans Levitt [2001]. L’interaction d’un atome & deux niveaux avec un champ électro-
magnétique est traitée a un niveau avancé par Grynberg et al. [1997], chapitre II. Le lec-
teur trouvera des détails complémentaires sur ’ion moléculaire H2+ dans Cohen-Tannoudji

et al. [1973], complément Gxr.



Chapitre 6

Etats intriqués

OUS NOUS SOMMES limités jusqu’a présent aux états & une particule. Dans
N ce chapitre, nous introduisons la description d’états & deux particules ; une
fois ce cas assimilé, il n’est pas difficile de généraliser & un nombre quelconque
de particules. Les états & deux particules (ou plus) conduisent a des configu-
rations trés riches, dites intriquées. Ces configurations sont telles qu’aucune
distribution de probabilité classique possédant des propriétés « raisonnables » !
n’est capable de reproduire leurs corrélations, et celles-ci possédent donc un
caractére intrinséquement quantique. Une propriété remarquable des états in-
triqués est que deux systémes quantiques peuvent rester intriqués, méme s’ils
sont arbitrairement éloignés, et ils continuent a former une entité indisso-
ciable. Dans une premiére section, nous allons nous attacher au formalisme
mathématique indispensable, celui du produit tensoriel. Ce formalisme nous
permettra dans la section 6.2 de décrire les mélanges quantiques a l'aide du
formalisme de 'opérateur statistique. La section 6.3 sera consacrée aux corré-
lations quantiques et a leurs applications aux inégalités de Bell. La section 6.4
contient une introduction a la théorie de la décohérence et a celle de la me-
sure. Enfin, dans la derniére section, nous passerons briévement en revue les
applications potentielles a 'information quantique. Ce dernier sujet, actuelle-
ment en pleine expansion, trouve ses applications dans le calcul quantique, la
cryptographie et la téléportation.

Ce chapitre aborde un certain nombre de questions délicates qui sont
au coeur des concepts quantiques fondamentaux. Cependant, seules les sec-
tions 6.1, 6.2.1 et 6.2.3 sont indispensables pour la suite, & ’exception de la
section 15.5 et du chapitre 17, et le lecteur peut omettre les autres sections
dans un premier temps.

1. Cet adjectif sera défini avec précision dans la section 6.3.
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6.1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels

6.1.1 Définition et propriétés du produit tensoriel

Nous cherchons a construire ’'espace des états de deux systémes quantiques
A et B que nous supposons dans un premier temps entiérement indépendants.
Soit HdAA et H%B (ou simplement H4 et Hp) les espaces des états des deux
systémes, de dimensions respectives d4 et dg. Comme les deux systémes sont
indépendants, ’état global est défini par la donnée du vecteur d’état |p4) =
|©) € Ha du premier systéme et du vecteur d’état |xp) = |x) € Hp du second.
Le couple {|¥),|x)} peut étre considéré comme un vecteur appartenant a un
espace vectoriel de dimension ddpg, appelé produit tensoriel des espaces Hj“
et HdBB , noté HdAA ® HdBB (ou simplement H4 ® Hp), que nous allons définir
précisément ci-dessous.

Choisissons une base orthonormée |ig) = |i),i = 1--- ,da de Ha et une
base orthonormée |mp) = |m),m = 1,--- ,dp de Hp. Les indices i, j, k éti-
quettent les vecteurs d’une base de H4 et m,n, p ceux d’une base de Hp : afin
d’éviter une prolifération d’indices, nous omettrons souvent les indices A et B
et noterons |7) au lieu de |i4), |m) au lieu de |mp), etc., sauf en cas d’ambi-
guité possible. Décomposons sur ces bases des vecteurs arbitraires |p) € Ha
et |x) € Hp

dA dB
=Sl = dulm) (6.1)
n=1 m=1

L’espace Hil(‘ ® H%B sera défini comme un espace & dadp dimensions ou les
couples {|i), |m)}, notés |[i ® m), ou |i) ® |m), forment une base orthonormée

(j@pli®m) = d;ibpm (6.2)

et le produit tensoriel des vecteurs |p) et |x), noté |o @ x), ou |p) @ |x), est
le vecteur de composantes c;d,, dans cette base

lp®x) = Zcidmlz’@m) (6.3)

On vérifie immédiatement la linéarité de 'opération produit tensoriel

lp®@ (x1 +Axz2)) = e @ x1) + Alp ® x2)
(1 + Ap2) ® X) = |1 ® X) + Alp2 @ X) (6.4)
Il faut également vérifier que la définition du produit tensoriel est indépen-

dante du choix de la base. Soit |k) et |71) deux bases orthonormées de H et
Hp déduites des bases |i) et |m) par des transformations unitaires respectives

R(R' =Rl et (S ! =50

k) = ZR’” i) [B) = Spm [m)
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D’aprés (6.3), le produit tensoriel \I; ® py est donné par

k@ p) = RiiSpm |i @m)

k,m

Par ailleurs on peut écrire la décomposition de [p) et |x) dans les bases res-
pectives |k) et |p)

da dp
o) = e k) ) = dy 1)
k=1 p=1

Un calcul immédiat (exercice 6.6.1) montre que
> ardylk @ p) = [p @ x)
k,p

ol |p ® x) est défini par (6.3). Le résultat pour | ® x) est donc indépendant
du choix de la base.

Lorsque les deux systémes ne sont plus indépendants, nous admettrons
(postulat V) que I'espace des états reste? Ha @ Hp. Le vecteur d’état le plus
général sera de la forme

[®ap) =D bim|i®m) (6.5)

En général on ne pourra pas écrire le vecteur |®45) comme un produit ten-
soriel | @ x). En effet il faudrait que I'on puisse factoriser by, sous la forme
¢idm, ce qui est impossible sauf si les systémes sont indépendants. Si [P ap)
ne peut pas s’écrire comme un produit tensoriel, 'état |®ap) est appelé état
mnilriqué.

Le produit tensoriel C = A ® B de deux opérateurs linéaires A et B
agissant respectivement dans les espaces H4 et Hp est défini par son action
sur le vecteur produit tensoriel ¢ ® x)

(A B)lp © x) = [Ap @ Bx) (6.6)
et ses éléments de matrice dans la base |i @ m) de Ha ® Hp sont donc

En général un opérateur C' agissant sur Hy ® Hp n’est pas de la forme A® B.
Ses éléments de matrice sont

2. Toutefois nous verrons au chapitre 14 que, pour deux particules identiques, une partie
seulement de H 4 ® Hp correspond & des états physiques.
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et sauf cas particulier on ne peut pas écrire Cjp.im sous la forme factorisée
Aj; Bprm. Deux cas particuliers intéressants de (6.6) sont A = I4 et B = Ip,
ou I4 et Ip sont les opérateurs identité de Ha et de Hp

(A®1p)|p® x) = |Ap ® x) (Ia®B)lp@x) =lp®Bx)  (6.8)
En termes d’éléments de matrice
(j@plA®Igli®@m) = Ajidpm (j @plIa @ Bli@m) = 6j;Bpm (6.9)

Enfin, si |p) est vecteur propre de A avec la valeur propre a (Alp) = alp)),
alors | ® x) sera vecteur propre de A ® Ig avec la valeur propre a

(A®Ip)lp®x) = alp ® x) (6.10)

On omet souvent d’écrire explicitement les opérateurs identité 14 et I, et
une écriture courante pour (6.10) est

Alp @ x) = ale ® x) ou simplement Alpx) = alpx) (6.11)

en supprimant le symbole du produit tensoriel. Comme la notation ® est assez
lourde, elle sera souvent omise sauf s’il y a une ambiguité possible.

6.1.2 Systéme de deux spins 1/2

Nous allons illustrer la notion de produit tensoriel en construisant I’espace
des états d’un systéme de deux spins 1/2. Les espaces des états des deux spins
sont des espaces a deux dimensions H 4 et Hp. L’espace des états du systéme
des deux spins Hap = Ha ® Hp est & quatre dimensions (4 = 2 x 2). On
choisit comme base orthonormée de Ha et de Hp les états propres |e4) et
les), e; = +1, des opérateurs composante du spin sur 'axe Oz, S, 4 et S,5,
avec

1 1
S.alea) = 571&4 lea) S.Blep) = 57163 les)
D’aprés (6.5), les états du systéme de deux spins se décomposent sur la base

orthonormeée |e4 ® £g) et par exemple

1
(S:a®@Ip)lea®ep) = Eﬁm lea®eR) ;

1
(S:4® S.p)lea®er) = ZHQ €aeBlea ®ep)
Suivant (6.11), on utilisera fréquemment les notations allégées |c4¢p) au lieu

de |ea ®ep), S:a5.5 au lieu de S.4 ® S.p; avec ces notations les équations
précédentes deviennent

1 1
S.aleacn) = 571&4 leacr) ;5 S aS.pleacn) = Zh2 cacpleacn)  (6.12)
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Soit |¢) et |x) deux vecteurs arbitraires (normalisés) de H et de Hp

lo) = Aal+) + pal—) Aal® + |pal® =1
Ix) = AB|+) + psl—) Asl* + |usl* =1

Le produit tensoriel |¢ @ x) est donné suivant (6.3) par
le®@x) = AaAB|+@+) +Aapup|+@—) +parp| —@+) +papp| —®—) (6.13)
Un vecteur générique |¥) € Hap est de la forme
W) = af + @+) + Bl + @—) +9] - ®+) + | - ®-) (6.14)

Les nombres «,--- ,d sont arbitraires, en dehors de la condition de norma-
lisation |a|? + -+ + [§]*> = 1. Une condition nécessaire (et en fait suffisante)
pour que |¥) puisse se mettre sous la forme (6.13) est que ad = (v, et a
priori cette condition n’a aucune raison d’étre valide. Un vecteur |¥) géné-
rique (6.14) n’est pas un produit tensoriel, et un vecteur qui n’est pas de la
forme (6.13) est donc un état intriqué des deux spins.

Un cas particulier important est ’état intriqué

1

) 7

(1+e-)-1-a+)

ou en notation allégée (6.12)

) == (1+-)-1-+) (6.15)

Cet état est manifestement intriqué car « = § = O et = v = 1/V2 :
ad # 3. Une propriété remarquable de |®) est son invariance par rotation® :
c’est un scalaire par rapport aux rotations. En effet, comme nous ’avons vu
au § 3.2.4, le transformé |x)% par une rotation R d’un état |x) s’obtient en lui
appliquant un opérateur D'/? (3.58) qui est une matrice de SU(2), c’est-a-dire
une matrice unitaire et de déterminant unité (exercice 3.3.6). Les transformés
de |+) et |—) sont

[+)r =al+)+b|-)

(6.16)
|=)r =cl+) +d|-)
avec? ad — be = 1. Nous en déduisons
|+ -)r =acl++)+ad|+—)+bc|—+)+bd]| ——) (6.17)

3. Nous verrons au § 10.6.1 que |®) est un état de moment angulaire nul, et donc un
scalaire pour les rotations.
4. Et ¢ = —b*, d = a*, mais nous ne nous servirons pas de ces relations ici.
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et en échangeant + < —
| —+)r =ac|++) +ad| —+) +bc|+ =) + bd| — —)
ce qui donne pour le transformé de |®) par rotation

®)r = % (\ +—)r — | _+>R> = (ad — be)|®) = |®) (6.18)

6.2 Opérateur statistique (ou opérateur
densité)

6.2.1 Définition et propriétés

Considérons un systéme de deux particules® AB décrit par un vecteur
d’état |Pap) € Ha @ Hp. Si [®4p) est un produit tensoriel |p4 @ pp), le
vecteur d’état de la particule A est |pa). Mais que se passe-t-il si [P ag)
n’est pas un produit tensoriel, ou, en d’autres termes, si |®4p5) est un état
intriqué 7 Peut-on encore parler du vecteur d’état de la particule A7 Nous
allons voir que la réponse a cette question est négative : en général on ne peut
pas attribuer un vecteur d’état a la particule A. Cet exemple montre qu’il nous
faut généraliser notre description des systémes quantiques. Si I’état physique
de la particule A peut étre décrit par un vecteur de ’espace de Hilbert, on dit
que 'on a affaire & un état pur ou & un cas pur; ceci sera le cas si I’'on dispose
d’une information compléte sur la particule A. Lorsque I'information sur A est
incompléteb, on a affaire & un mélange, et I'état quantique de la particule A est
alors décrit mathématiquement par un opérateur statistique” : le systéme AB
est dans un état pur | 4p), mais la particule A ne Uest pas. L’introduction
de l'opérateur statistique va nous permettre de reformuler le postulat I du
chapitre 4 afin de décrire des situations physiques plus générales que celles
envisagées jusqu’ici, celles ol I'on ne dispose que d’une information partielle
sur le systéme considéré.

Lorsque l'on a affaire & un cas pur, la donnée du vecteur d’état |p) € H
pour décrire un systéme quantique est équivalente a celle du projecteur

5. Ce qui suit est également valable si A et B sont deux sous-systémes. Nous avons pris
le cas de deux particules pour fixer les idées.

6. Cette formulation n’est pas satisfaisante car elle n’est pas intrinséque : elle fait inter-
venir l'information que nous avons sur le systéme. Une formulation plus satisfaisante est
fondée sur les corrélations internes et externes du systéme, voir Mermin [1998].

7. Une fois de plus la terminologie usuelle « opérateur densité » est particuliérement
malvenue. De quelle densité s’agit-il? En fait la terminologie a été introduite dans le cas
de la mécanique ondulatoire (chapitre 9), ou les éléments de matrice diagonaux de p dans
la base des états propres de 'opérateur position, (7|p|7), ou de l'opérateur impulsion,
(P'|lp|P), sont effectivement des densités. Cependant « opérateur densité » masque le fait
que cet opérateur contient des informations essentielles sur les phases. Nous avons préféré
« opérateur statistique » ; par analogie avec vecteur d’état, « opérateur d’état » serait aussi
possible.
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P, = |@)(p| sur I'état |p). En un certain sens, se donner P, est méme préfé-
rable, car la phase arbitraire de |¢) disparait : P, est invariant lorsque ’on
multiplie |¢) par un facteur de phase

|0y — €' |p)

et il y a donc correspondance biunivoque entre 1’état physique et P, et non
pas correspondance & un facteur de phase prés. La valeur moyenne d’une
propriété physique A s’exprime simplement en fonction de P,. Introduisons
en effet une base orthonormée |n) de H

(4) = {plAlp) = Y (pln)(n|Alm)(mle)

= 3" (mle) (el (n] Ajm)
=Y (mIP, Ajm) = Te(P,4) (6.19)

P, est le cas le plus simple d’opérateur statistique. Nous pouvons maintenant
généraliser & un mélange : dans un tel cas on sait seulement que le systéme
quantique a la probabilité p, (0 < p, < 1,5 p, = 1) de se trouver dans
Pétat |pq). Les états |p,) sont supposés normalisés ((pa|va) = 1), mais
pas nécessairement orthogonaux, (¢.|ps) # dap. Par définition, l'opérateur
statistique p décrivant ce systéme quantique est

P=> Pala)(®al =D PaPe. (6.20)

Cette définition assure que la valeur moyenne d’une propriété physique A s’ob-
tient par une généralisation immeédiate de (6.19). En effet, la valeur moyenne
de A dans I'état |p,), (A)q, est

<A>a = <§0a|A‘§0a>

et cette valeur moyenne est affectée du poids p, dans le calcul de la valeur
moyenne globale (A). La valeur moyenne dans le mélange est donc

(A) = pa(Aa =D PaTr(Py, A) = Tr(pA) (6.21)

Les poids p, sont fixés par le probléme physique considéré, et (6.20) définit
la préparation du systéme : chaque état |p,) apparait avec la probabilité
Po- Un cas classique est celui de la mécanique statistique d’équilibre o un
systéme A est en équilibre avec un thermostat a la température absolue T’
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(ensemble canonique) : si les niveaux d’énergie du systéme sont E,., 'opérateur
statistique est alors®

_ 1 B /ksT _ B, /ksT
Pcan = Z zr:e B Z = zr:e B (622)

Les propriétés fondamentales de p, qui découlent immédiatement de sa défi-
nition (6.20) sont :

e p est hermitien : p = pf.
e p est de trace unité : Trp = 1.

e p est un opérateur positif? : (¥|p|yy) > 0 quel que soit [t)), car
(WIPl) = [(blo) .

e Une condition nécessaire et suffisante pour que p décrive un état pur
est p?> = p : en effet, comme p = pf, la condition p?> = p implique que
p est un projecteur. Comme Tr p = 1, la dimension de I'espace vectoriel
de projection est un'?, et p est de la forme |p){p|. Une autre condition
nécessaire et suffisante pour que p représente un cas pur est Tr p2 =1
(exercice 6.6.3).

Inversement, un opérateur hermitien, positif et de trace unité peut étre in-
terprété comme un opérateur statistique. En effet, comme p est hermitien,
on peut Iécrire sous forme diagonale (mais la préparation n’est pas unique si
certaines valeurs propres sont dégénérées)

p= il (6.23)

et une préparation possible du systéme quantique consiste a fabriquer un
mélange d’états |i) avec une probabilité p;. Cependant, si la donnée des p,, et
des |pq) dans (6.20) détermine p de facon unique, I'inverse n’est pas vrai : a
un méme opérateur statistique peuvent correspondre plusieurs préparations
différentes. Par exemple, si une valeur propre p, dans (6.23) est dégénérée,
nous pouvons choisir pour la préparation des combinaisons linéaires arbitraires
dans le sous-espace de cette valeur propre. En d’autres termes, un opérateur
statistique ne spécifie pas une configuration microscopique unique, mais il
est suffisant pour calculer les valeurs moyennes de propriétés physiques a
laide de (6.21). Nous reviendrons au § 6.2.4 sur ce point fondamental. Notons
enfin deux définitions : dans une base ou p n’est pas diagonal, les éléments

8. La somme porte sur les niveaux, pas sur les valeurs de ’énergie : si un niveau d’énergie
est doublement dégénéré, il compte deux fois.

9. Un opérateur (strictement) positif est hermitien et a des valeurs propres (strictement)
positives et réciproquement : exercice 2.4.10.

10. En général, si P est un projecteur, Tr P est égal a la dimension de ’espace vectoriel
de projection : il suffit pour le voir de se placer dans une base ou P est diagonal.
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diagonaux p;; sont appelés populations et les éléments non diagonaux p;j,1 # j
sont appelés cohérences. Cette définition dépend bien str du choix de la base,
mais il existe souvent un choix naturel pour une base privilégiée, par exemple
la base {|+),|—)} dans le cas de la RMN pour un champ By paralléle & Oz,
ou la base des états fondamentaux et excités dans le cas de I'atome & deux
niveaux.

6.2.2 Opérateur statistique réduit

Nous avons obtenu 'opérateur statistique p (6.20) en construisant un mé-
lange d’états |¢o) avec des poids p,. Nous allons maintenant donner une
seconde interprétation de I'opérateur statistique en essayant de répondre a la
question suivante : supposons que le vecteur d’état d’un systéme AB soit un
état intriqué |® 4p), mais que nous ayons seulement la possibilité de mesurer
les propriétés physiques de 4. Comment décrire I’état quantique du seul sys-
téme A7 Soit donc |P4p) 'état intriqué le plus général, écrit dans la base
li®@m) de Ha @ Hp

[Dap) =Y cimli @m) S leml? =1 (6.24)

Soit A une propriété physique du systéme A, qui est représentée par A ® Ip
dans H4 ® Hp ; écrivons son action sur |®4p)

(A® Ip)|®aB) = ) cim|Ai @ m)
et calculons la valeur moyenne de A

(PaplA®@Ip|Pap) = Y clncim(i ©n|Ai @ m)

7,n i,m

= Z Z C;‘ncim (41 A7) 0nm

J,n i,m

nj m

= Zpij GlAlD) =Y pij Aji = Tr(pA),  (6.25)

]

ol nous avons introduit 'opérateur p agissant dans H 4 dont les éléments de
matrice p;; sont

Pij = Zcimc;m (626)
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La notation p n’a pas été choisie par hasard : en effet p posséde toutes les
propriétés d’'un opérateur statistique ainsi qu’on peut aisément le vérifier a
partir de (6.26) (exercice 6.6.3) :

e p est hermitien : p = pf;
e il est de trace unité : Trp=1;

e il est positif : (W|p|) > 0 V|).

Par construction, la valeur moyenne d’une propriété physique de A est don-
née par (A) = Tr(pA). Sauf dans le cas ot |®4p) est un produit tensoriel,
|Pap) = |pa @ pg), caractérisé par Trp? = 1, on ne peut pas attribuer un
vecteur d’état au systéme A, mais seulement un opérateur statistique. Une
question importante se pose alors : un opérateur statistique construit a partir
de (6.21) et un opérateur statistique construit a partir de (6.26) ont-ils une
interprétation physique identique, ou bien doit-on faire une distinction ? Cette
question sera discutée dans la section 6.2.4.

11 est facile de généraliser (6.26) au cas ou le sytéme AB lui-méme est
décrit par un opérateur statistique pap, et non un vecteur d’état |®ap). Il
suffit comme ci-dessus de calculer la valeur moyenne d’une propriété physique
A, représentée par A ® Ip dans Ha @ Hp'!

(A® Ig) = Trap(pap[A ® Ip])
Z pmﬁjnA iOnm = ZAJ’L memm = TI‘ A,OA) (627)

ijmn

L’expression qui généralise (6.26) et qui donne lopérateur statistique de A
est donc

pi] szm,jm pPA = TerAB (628)

La seconde expression est indépendante de la base : Trg représente la trace sur
I’espace Hp, appelée trace partielle de 'opérateur statistique global, tandis
que pa est lopérateur statistique réduit, et on peut montrer que cet opéra-
teur donne la solution unique de (6.27) (Breuer et Petruccione [2002], cha-
pitre 2).Une application intéressante de (6.28) est le calcul de la probabilité
de trouver la valeur propre a,, de A, qui est donnée en fonction du projecteur
P, sur le sous-espace de la valeur propre a,, d'une propriété physique A par
une expression généralisant (4.4)

Ip(an) = Tra (Papa) = TraTrs [(Pn © Ip)pas] | (6.29)

Il est important de se convaincre que la prescription qui consiste a prendre la
trace partielle est une conséquence du postulat 11, car ’expression donnant
les valeurs moyennes découle de ce postulat.

11. Afin de rendre les notations plus claires, nous avons écrit les indices A et B en
exposant dans la forme matricielle de (6.27).



6. Etats intriqués 187

Donnons maintenant quelques exemples de calcul explicite de 'opérateur
statistique réduit lorsque ’on part d’un cas pur |®4p5) dans 'espace produit
tensoriel H4 ® Hp, construit avec des vecteurs quelconques |¢;) et |xm)

[Pas) =D > Cimlei @ Xm) (6.30)

K2

Le calcul de l'opérateur statistique réduit est immédiat si 'on observe que

Tr[a){b] = ) _(nla)(bln) = Y (bln){nla) = (bla) (6.31)

n n

En écrivant 'expression explicite de |®4p)(Pap|, on déduit que Popérateur
d’état réduit p4 dans H 4 vaut

pa=Trs|®ap)(@anl = Y cumciyls) @kl (Xplxm) (6.32)
i,m,k,p

Lorsque les indices i et m sont identiques, (6.30) se simplifie!?

d
[Dag) = cilpi ® xi)
=1
et pa est donné par
pa =y ccilei sl (xilxa) (6.33)

Un cas particulier important est celui ou les états |x;) sont orthogonaux,
(Xilx;) = 0i;. Alors les cohérences de p4 s’annulent et on obtient un mélange
du type (6.20)

pa=>_leil?lei)leil st (xilx;) = (6.34)

Un autre résultat utile est donné par le théoréeme de purification de
Schmidt. D’aprés ce théoréme, tout état |[Pap) de Ha ® Hp peut s’écrire
sous la forme

ds
[®aB) = Z VP lia®ip) p; >0 Z pi =1 (6.35)
i=1 i

12. En explicitant les indices : i — 14, m — ip et

|PaB) =) cilpiy ®Xig)

7
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ou les bases |ia) et |ip) dépendent de |Pap). Le nombre ds (dsg <
Min(da,dg), est appelé nombre de Schmidt. Une démonstration possible de
ce théoréme fait appel a opérateur statistique réduit. Soit |Pap) € Ha®@Hp
un état pur du systéme couplé AB, et soit {|ia)} et {|ip)} deux bases otho-
normales de H4 et Hp. La décomposition la plus générale de [®4p) sur la
base {|ia ® ig)} de Ha ® Hp s’écrit

[Pap) = Y Ciyiplia @ip)

1A,iB

Définissant les vecteurs \%B> € Hp par
i) =Y ciriplin),
iB

nous pouvons récrire
|Pap) = Z lia®ip)
i

Il n’y a évidemment aucune raison pour que ensemble {|ig)} forme une base
orthonormale de Hp. Choisissons cependant une base particuliére {|ia)} de
H 4 telle que l'opérateur statistique réduit p4 soit diagonal

ds
pa=Trg|®ap)(®ap| = Y pilia){ial

ia=1

Si le nombre dg de coeflicients non nuls p; est inférieur a la dimension d4 de
Ha, on compléte {]i4)} par un ensemble (dg — dg) de vecteurs orthonormés
orthogonaux au sous-espace sous-tendu par {|i4)}. On utilise (6.33) pour
calculer p4

pa = (islis)lia){jal

0]
En comparant les deux expressions de p4, on constate que
(UBliB) = Pidi

et avec notre choix de base, il s’avére que les vecteurs {|i5)} sont, tout compte
fait, orthogonaux. Pour obtenir une base orthogonale, il suffit de redéfinir

. —1/2%
lis) =p; "“liB)
ol nous pouvons supposer p; > 0, car, comme expliqué ci-dessus, il est tou-

jours possible de compléter Hp par un ensemble de (dg — dg) vecteurs or-
thonormaux. On en déduit la représentation de Schmidt (6.35) de |Pap).
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Le calcul des opérateurs statistiques réduits est immeédiat a partir de (6.34)
et (6.35)

pa = Z Pilia)(ial PB = Z pilis)(iBl (6.36)

Les probabilités p, sont identiques pour p4 et pp.

Mlustrons ces résultats pour un systéme de deux spins 1/2 dans l'état
pur (6.15). Sile spin A était dans un état pur, Trpp devrait étre un projecteur.
Or ceci n’est pas le cas comme on le vérifie explicitement en calculant p4 a
Paide de (6.34)

1 1
pa=Tisoan = 5+ 51001 = (Y 40,) @)
Meéme si le systéme des deux spins est un état pur, I’état d’un spin individuel
est en général un mélange. En fait Vopérateur statistique (6.37) constitue
un cas extréme de mélange, qui correspond & un désordre maximal et a une
information minimale sur le spin. On montre qu’une mesure quantitative de
I'information contenue dans 'opérateur statistique est donnée par 1’entropie
de von Neumann ou entropie statistique’® Sy = —Tr pln p, qui est d’autant
plus grande que U'information est réduite. Dans le cas d’un spin 1/2, elle est
comprise entre 0 et In 2 et vaut 0 pour un cas pur, In 2 pour le mélange (6.37) :
In 2 est la valeur maximale de I’entropie de von Neumann pour un spin 1/2, et
le mélange (6.37) est bien celui qui contient 'information minimale. Si I’espace
de Hilbert des états d’un systéme quantique est de dimension d, 'opérateur
statistique correspondant au désordre maximal est p = I/d, soit une entropie
de von Neumann S,n = Ind.

Il est intéressant de remarquer que I'opérateur statistique donne la descrip-
tion la plus générale possible d’un systéme quantique si ’on pose a priori un
petit nombre de principes généraux. En effet Gleason a démontré le théoréme
suivant.

Théoréme de Gleason. Soit un ensemble de projecteurs P; agissant dans un
espace de Hilbert H et soit un test associé a chacun des P;. La probabilité
p(P;) de réussir le test doit obéir aux conditions

0<p(P) <1, p(l) =1,

ainsi qu’a
p(Pi + Pj) = p(Pz) + p('Pj) si PiP; = 51']'7)1'
pour tout ensemble de P; vérifiant ), P; = I et PyP; = 0;;P;, c’est-a-dire
pour toute décomposition de H en sous-espaces orthogonaux. Alors, si la di-
mension de H > 3, il existe un opérateur hermitien et positif p de trace unité
tel que
p(Pi) = Tr (pPs)

13. 1l faut prendre garde au fait que Trplnp # > p, Inp,, sauf si les vecteurs [pa)
dans (6.20) sont orthogonaux entre eux.
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En d’autres termes, si on associe a des projecteurs des tests avec des pro-
priétés « raisonnables », ces probabilités doivent étre données par un opé-
rateur statistique. L’hypothése forte est en fait la suivante : considérons un
sous-espace a deux dimensions de H et deux bases orthonormées différentes
{12), 1)} et {]a),|B)} qui définissent les projecteurs

Pi=li)il  P;=1i){il Pa=lx){al Ps=I[8){B

On a bien str
P; + Pj =P, + 'Pg

En mécanique quantique ceci entraine immeédiatement 1’égalité
p(Pi) + p(P;) = p(Pa) + p(Ps)

mais il n’y a aucune raison a priori pour qu’une telle égalité soit valable dans
toute théorie imaginable.

6.2.3 Opérateur statistique pour un systéme
4 deux niveaux

Comme exemple, nous allons donner la forme la plus générale de 'opéra-
teur statistique d’un systéme quantique & deux niveaux : ’espace de Hilbert
des états est de dimension deux. Les applications sont multiples : descrip-
tion de la polarisation d’une particule massive de spin 1/2, de la polarisation
d’un photon, d’un atome & deux niveaux, etc. Comme un cas trés courant de
systéme & deux niveaux est celui du spin 1/2, nous utiliserons ce cas particu-
lier pour fixer les notations et la terminologie. Choisissons deux vecteurs de
base de I’espace des états notés |+) et |—), qui sont par exemple les vecteurs
propres de la composante z du spin. Dans cette base 'opérateur statistique
est représenté par une matrice 2 x 2, la matrice statistique p. Ecrivons d’abord
que cette matrice est hermitienne et de trace unité : la matrice la plus générale

de ce type est
a c
=(515,) (639

ot a est un nombre réel et ¢ un nombre complexe. L’équation (6.38) ne définit
pas encore une matrice statistique, car en plus p doit étre positive. Les valeurs
propres Ay et A_ de p vérifient

Ap+A-=1 M- =detp=a(l —a)— |

et on doit avoir Ay > 0 et A_ > 0. La condition det p > 0 implique que A et
A_ sont de méme signe, et la condition Ay + A\_ = 1 que la valeur maximale
du produit Ay A_ est 1/4, soit finalement

0<a(l—a)—|¢?< (6.39)

W] =
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Une condition nécessaire et suffisante pour que p décrive un cas pur est
detp=a(l—a)—|c[>*=0

A titre d’exercice, on peut calculer a et ¢ pour la matrice statistique décrivant
le vecteur d’état normalisé |¢) = A|4) + pu|—) avec |[A]? + |u|* = 1, et vérifier
que le déterminant de la matrice s’annule.

Il est souvent commode de décomposer la matrice statistique (6.38) sur
la base des matrices de Pauli o;; en effet toute matrice 2 x 2 hermitienne
peut s’écrire comme une combinaison linéaire avec des coeflicients réels de la
matrice unité I et des o;

1 140D, by—ib, ) 1 A
p_§(bm+iby 1—b, )—§(I—|—b-0) (6.40)

Le vecteur b, appelé vecteur de Bloch, doit vérifier [b|2 < 1 en raison de (6.39).
Le cas pur, qui correspond & \5\2 = 1, est aussi appelé complétement polarisé,
le cas b = 0 non polarisé, ou de polarisation nulle, et le cas 0 < \l;| <1
partiellement polarisé. Pour interpréter physiquement le vecteur 5, on calcule
la valeur moyenne du spin S = % hd en utilisant Tr ;05 = 20;; et on en déduit

(S:) = Tr (p i) = % b (6.41)

hl_;/ 2 est donc la valeur moyenne (5‘) du spin. Il est utile de donner une re-
présentation géométrique du vecteur de Bloch (figure 6.1) : b est un vecteur
d’origine O défini par ses angles polaires (0, ¢) et dont 'extrémité se trouve a
Iintérieur d’une sphére de centre O et de rayon unité, la sphére de Poincaré-
Bloch**. Un cas pur correspond & un vecteur dont l'extrémité se trouve la
surface de la sphére.

Il est essentiel de bien faire la différence entre état pur et mélange : sup-
posons par exemple qu'un spin 1/2 soit dans I’état pur

1
|X>_ﬁ

L’analyse par un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnétique B est
parallele & Oz va donner une probabilité de 50 % de déviation vers le haut et
50 % de déviation vers le bas. Cependant I'état (6.42) est un état propre de
Suy Xy =|+&) :si B est paralléle & Oz, 100 % des spins seront déviés dans la
direction des z positifs : le vecteur de Bloch est b= (1,0,0). Lorsque b= 0, cas
non polarisé ol la matrice statistique est donnée par (6.37), les probabilités de
déviation vers les = positifs et négatifs seront toujours de 50 % : en fait, quelle

() +1-) (6.42)

14. Cette sphére a été introduite la premiére fois par Poincaré pour décrire la polarisation
de la lumiére, et redécouverte par Bloch pour la description du spin 1/2.
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y

FIG. 6.1 — La sphére de Poincaré-Bloch et le vecteur de Bloch b (OP = 1).

que soit Iorientation de I'appareil de Stern-Gerlach, il y aura toujours 50 %
des spins déviés dans la direction de B et 50 % dans celle de —B. La différence
entre les deux cas est que pour le cas pur (6.42), état complétement polarisé,
il existe une relation de phase bien définie entre les amplitudes pour trouver
|x) dans les états |[4+) et |—). L’état pur |x) est une superposition cohérente
des états |+) et |—), et le mélange (6.37) est une superposition incohérente de
ces mémes états. Dans un mélange, I'information sur les phases est perdue,
au moins partiellement (car il peut bien sir exister des états partiellement
polarisés 0 < |5| < 1); elle est totalement perdue pour un état non polarisé.
L’information sur les phases est contenue dans les éléments de matrice non
diagonaux, les cohérences de la matrice statistique p.

Les mémes remarques valent pour la polarisation de la lumiére, ou la pola-
risation d’un photon : une lumiére non polarisée est une superposition incohé-
rente de lumiére polarisée linéairement a 50 % suivant Ox et 50 % suivant Oy,
sans relation de phase entre les deux. Une lumiére polarisée circulairement &
droite | D) ou & gauche |G) est décrite par les vecteurs (3.24)

1 . 1 .
D) = 7 (lz) +ily)) G) = 7 (lz) —ily)) (6.43)

Une telle lumiére sera arrétée a 50 % par un polariseur linéaire dirigé suivant
Oz, et plus généralement suivant un axe quelconque, tout comme une lumiére
non polarisée, mais elle sera transmise a 100 % ou complétement arrétée par
un analyseur circulaire. Au contraire, si les photons sont non polarisés, tout
polariseur (A, ) (cf. § 3.1.1) laissera passer les photons avec une probabilité
de 50 %.
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De facon générale, la caractéristique d’un état pur est qu’il existe un test
maximal dont un des résultats a une probabilité de 100 %, tandis que pour
un mélange il n’existe pas de test maximal possédant cette propriété (exer-
cice 6.6.3). Dans le cas du spin 1/2, cela veut dire qu’il n’existe pas d’orien-
tation de B telle que 100 % des spins soient déviés dans la direction de é,
et dans celui du photon qu’il n’existe pas de polariseur (A, ) laissant passer
tous les photons avec probabilité unité.

6.2.4 Non-unicité de la préparation

Nous avons donné une préparation possible de la forme diagonale (6.23) de
Popérateur statistique : chaque état |i) apparait avec la probabilité p,. Mais
dés que les valeurs propres sont dégénérées, nous voyons que cette préparation
ne peut pas étre unique : si une valeur propre p;, est dégénérée, nous pouvons
choisir comme états des superpositions linéaires arbitraires dans le sous-espace
de cette valeur propre. En fait la situation est encore bien plus ambigué, car
rien n’oblige & choisir des états orthogonaux : on peut parfaitement utiliser la
décomposition (6.20) avec (@qa|@s) # dap. Une préparation détermine p, mais
& un opérateur statistique donné correspondent une infinité de préparations
possibles. Donnons un exemple simple sur le cas du spin 1/2. Supposons qu’un
expérimentateur, Bob, envoie a sa collégue Alice une série de spins 1/2 qui
ont probabilité p de se trouver dans I'état |+), et probabilité g = 1 — p de
se trouver dans 'état |—). On peut par exemple imaginer que Bob utilise un
filtre de Stern-Gerlach pour préparer des spins dans 'état |4}, et qu’il dispose
a la sortie du filtre d’un champ magnétique oscillant qui soumet les spins a
une impulsion 7 de fagon aléatoire, telle que 1'oscillation de Rabi soit effective
avec une probabilité g, et qu’elle ne soit pas apppliquée avec une probabilité
p. Tous les résultats des mesures que peut faire Alice s’expriment en fonction
de la matrice statistique

p=rt)H +al-y-1= (57) (6.44)

En résumé, la préparation est la suivante : le spin apparait dans ’état |[+) avec
la probabilité p et dans I’état |—) avec la probabilité ¢ = 1 — p. Afin d’exhiber
une autre préparation possible, définissons les états |R) et |L), (L|R) # 0

[R) =vP +) +Vval-) L) =P I+) = Val-) (6.45)

Les projecteurs |R)(R| et |L)(L| sont

miri=( 2V = (P )

et manifestement, si Bob envoie & Alice des spins dans I’état |R) ou dans I'état
|L) avec une probabilité 50 %, I'opérateur p est inchangé

p =5 (IR)RI+ L)L) (6.46)
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Dans cette autre préparation correspondant au méme opérateur statistique,
le spin apparait dans I'état |R) avec la probabilité 1/2 et dans I'état |L) avec
la probabilité 1/2. Alice n’a aucun moyen de déterminer quelle est la prépa-
ration utilisée par Bob. Un autre exemple de la non-unicité des préparations
est donné dans 'exercice 6.6.7. Si 'on reprend 'exemple de la distribution
canonique (6.22), il est habituel de dire que « le systéme se trouve dans ’état
E, avec une probabilité p(E,) = Z ' exp(E,/kgT) », mais cette affirmation,
bien qu’intuitivement commode, ne correspond qu’a une préparation particu-
liére, et il existe une infinité d’autres préparations donnant le méme opérateur
statistique.

En outre, il existe une autre situation, entiérement différente, ot ’état de
spin dont dispose Alice est décrit par la matrice statistique p (6.44). Supposons
en effet qu’Alice et Bob disposent de paires de spins dans un état intriqué
|® ap); Vopérateur statistique d’Alice est

p(= pa) = Tr|Pap)(Pas| (6.47)

Alice effectue des mesures sur le spin A et Bob sur le spin 3. Choisissons pour
|®aB)
[@ap) = /P | +4 ®+5) + A —4 ®—p) (6.48)

L’opérateur statistique (6.47) coincide avec (6.44)
Trs|®ap)(Pap| = pl+a)(+al +al—a) (=4

Si Alice est limitée a des mesures sur le spin 4, elle n’a aucun moyen de distin-
guer entre la situation ot Bob lui envoie des spins orientés de fagon aléatoire,
et celle o elle mesure le spin .4 d’une paire intriquée AB dans I'état (6.48).
Le vecteur |®4p5) est appelé une purification de 'opérateur statistique pa. Il
existe une infinité de facons d’écrire la purification, par exemple, en utilisant
la base {|+,Zp),|—, ¢p)} qui diagonalise o, 5. Un calcul immédiat permet de
mettre |® 4p) sous la forme

1
V2

Supposons que Bob mesure la composante o, du spin B. S’il trouve la valeur
+1 (avec une probabilité p), alors Alice recevra le spin A dans I'état [+4), et
s’il mesure la valeur —1 (avec une probabilité q), alors Alice recevra le spin A
dans l'état |—4). Ceci correspond & la préparation (6.44) de p. Si au contraire
Bob mesure dans la base de 0,5, Alice recevra le spin A dans I'état |[R4) ou
|L4) avec une probabilité de 50 %, ce qui correspond & la préparation (6.46)
de p.

La généralisation de ces résultats a été énoncée par Gisin, Hughston, Josza
et Wootters (GHIJW) sous la forme du théoréme suivant énoncé sans démons-
tration.

|(PAB> = (|RA®+7:%B>+|LA®_7§’.B>) (649)
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Théoréme GHJW. Soit un opérateur statistique p agissant dans H,4 de di-
mension d4 et N préparations

Dn
p=> " et (ol (6.50)
=1

11 existe alors dans Hap de dimension > d4 x D, avec D = Max[D,], un
vecteur [P 4p) et D,, propriétés physiques Bi(n) telles qu’une mesure de Bi(n)
laisse le systéme A dans 1'état |g0§n)> avec probabilité pgn).

En résumé, lorsqu’Alice est limitée & des mesures sur le spin A, elle peut
déterminer p en effectuant un nombre suffisant de mesures, mais elle ne peut
pas savoir si Bob lui envoie la préparation (6.44) de p ou la préparation (6.45)
(ou une autre). Elle ne peut pas non plus savoir si Bob lui envoie, par exemple,
une série spins qui se trouvent avec probabilité p (q) dans l'état [+) (|—)),
ou si elle mesure le spin A de paires intriquées AB de deux spins dans 1’état
|®ap) (6.48). Cependant, les deux situations différent radicalement. Dans le
premier cas chacun des spins A se trouve dans un état bien défini, méme s’il
est inconnu d’Alice : les opérateurs statistiques construits a partir de (6.20)
seront appelés mélanges propres. Dans le second cas, I'état de spin n’est pas
seulement inconnu d’Alice, il n’existe pas tant que Bob (ou Alice) n’ont ef-
fectué aucune mesure : dans une paire intriquée de spins 1/2, comme celle
décrite par (6.15), I’état de spin d’une particule individuelle n’existe pas! Un
opérateur statistique obtenu en prenant une trace partielle sur un état pur de
Hap sera appelé mélange impropre. Cette distinction entre les deux types de
mélange sera fondamentale pour la discussion de la mesure.

6.2.5 Dépendance temporelle de 'opérateur statistique

Il n’est pas difficile de trouver la loi d’évolution temporelle de 'opérateur
statistique pour un systéme fermé. En effet, si nous considérons d’abord 1'opé-
rateur statistique d’un cas pur, nous obtenons 1’équation d’évolution suivante
pour le projecteur P, (t) en utilisant (4.11)

0Py = 0T () e)]) = HOPa — Poo H(E) = [H(), Pyge)

En sommant sur les probabilités p,, on obtient I’équation d’évolution de p(t)

in 2 — (1 (1), p(0) (6.51)

On obtient une loi équivalente en utilisant 1’opérateur d’évolution
U(t,0) (4.14)
p(t) = U(t,0) p(t = 0) U (t,0) (6.52)
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Une telle évolution temporelle de 'opérateur statistique est appelée évolution
hamiltonienne, ou évolution unitaire (cf. § 4.2.1). Il est intéressant d’observer
qu’un état de désordre maximal est un invariant dynamique car [H, p] = 0 si
p=1/d.

Comme exemple important, écrivons la loi d’évolution de 'opérateur sta-
tistique d’un spin 1/2 dans un champ magnétique constant. Avec B paralléle
a Oz, le hamiltonien (3.62) s’écrit

1
H = _570z

et 'équation d’évolution (6.51) devient, en utilisant les relations de commu-
tation (3.52) et le vecteur de Bloch b (6.40)

dp 1 1
— = —[H, p| = —=vB(byo, — - .
ce qui est équivalent a
db db db
— = —Bb —~ = yBb, :_
a P a at
soit sous forme vectorielle .
db S o
— =—yBxb 6.54
5= B~ (6.54)

ce qui est exactement I’équation différentielle classique (3.31) donnant la pré-
cession de Larmor. Le vecteur de Bloch suit le méme mouvement qu'un spin
classique.

Dans notre discussion de la RMN au § 5.2.2, nous avons examiné un spin
isolé. En fait les spins se trouvent dans un environnement fluctuant a la tempé-
rature 7', et, en ’absence de champ de radiofréquences, ils sont décrits par un
opérateur statistique p correspondant a 1’équilibre thermique dans un champ
magnétique constant éo

1 fqu 1 1
P == I+——0. ) ==|1+= (o .

ou ép est la différence de populations ép = p, —p_ (5.45) entre les niveaux [+)
et |—). Le vecteur de Bloch a pour composantes b= (0,0, dp/2). L’application
d’une impulsion de radiofréquences résonante pendant un temps t = 6/w;
transforme p en py

p— po = UlRo(=0)] pU" [R(=6)]

en raison de (5.35). Il est facile d’effectuer explicitement le produit de matrices,
mais il est plus élégant d’utiliser (2.53)

; : i0 1 /i\°
0i09:/2y o=i002/2 _ o 5[%’%] + o <5> (02, [0z, 02]] + -
i 1
ZUZ—F%Uy—iﬂzaz—F“:UZ cos + o, sinf
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ce qui n’est pas autre chose que la loi de transformation des composantes y
et z d'un vecteur dans une rotation d’angle —f autour de Oz. On en déduit

1 1
ST TP

Dans le cas particulier d’une impulsion 7/2 (6 = 7/2), le résultat est

1 1
prjz =3 [1 +50p ay} (6.57)

Comme la matrice o, est non diagonale, on a créé des cohérences : la différence
de populations initiale a été convertie en cohérences. Le retour & 1’équilibre
est controlé par le temps de relaxation T5. Dans le cas d’une impulsion 7, on
obtient une inversion des populations des niveaux |+) et |—) et le retour a
I’équilibre est controlé par le temps de relaxation 737. On utilise de préférence
une impulsion 7/2 car en général Th < T7.

6.2.6 Postulats

L’introduction de I'opérateur statistique permet de donner une formulation
plus générale des postulats du chapitre 4.

e Postulat Ia. L’état d’un systéme quantique est représenté mathéma-
tiquement par un opérateur statistique p agissant dans un espace de
Hilbert des états H.

e Postulat IIa. La probabilité p, de trouver le systéme quantique dans
Pétat |x) est donnée par

Py = Tr (plx)(x]) = Tr (pPy) (6.58)

e Postulat I'Va. L’évolution temporelle de 'opérateur statistique est don-
née par (6.51), le postulat III restant inchangé.

Soulignons & nouveau que (6.51) ne vaut que pour un systéme fermé. L’évo-
lution temporelle de 'opérateur statistique d’un systéme qui n’est pas fermé
est beaucoup plus complexe et sera examinée au chapitre 17. En mécanique
statistique, le cas d’un systéme en contact avec un réservoir de chaleur donne
un exemple typique de systéme qui n’est pas fermé. L’évolution de I’ensemble
systéme-réservoir est unitaire (si cet ensemble est fermé!), mais celle du sys-
téme, obtenue en prenant la trace sur les variables du réservoir, ne l’est pas'®.

15. Dans une évolution hamiltonienne, ’entropie de von Neumann —Tr pln p est conser-
vée, mais ce n’est pas le cas pour une évolution non hamiltonienne : I’entropie de von Neu-
mann d’un systéme en contact avec un réservoir de chaleur n’est pas constante.
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6.3 Corrélations quantiques

6.3.1 Etats de Bell et de Hardy

Considérons un état de Bell |®) (6.15) de deux spins 1/2 A et B, et sup-
posons qu’Alice et Bob mesurent respectivement la composante du spin A et
du spin B suivant des directions a et b. La forme de |®) implique une anticor-
rélation compléte entre les composantes Oz des deux spins, et compte tenu
de linvariance par rotation de (6.15), la probabilité jointe de trouver les spins
orientés dans la méme direction (& = b) est nulle quelle que soit cette direc-
tion. Afin de simplifier la géométrie, nous supposons que a et b sont situés
dans le plan Oz et font un angle 04 et 05 avec 'axe Oz (figure 6.2). Alice
et Bob vont utiliser trois angles différents pour leurs mesures : 4 = 61,60, ou
03 et Op = 01,02 ou 63. Soit p;; la probabilité jointe pour que le spin A soit
orienté dans la direction ¢; et le spin B suivant la direction ;. On a bien str
p;; = 0, et il n’est pas trés compliqué de calculer p;;,7 # j On remarque tout
d’abord que p,; ne peut dépendre que de la différence 0;; = (6; — ;) en raison
de l'invariance par rotation. Choisissons 6; = 0 et 6; = 6. D’aprés (3.59),
Pétat | + 0) obtenu a partir de |+) par une rotation de 6 autour de Oy est

0 0
|+9>:cos§\—|—>+sin§|—> (6.59)

Bob

F1G. 6.2 — Configuration des axes pour 'expérience de mesure de deux spins.
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et le produit tensoriel | + ® + ) vaut

0 0
|—|—®—|—9>=cos§\+®+>+sin§|—|—®—> (6.60)
L’amplitude de probabilité a(|®) — |+ @ + 0)) est donnée par le produit
scalaire
(+® 40]®) = = sin
V22
d’ott la probabilité
1 . ,6
p(19) | +© +6)) = pyy = & sin® ¥ (6.61)

Notre objectif est de montrer qu’aucune distribution de probabilité classique
« raisonnable » (la signification de cet adjectif sera précisée ultérieurement)
n’est compatible avec (6.61). Afin d’éviter les facteurs 11/2, nous allons consi-
dérer la mesure de l'opérateur

0(0) =0, cos + o, sind

dont le résultat est soit +1, soit —1. Le raisonnement qui sous-tend ’hypo-
thése d’une distribution de probabilité classique est le suivant : alors que la
mécanique quantique nous dit que les valeurs mesurées des propriétés phy-
siques ne préexistent pas a la mesure, le raisonnement probabiliste classique
suppose au contraire que ces propriétés posseédent des valeurs qui préexistent
a la mesure, et que la mesure a pour seul effet de révéler une réalité pré-
existante. C’est I’hypothése du réalisme. Les valeurs moyennes sont obtenues
comme des moyennes d’ensemble, les valeurs préexistantes fluctuant d’une
paire & l'autre. On introduit donc un nombre suffisant de variables classiques
cj, dites variables cachées, avec une certaine distribution de probabilité. Dans
I’exemple qui nous concerne, nous allons introduire 9 variables cachées ¢; sous
forme de couples (oj7)

C1 = 01T1,C2 = 0172, ,C9 = 0373

ot 0; = 1 (1, = £1), i = 1,2,3 est le résultat de la mesure de o(6;)
pour le spin A (B). Chaque variable ¢; peut prendre 4 valeurs : ox7; =
++,4+—,—+,——, et la distribution de probabilité p(cy, - ,cg) comprend
donc 42 termes. Il est intuitivement évident, et ceci est confirmé par des
modéles explicites tels que celui de Bohm, qu'une distribution adéquate
p(cr,- -+ ,c9) est capable de reproduire tous les résultats de la mécanique
quantique. Pour restreindre p, nous allons ajouter ’hypothése suivante, dite
de localité, sur laquelle nous reviendrons dans la sous-section suivante : ’orien-
tation de l'appareil de Stern-Gerlach utilisé pour mesurer le spin A ne peut
pas influencer le résultat de la mesure du spin B. Dans ces conditions, une
variable cachée telle que 017 n’est pas admissible, car elle est non locale. La
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conjonction des hypothéses de réalisme et de localité est appelée hypothése
du réalisme local. Cette hypothése, méme si elle n’est pas formulée de fagon
aussi explicite, sous-tend le raisonnement de ’article original d’Einstein, Po-
dolsky et Rosen (Einstein et al. [1935]), connu sous ses initiales EPR. Dans
les conditions du réalisme local, si 01,09,03 = £1 et 7,72, 73 = +1 sont les
résultats des mesures du spin suivant les directions 61, 02, 03, il devrait exis-
ter une distribution de probabilité jointe p(o1, 09, 03; 71,72, 73) décrivant les
résultats de toutes ces mesures. L’hypothése de localité réduit le nombre de
termes de 4% = 262 144 a 25 = 64. Soulignons & nouveau que pour une paire
de spins donnée, o1, - -, 73 ont des valeurs bien déterminées, mais ces valeurs
fluctuent d’une paire a ’autre, les fluctuations étant décrites par la distribu-
tion jointe. Cette vision est orthogonale & la vision quantique, puisque l'on
admet que, si on mesure la composante o1 du spin A suivant la direction 6
par exemple, les composantes o2 et o3 de ce méme spin existent suivant les
directions 05 et 03, bien qu’une mesure simultanée des trois composantes ne
soit pas possible. Les composantes existent, méme si nous ne les mesurons
pas : c’est la conséquence du réalisme'®. Les composantes o; et 7; sont les
« éléments de réalité » introduits dans l'article EPR.

11 existe a priori 64 termes p(o1,09,03; 71, T2, T3), mais la condition o; =
—7; en réduit le nombre a 8. La probabilité jointe p;5 pour que le spin A soit
orienté suivant #; et le spin B suivant 3 est

P13 = Z Z p(+,02,03; 71,72, +)

02,03 T1,T2

=p++———FH)+p+———++)
On trouve de méme pour pys et piqy
Pog = P(++———+)+p(—+ -+ —+)
Pio = P(+—+;—+—)+p(+—-——++)
Les probabilités étant positives, on déduit de ces équations

P12 + P23 = P13 (6.62)

Cette inégalité est un exemple d’inégalité de Bell. Elle n’est compatible avec
le résultat (6.61) de la mécanique quantique que si

0 0 0
sin? % + sin? % > sin? ? (6.63)
Choisissant 03 = 0, 1 = —603 = 0, (6.63) devient

0 1
0082§§§ soit w/2<6O<m

16. Contrairement & une idée regue, le fait que des variables cachées correspondant a des
opérateurs incompatibles puissent avoir simultanément des valeurs précises pour un systéme
individuel ne contredit pas les inégalités de Heisenberg. Celles-ci contraignent les dispersions
de mesures faites sur un grand nombre de systémes dans le méme état quantique.
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11 existe donc un intervalle |0, 77/2[ en 6 o la mécanique quantique est incom-
patible avec le réalisme local.

Les états de Hardy donnent un second exemple d’impossibilité d'une dis-
tribution de probabilité classique, peut-étre encore plus spectaculaire car il
suffit de considérer 4 mesures possibles au lieu de 9. Pour définir les états
de Hardy, considérons deux bases incompatibles pour deux spins 1/2, (4, «)
pour A et (B, 3) pour B, par exemple A = 0,4, & = 0,4, B=0.5,0= 0.5
avec des vecteurs propres |Ay), -+ ,|B1) et définissons I'état de Hardy |® )
par

|®u) = |AyBy) — |ag By ){aq B AL By) (6.64)

Cet état n’est pas normalisé
12m]* =1 — [{as B | Ay Ba) |2

mais ceci n’a aucune importance pour la discussion qui va suivre. Il existe 16
résultats possibles pour les mesures (Ay = +1, etc.)

(A+’B+)7 e 7(0‘—5—)

et on vérifie immédiatement que trois configurations ont une probabilité nulle
pa—, B_) = p(as, 1) = p(A_, B_) = 0 (6.65)
car les amplitudes suivantes s’annulent
(a-B_|u) = (01 B4 |Pu) = (A_B_|®) = 0

Cependant, on note que la probabilité conditionnelle p(A_|B_) est certaine-
ment non nulle

P(A-,B-) #0=p(A_|B-) #0 (6.66)

Supposons dans le cadre du réalisme local 'existence d’une distribution de
probabilité jointe
p(Ax, ax, Bx, fs)

Par inspection, il existe seulement 6 p différents de zéro

P(A+,ay, B, B-) 1 p(Ay,aq,B_,By) 5 p(At, o4, By, ()
p(A-'r)O‘—)B-i-aﬂ—) ; P(A+,Oé_,B+,ﬁ+) ; p(A—7O‘—7B+a6+)

On en déduit

(6.67)

p(A4+|B-) =1 ce qui contredit p(A_|B-)#0

Il n’existe aucune distribution de probabilité jointe qui permette de calculer
les valeurs moyennes, par exemple on ne peut pas calculer (A3) comme une
moyenne d’ensemble

(AB) = > Aifs p(Ax,ax, B, fs)

Ax, o, Bx
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En physique quantique, les notions probabilistes s’appliquent a des systémes
individuels et ne correspondent pas & des moyennes d’ensemble. On peut
connaitre simultanément les corrélations

(AB), (AB), (aB), (af3)

méme si, par exemple A et @ ne commutent pas, [4, a] # 0.

Mermin a montré que la connaissance de toutes les corrélations possibles
d’un systéme quantique, internes et externes, est équivalente a celle de son
opérateur statistique (Mermin [1998]). Par exemple le projecteur sur I'état
|®) (6.15) est

3
1 A B
P¢=Z<I—;ai ®ai>

et la donnée des corrélations de oy et 0% est équivalente a celle de |®)
(64 @ oP) = —1 Vi < |®)

La physique quantique fait un usage intensif des corrélations bien qu’il n’existe
pas de propriétés a corréler : en général les particules quantiques ne possédent
pas de telles propriétés. Comme nous 'avons vu, un spin 1/2 appartenant a
une paire dans I’état |®) n’a pas d’état de spin.

6.3.2 Inégalités de Bell

Dans la sous-section précédente, nous avons montré I'incompatibilité de la
mécanique quantique et du réalisme local. En dernier ressort, c’est a 'expé-
rience de trancher entre deux possibilités théoriques incompatibles. Les expé-
riences cruciales ont été effectuées avec des paires de photons intriqués en po-
larisation, et nous allons abandonner le spin 1/2 pour passer aux photons. Les
premiéres expériences concluantes ont été réalisées avec des paires produites
dans une cascade atomique (Aspect et al. [1982]). On utilise aujourd’hui une
technique plus performante, la conversion paramétrique. Dans 'expérience de
Weihs et al. [1998], la conversion paramétrique produit une paire de photons
dans un état intriqué en polarisation

Wap) = %(Imym ~ lyazs)) (6.68)

ou |z) et |y) sont des états de polarisation linéaire. Cet état est invariant par
rotation autour de Oz. Soit en effet |0) et |6, ) les états de polarisation (3.23)-
(3.24) pour un photon polarisé suivant les directions 6 et 6

|0) = cos O |z) + sinf |y)

6.69
|01) = —sinf |z) + cos b |y) (6.69)
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F1G. 6.3 — Définition des axes pour 'expérience avec des photons.

Un calcul immédiat montre que

|WaB) = %(WAQLB> —101405)) (6.70)
La polarisation des photons est analysée par Alice et Bob qui utilisent des
axes @ et b orientés suivant les directions 64 et 65 du plan zOy (figure 6.3).
Introduisons la quantité A(a) définie comme suit : A(a) = +1 si la polarisation
du photon est orientée suivant 04 et A(a) = —1 si elle est orientée suivant
0, 4. On définit de méme pour Bob B(b) = £1. A partir de mesures effectuées
sur une série de A paires intriquées, Alice et Bob construisent la quantité
expérimentale suivante

~ 1 N ~
E(a,b) = lim - > An(a)By(b) (6.71)

ou A, = +1 et B, = +1 représentent le résultat de la mesure sur la paire
numéro n. Nous supposons qu’Alice et Bob sont séparés par une distance telle
qu’aucune information ne peut transiter entre les deux expérimentateurs pour
des mesures effectuées sur une méme paire n : 'orientation choisie par Alice
pour mesurer la polarisation du photon A ne peut pas influencer le résultat
de la mesure effectuée par Bob sur le photon B. C’est une conséquence de
I’hypothése de localité. Si Alice et Bob choisissent aléatoirement l'orientation
de leurs polariseurs pendant que les photons sont en vol entre leur point de
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production et leur détection, aucune information sur l'orientation choisie par
Alice ne peut étre parvenue a Bob quand il effectue sa propre mesure.

Ajoutons maintenant & 'hypothése de localité celle de réalisme : comme
les photons ne peuvent plus communiquer entre eux, chaque photon doit pos-
séder indépendamment de lautre toute 'information nécessaire sur A, (a) et
Bn(b), quelle que soit l'orientation choisie au dernier moment par Alice et
Bob. L’information sur le couple [A,(a), B, (b)] doit exister pour tout choix
de directions [a, l;], meéme si ce ne sont pas au final les directions choisies par
Alice et Bob. Construisons la combinaison suivante X,,, dépendant de deux
orientations (a,a’) pour Alice et (b,d') pour Bob

Xo = An(@B() + An(@)Ba() + An(@)BuH) = An(@)Ball)

= An (@) [Bn(0) + Ba (V)] + An(@') [Bu(V) — B (D)]
Contrairement a celle de E(a, i)) Iécriture de X,, repose sur un a priori
théorique, ce1u1 ou les particules a et b « possédent » les propriétés
Ap(a), .. (b’ ). Un seul des quatre couples possibles {A, (@), B,(b)}

AAn(a ), B, (1)} peut étre effectivement mesuré dans une expérience sur la

paire n, mais le résultat potentiel des trois autres expériences est bien défini,
méme s’il nous est inconnu.

Pour chaque paire, la combinaison X,, vaut 2. En effet, on a soit B, (B’)
B (b), auquel cas By, (V) — By (b) = 0 et By, (b) + Bn(b) = £2, soit B, (V')
—B,,(b), auquel cas B, (V') + B, (b) = 0 et B, (b) — B,(b') = +2. Comme les
valeurs possibles de A, (a) et A,(a’) sont £1, on a nécessairement X,, = +2.
La moyenne sur un grand nombre d’expériences ne peut donner qu’une valeur
moyenne (X ) dont la valeur absolue est inférieure a 2

(6.73)

lim —

Le résultat [(X)| < 2 est un autre exemple d’inégalité de Bell. Soulignons a
nouveau que cette inégalité dépend de fagon cruciale du réalisme local : le
photon A posséde simultanément les propriétés A, (a) et A,(a’), le photon B
les propri¢tés B, (b) et B, ('), et la localité implique que la valeur de A, (a)
par exemple ne peut pas dépendre des orientations boul de I’analyseur de
Bob.

Quelles sont les prédictions de la mécanique quantique ? Utilisant I'inva-
riance par rotation autour de Oz, on choisit a suivant Oz et b dans zOy
faisant un angle 6 avec Oz. Il faut calculer la probabilité

p(|Wap) — x4 ®05))

avec
|ta ® 0p) =cosblzs @ xp) +sinblzs @ yp)
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soit pour 'amplitude de probabilité

[
a(|¥ap) — |za ®0p)) = 7 sin 0
et pour la probabilité
1.
p(1Wap) — 14 ®05)) = 5 sin®6 (6.74)

Comme on pouvait s’y attendre, il suffit de remplacer 'angle /2 du résul-
tat (6.61) pour le spin 1/2 par Pangle 6 pour le photon de spin 1 et l'on
trouve

E(2,6) = %[2 cos? f — 2 sin? e] — cos(26)

Faisons maintenant le choix suivant pour les axes de mesure des deux spins :
a est paralléle a #, b fait un angle de 7/8 avec &, @’ un angle de —m/4 et &’ un
angle de —m /8 (figure 6.4). Les différentes valeurs moyennes sont données par

E(a,b) = E(a,b') = E(a',V) = —% E(d,b) = % (6.75)
Ay
b
/8 a
Vas o
s Y

F1G. 6.4 — Configuration optimale des angles.

La combinaison (X) de ces valeurs moyennes vaut —21/2 en mécanique quan-
tique

(X) = E(a,b) + E(a,b) + E(&',0') — E(a',b) = —2v/2 (6.76)

On peut montrer que le choix des orientations de la figure 6.4 donne la valeur
maximale de |[(X)] : [{X)|max = 2v/2. Cette valeur viole la borne (6.73) |(X)| <
2. La mécanique quantique est incompatible avec les inégalités de Bell, et
donc avec I’hypothése du réalisme local : les corrélations de la mécanique
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quantique sont trop fortes! Les théories de variables cachées locales sont un
exemple de théorie réaliste locale, et les prédictions de la mécanique quantique
sont donc incompatibles avec toute théorie de ce type. La contradiction entre
la mécanique quantique et le réalisme local vient de ce qu'une mesure en
mécanique quantique ne peut pas attribuer simultanément des valeurs bien
définies aux quatre quantités A, (a), B, (b), A, (d') et B, (V') de (6.72) pour
une méme paire de photons, car ces quantités correspondent a des valeurs
propres d’opérateurs qui ne commutent pas tous entre eux. Une expérience
permet de mesurer au plus deux de ces quantités simultanément, et sur deux
particules différentes, et on n’a pas le droit de supposer l'existence de ces
quantités, méme inconnues, dans un raisonnement physique. La quantité X,
dans (6.72) est « contrefactuelle », c’est-a-dire qu’elle ne peut étre mesurée
dans aucune expérience réalisable.

Les premiéres expériences concluantes ont été réalisées par Aspect
et al. [1982], voir aussi Aspect [1999]. Une expérience plus récente est celle
de Weihs et al. [1998], que nous décrirons briévement : un photon ultravio-
let est converti dans un cristal non linéaire en deux photons dans I’état de
polarisation (6.68) : figure 6.5. Dans cette expérience, on peut modifier de fa-
con aléatoire 'orientation des analyseurs pendant que les photons sont en vol
entre leur point de production et les détecteurs. En effet les deux détecteurs
sont distants de 400 m, distance franchie par la lumiére en 1.3 us, alors que la
durée combinée des mesures individuelles et de la rotation des polariseurs ne
dépasse pas 100 ns. Il est impossible que les détections d’Alice et de Bob soient
reliées de fagon causale et on élimine toute information sur l'orientation des
analyseurs qui pourrait avoir été stockée a l’avance. La seule objection pos-
sible est que seulement 5 % des paires de photons sont détectées, et il faut
admettre que ces 5 % constituent un échantillon représentatif. A priori on
ne peut voir aucune raison qui s’y oppose!”. On peut trés raisonnablement
affirmer que I'expérience a tranché en faveur de la mécanique quantique et
a éliminé le principe de réalisme local d’Einstein. On pourrait étre tenté de
conclure que la physique quantique est non locale, mais cette « non-localité »
ne contredit jamais la relativité restreinte, en ne permettant pas par exemple
de transmission d’information & une vitesse supérieure a celle de la lumiére, ou
communication supraluminale : Alice et Bob observent chacun une suite aléa-
toire de +1 et de —1, qui ne contient aucune information, et c’est seulement
en comparant leurs résultats transmis par une voie classique, a une vitesse in-
férieure & ¢, qu’ils peuvent se rendre compte de leur corrélation. On trouvera
des commentaires additionnels sur ce point dans la section 6.5.1.

Plutét que de non-localité, il est préférable de parler de non-séparabilité du
vecteur d’état |V ap) (6.68), qui ne contient aucune référence a l'espace-temps.
Les expériences décrites ci-dessus ne permettent de conclure a la non-localité

17. On admet que le résultat de I’élection du Président de la République en France peut
étre prédit avec un bon niveau de confiance sur un échantillon de 1000 personnes sur 30
millions d’électeurs, soit 0.003 %! Mais il peut y avoir des surprises. ..



6. Etats intriqués 207

polariseur a deux voies

cristal non linéair

.

fbrese 1 i%qlateur électro-optique

.~/ optiques

générateur
aléatoire

— 400 m —

F1G. 6.5 — Expérience avec des photons intriqués. La paire de photons intriqués est
produite dans un cristal non linéaire BBO et les deux photons partent dans des fibres
optiques qui les aménent aux analyseurs de polarisation. D’aprés A. Zeilinger [1999].

uniquement que si on y ajoute le « réalisme » : c’est le « réalisme local » qui
est réfuté.

6.3.3 Contextualité

Nous avons vu qu’'une théorie de variables cachées doit étre non locale
si 'on exige qu’elle reproduise les réultats de la mécanique quantique. Une
autre propriété qu’une telle théorie doit posséder est la contextualité. Afin
d’expliquer ce concept, supposons que nous ayons en mécanique quantique
deux ensembles d’opérateurs hermitiens (ou propriétés physiques) compatibles
{K,L,M,---} et {K,P,Q---}, mais que les deux ensembles d’opérateurs ne
soient pas compatibles entre eux : [K,L] = [K,P] = [L,M]--- = 0, tandis
que [L, P] # 0. Pour des opérateurs compatibles, une relation opératorielle
f(K,L,M,---) =0 implique que leurs valeurs propres k,[,m--- obéissent a
la méme relation fonctionnelle : f(k,l,m,---) = 0. Peut-on généraliser cette
propriété si on considére des opérateurs non compatibles ? Pour répondre &
cette question, considérons le tableau suivant de 9 opérateurs formés avec les
opérateurs de spin de deux particules A et B (Mermin [1993])

K=o L=o5 M=oc20P =KL
_ B _ A _ A _B __
P=o, Q=o0, R=o0,0;=QP
U:afaf V:U;‘af W:U?UZB:UV

Ces 9 opérateurs ont pour valeurs propres 1, les 3 opérateurs de chaque ligne
commutent et il en est de méme pour ceux de chaque colonne. On devrait donc
avoir

m =kl r=pq w = uv
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car W = UV. On en déduit

mrw = (kl)(pg)(w) = (kp)(lg)(wv) = (uv)* =1

Ce résultat est en contradiction avec l'identité opératorielle M RW = —1I.
Nous venons d’exhiber un cas particulier du théoréme de Kochen-Specker : il
est impossible d’associer leurs valeurs propres & chacun des opérateurs d’un
sous-ensemble d’opérateurs compatibles, si I'on exige que ces valeurs propres
obéissent aux mémes relations fonctionnelles que les opérateurs. Dans une
théorie de variables cachées reproduisant les résultats de la mécanique quan-
tique, les valeurs de ces variables sont contextuelles : elles doivent dépendre
des propriétés physiques qui sont mesurées simultanément. Si on mesure une
propriété physique K simultanément a L et M, on ne peut pas lui attri-
buer la méme valeur que si on la mesure simultanément a P et (). Hasegawa
et al. [2006] ont montré qu'une théorie de variables cachées non contextuelle
est incompatible avec ’expérience.

L’observation que toute théorie de variables cachées doit étre contextuelle
n’est pas obligatoirement un argument décisif contre de telles théories. Ce-
pendant, I’hypothése de non-contextualité est dans certains cas équivalente a
celle de localité, comme le montre 'exemple des états GHZ (exercice 6.6.9).

6.4 Décohérence et mesure

6.4.1 Définition de la décohérence

Nous allons désormais interpréter un systéme intriqué de H 4 ® Hp comme
formé du systéme qui nous intéresse, A, et d'un environnement £ : l'espace
de Hilbert sera donc Ha ® Hg. Le phénoméme de décohérence est contenu
dans I’équation (6.34) : dans I’état intriqué | 4g) construit avec des vecteurs
|0in) € Ha et les vecteurs |x;,) d'une base orthonormée de Hpg

Pap) =Y cilpis ® Xip) (6.77)

létat |p;,) € Ha du systéme est corrélé a un état |y;,) € Hg de 'environ-
nement, et ces états vérifient la condition d’orthogonalité

(Xig|Xjs) = 0ij (6.78)

Dans ces conditions, I’équation (6.34) donne l'opérateur statistique de A

pa=Tre|®ap)(Pap| = Zlczl |Pia){Pial (6.79)

pa ne dépend que du module de ¢;, et toute I'information sur les phases des
nombres complexes ¢; a disparu dans p4. En résumé, si des états du systéme A
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sont corrélés a des états orthogonaux de I’environnement £, toute cohérence
de phase entre les états de A est perdue. Cette perte de la cohérence de phase
est appelée décohérence.

La décohérence vient de ce que I'état de £ agit comme un marqueur de
I'état de A. Ceci est illustré par une expérience d’interférences. Dans la dis-
cussion des expériences d’interférences du chapitre 1, nous avons insisté sur
le fait que les interférences étaient détruites s’il était possible, au moins en
principe, de connaitre la trajectoire de la particule et de déterminer si elle
était passée par une fente plutot que par 'autre. La qualification « au moins
en principe » est cruciale : il importe peu qu’'un expérimentateur soit ou non
présent pour effectuer I'observation, et il importe peu que 'observation soit
ou non possible avec les techniques expérimentales d’aujourd’hui. Il suffit de
concevoir que cette observation soit possible en principe dans le cadre du
dispositif expérimental envisagé.

Imaginons une expérience ot une particule 1 passe a travers un dispositif
de fentes d’Young, et soit |a1) (resp. |a})) son état quantique lorsqu’elle passe
par la fente F' (resp. F”), c’est-a-dire son état quantique quand la fente F”
(resp. F') est fermée. Supposons ’état de la particule 1 intriqué avec celui
d’une particule 2, ’état global |¥) étant

¥) = = (o ©.02) + [o} ©.5)
Si par exemple les deux particules sont issues de la désintégration d’une par-
ticule instable d’impulsion nulle, leurs impulsions sont corrélées par conserva-
tion de I'impulsion
p1t+pe=0

La mesure de p> donne une information sur pi, et peut permettre sous cer-
taines conditions de remonter a la trajectoire de la particule 1, et par exemple
de déterminer la fente d”Young choisie par celle-ci, ce qui entraine la destruc-
tion des interférences. Dans le cas des interférences avec une seule particule,
on dit souvent que 1'observation de la trajectoire « perturbe » celle-ci, et que
cette perturbation est a lorigine de la destruction des interférences. Notre
exemple d’interférences avec des particules intriquées confirme la discussion
du § 1.4.4 en montrant que cette « explication » passe & c6té du point essen-
tiel : dans cette nouvelle expérience, la particule 1 n’est jamais observée, et
c’est 'information fournie sur 1 par une mesure effectuée (ou non effectuée!)
sur 2 qui permet de conclure a la destruction des interférences. C’est la possi-
bilité d’étiqueter les différentes trajectoires, et non la perturbation due a leur
observation, qui est a I'origine de la destruction des interférences.

Comme nous 'avons vu, la décohérence détruit la cohérence de phase.
Toutefois, les phases ont seulement disparu localement, c’est-a-dire si on se
limite a des mesures sur le systéme A. Il est facile de trouver des propriétés
physique jointes de A et £ dont les éléments de matrice dépendent des phases
des coeflicients ¢;. Si 'on est capable de garder le controle de I'ensemble des
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variables quantiques du systéme AE, alors on a affaire a une « fausse décohé-
rence », dont un exemple (théorique!) a été donné par Hagley et al. [1997].
Un autre exemple est fourni par une expérience de trous d’Young effectuée
avec des atomes : si les électrons sont considérés comme 'environnement des
noyaux, il est clair que les fonctions d’onde électroniques correspondant aux
atomes passant par I'une ou 'autre des deux fentes sont orthogonales. Mais
les fonctions d’onde électroniques suivent adiabatiquement le mouvement des
noyaux, et la recombinaison des deux amplitudes se fait sur I’écran de fagon
cohérente, avec des interférences. Au contraire, si 'on perd le controle des
variables de ’environnement, alors on a affaire & une vraie décohérence : 'in-
formation fuit de fagon incontrélable dans ’environnement. Par exemple, si
I’environnement est constitué des photons du rayonnement du fond cosmolo-
gique a 3 K, il est évidemment impossible de garder le controle sur les photons
de ce rayonnement qui ont diffusé sur le systéme.

Le temps de décohérence Tgec est le temps caractéristique de décroissance
de la cohérence de phase. Ce temps de décohérence est d’autant plus court
que le systéme A est complexe. Nous allons le voir sur un exemple simple;
des modéles plus élaborés seront discutés dans le chapitre 17 et confirmeront
la validité de cet énoncé. Supposons qu’un spin 1/2 interagisse avec son envi-
ronnement de telle sorte que rien ne change s’il est dans I'état |+), mais que
son vecteur d’état change de signe s'il est dans 'état |—)

+) = [+) =) —=1-) (6.80)

Dans un intervalle At, le processus (6.80) appelé basculement de phase'® se
produit avec une probabilité p = T'At, ou I' représente la probabilité par
unité de temps. Nous supposerons toujours p < 1 de telle sorte que la proba-
bilité pour deux basculements de phase dans l'intervalle At soit négligeable. Si
I’état de spin est la superposition linéaire vecteur propre de o, avec la valeur

propre +1
1

+)+ |-

%) \/§(| )+ 1))
cet état se transforme par basculement de phase en
€
V2

vecteur propre de o, avec la valeur propre —1, avec une probabilité p = T'At :
le temps de décohérence est 7q4ec = 1/I". Partons maintenant d’un état de N
spins ayant la forme suivante, apppelé état GHZ (Greenberger et al. [1990]),
voir I'exercice (6.6.9)

W) = 1¢") = —=(+) = =)

1
E

18. Ce processus est important dans la discussion des codes correcteurs d’erreur en
informatique quantique.

W)= —=(++-+)+]——-—)) (6.81)
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Pour que la relation de phase initiale entre les deux composantes de |¥,,) soit
perdue, il suffit qu’un seul des spins soit affecté

1

ﬁ(\ ) | ) (6.82)
En admettant en premiére approximation que le processus (6.80) se produit
indépendamment pour tous les spins, le processus (6.82) a une probabilité
np = nl'At de se produire dans I'intervalle de temps At. Le temps de décohé-
rence Tézc) = Tdec/n est d’autant plus court que le nombre de spins est grand.
Ceci est un trait général de la décohérence, étudié plus en détail au chapitre 17.
Par exemple, dans le mouvement brownien quantique, il suffit d’une collision
pour provoquer la décohérence, alors que plusieurs collisions sont nécessaires
pour changer la vitesse de fagon appréciable : pour un systéme complexe, le
temps de décohérence est extrémement court par rapport aux autres temps
caractéristiques, par exemple le temps de relaxation de I’énergie. Compte tenu
de cette propriété, 'observation expérimentale du phénoméne de décohérence
n’est pas facile. Cependant, la décohérence a été observée dans des conditions
parfaitement controlées par Brune et al. [1996].

W) = [W,) =

6.4.2 Modéle pour I’émission spontanée

Pour illustrer le phénoméne de décohérence, nous allons étudier un mo-
déle trés schématique d’émission spontanée d’un photon par un atome. Le
systéme A est 'atome, qui peut étre dans un état excité [14) ou dans l'état
fondamental |04). L’environnement est le champ électromagnétique quantifié,
qui peut étre dans son état fondamental a zéro photon, |0g), ou dans un état
a un photon |1g). L’évolution unitaire se fait dans l'espace Ha ® Hpg, et si
I'état initial est |04 ® Og), rien ne peut se passer

Uag|04a®0g) =104 ®0g) (6.83)

Mais si I’état initial est |14 ® Og), Patome peut émettre un photon avec une
probabilité p = I'At

Uaplla®0g) =/1-p |[1a®0g) +/p |04 @ 1E) (6.84)
On part de ’état initial
[®ar) = (N0a) + pl14)) @ [0g) (6.85)

qui correspond & la matrice statistique suivante pour A

_{ |u? Au*)
pa (A*u )2

Utilisons (6.83)-(6.84) pour calculer la matrice statistique p,
Le vecteur d’état devient 1’état intriqué

Uap|®ag) = (M04) + py/1—p [14) @ [0g) + 1y/P (04 ®15)  (6.86)

M au temps At.
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et la matrice p(Al)

1—(1—p)uP vT=p \*
pg) = Tre [UAE‘(I)AE><(I)AE‘ULE] - (

VI=p XN (1—p)lu?

Pour obtenir la matrice statistique au temps ¢, on divise ¢t en n intervalles
At =t/n, avec TAt < 1

oy (1 ~(—eren (=g ,001> (1 —e T pyy e 1/2 P01>
A= -
e /2 Tt

(1=p)"2pr0  (1—p)"pn1 po e
(6.87)

On observe que le temps de décroissance des cohérences est T = 2/T, et
celui des populations est 73 = 1/T", et donc Ty = 2T3. Ce résultat, qui nous
servira au chapitre 15, est spécifique au cas ou I'environnement est limité au
seul champ électromagnétique. Dans le cas d’environnements plus complexes
(avec des collisions, etc.), les cohérences dans la base {état fondamental, état
excité} sont en général beaucoup plus fragiles que les populations, et To < T7.
C’est aussi la situation générale en RMN dans la base {|+),|—)} pour un
champ By orienté suivant Oz, et c’est pourquoi on utilise une impulsion 7/2
de préférence & une impulsion 7 : le retour a ’équilibre se fait plus rapidement.

Une seconde observation est la suivante : supposons que le détecteur de
photons ait une efficacité de 100 %, qu’il couvre tout I'angle solide, et que
nous n’observions aucun photon entre les instants ¢t = 0 et t = At. Cela veut
dire que nous avons préparé au temps At l'atome dans I’état (non normalisé)

A0a) +py/1=p [1a) (6.88)

Bien que nous n’ayons absolument pas agi sur I’atome, son vecteur d’état a
évolué en raison de I’absence de détection d’un photon!

6.4.3 Modéle de von Neumann pour la mesure

Dans 'interprétation de Bohr de la mécanique quantique'®, le probléme
de la mesure ne se pose pas : les objets quantiques n’ont pas de propriétés
indépendantes de 'appareillage expérimental utilisé pour les observer. Les
appareils de mesure se comportent de facon classique, non pas parce qu’ils sont
macroscopiques, mais en raison de leur role dans le dispositif expérimental.

La faiblesse manifeste de ce point de vue est qu’il suppose I'existence d’une
frontiére classique-quantique, alors qu’on aimerait que la physique classique
soit un cas limite de la physique quantique. Dans ce cadre, il est naturel
de supposer que la mesure doit avoir comme phase initiale une interaction

19. Ou plus exactement, comme ’écrit justement Leggett (Leggett [2002b]), la « non-
interprétation », car Bohr se refuse a attribuer une quelconque « réalité » aux vecteurs
d’état, opérateurs, etc. : « Microscopic entities are not even to be thought as possessing
properties in the absence of specification of a macroscopic arrangement ».
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quantique entre le systéme étudié et ’appareil de mesure, considéré, au moins
au départ, comme un objet quantique. C’est le modéle de mesure proposé
par von Neumann. Dans ce modéle, 'appareil de mesure M est donc traité
comme un systéme quantique, et on se propose d’effectuer des mesures sur
un systéme A. Soit |p,) une base de Ha formée de vecteurs propres d’une
propriété physique A, les valeurs propres a,, étant supposées non dégénérées
pour simplifier la discussion

Alpn) = anlen) (6.89)

Soit |®,,) une base orthonormée de Hys, (P, |Pr,) = dpm, et soit |Pg) 1état
initial de 'appareil de mesure, qui est a priori quelconque, pas nécessairement
un des états |®@,,). L’état initial, avant toute interaction entre A et M, est un
produit tensoriel |¥;)

|¥i) = |on @ Po) (6.90)

et le résultat de l'interaction est de transformer |¥;) en |¥y)
(Wi) = [Wy) = U(00)[Wi) = [@n © Pn) (6.91)

L’évolution (6.91) est bien compatible avec l'unitarité : elle transforme des
états orthogonaux en états orthogonaux, (¥;|V}) = 0 = (V;|¥%) = 0.
Un modéle explicite qui réalise cette évolution est décrit a I'exercice 9.6.13.
L’équation (6.91) montre que si M est observé dans I'état |®,,), cela implique
que A est dans 1'état |p,), et le résultat de la mesure de A est a,. Si I'état
initial de A est une superposition linéaire ) cy|pp), soit

W) = (Z cnlson>> ® |®o) (6.92)

|Ws) est un état intriqué
[Ts) =" cnlon @ Op) (6.93)

L’opérateur statistique de A est alors

pa =TTy = 3 leallion) iul (6.94)

Un examen superficiel de (6.94) pourrait conduire & la conclusion suivante :
nous venons de montrer la régle de Born et la réduction du paquet d’ondes. En
effet, A est trouvé dans 1'état |¢,,) avec la probabilité |c,|?. Bien entendu c’est
une illusion, car en premier lieu la prescription de trace partielle utilisée pour
démontrer (6.94) a été déduite de la régle de Born, et la « démonstration » est
en fait un raisonnement circulaire. En second lieu il n’y a pas eu réduction du
paquet d’ondes, car le mélange dans (6.94) est un mélange impropre, et non
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un mélange incohérent d’états |¢,,) avec la probabilité |c,|?. Mais il y a plus
grave. Un premier probléme est celui de ’ambiguité de la propriété physique
mesurée, que nous allons illustrer en prenant pour A4 et M deux spins 1/2,
une base |z4) d’états propres de o, pour A et une base |Z1) d’états propres
de X, pour M : afin d’alléger les notations, nous notons uniquement jusqu’a
la fin de cette section les vecteurs de base |z+) au lieu de |+, z). Nous aurons
également besoin des bases de vecteurs propres |z1) = (|zy) +|2_))/v2 de
o, dans Hy et |X1) = (|Z,) £|Z_))/v/2 de ¥, dans Hy;. Nous choisissons
|Po) = | X 1) et Pévolution suivante

U(oo)|z4 ® X4) = |24 ® Z4)
U(oo)lz- ® X+) = |2- ® Z_)
Partant d’une superposition linéaire initiale
Wiy = (Alz4) + plz-)) © [ X4)
nous arrivons a 1’état final
Us)=ANzp @ Z1) + plz- @ Z2) (6.96)

Comme on s’y attendait, les phases de A\ et p restent présentes dans les élé-
ments de matrice de propriétés jointes de A et M, par exemple

(6.95)

1 *
(slouTelWg) = S[IAR + 12 + 2Re(A" 1) (6.97)

et de plus, si nous choisissons A = = 1/+/2, (6.96) peut se récrire

1
V2
ce qui fait que M mesure o, et non o, : il y a ambiguité sur la propriété
physique mesurée. En observant M longtemps aprés que la mesure a été effec-
tuée, 'expérimentateur peut choisir de mesurer o, ou o, qui sont pourtant
des propriétés physiques incompatibles. Le deuxiéme probléme est celui du
chat de Schriodinger. Revenant au cas général, si 1’état initial de A est une
combinaison linéaire

U ;) = (|:c+ ® X))+ |- ® X,>) (6.98)

lo) = Alp1) + plpz2)
alors 'état final est

[Ws) = N1 @ @1) + plpa @ Do) (6.99)

Si M est macroscopique, on obtient une superposition linéaire de deux états
macroscopiquement distincts, appelée chat de Schridinger : ¢’est I'intrication
des états microscopiques de A et macroscopiques de M qui fabrique des chats
de Schrodinger. Les deux composantes de | ¢) sont présentes dans I’état final,
on ne peut pas dire que M est dans I'état |®1) ou dans I'état |P2) et aucune
mesure n'a été faite, car aucune des éventualités : M dans 1'état |®1) ou M
dans l'état |P2) n’a été realisée. L’appareil de mesure est dans un état de
superposition linéaire, et non dans un mélange statistique.
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6.4.4 Modéle de Zurek

Zeh (Zeh [1970]) et Zurek (Zurek [1991]) ont remarqué que M étant ma-
croscopique, il interagit fortement avec son environnement £. En raison de
cette interaction, il existe dans ’espace de Hilbert des états privilégiés, les
états pointeurs®®, qui ne s’intriquent pas avec ’environnement et qui sont dé-
terminés par la forme du hamiltonien d’interaction Hy;r. En revanche, toute
superposition linéaire de ces états est trés rapidement détruite par la déco-
hérence et 'appareil de mesure ne peut « se trouver » que dans un des états
pointeurs. Des modéles explicites de ce phénomeéne sont étudiés au chapitre 17.
Cette observation est trés importante pour le processus de mesure, car elle
permet de lever I'ambiguité sur la base mentionnée précédemment : si les
états |Zy) de (6.95) sont des états pointeurs, les superpositions linéaires

[X+) = —=(1Z24) £12-))

1
V2
ne le sont pas. Cependant, ainsi que nous allons le montrer, la prise en compte
de 'environnement ne résout pas le probléme de la mesure, ce que suggérent
les guillemets entre lesquels nous avons mis « se trouver ».

Dans le modéle de Zurek, A et M sont des spins 1/2 comme dans la
section 6.4.3, et Penvironnement & est constitué de N > 1 spins 1/2, k =

1,2,---, N. Le hamiltonien Hj;g est supposé de la forme
N
Hyp=Y Hyp — Hp=hgS. @0l (6.100)
k=1

oll g, est une constante de couplage sans dimension prenant des valeurs aléa-

toires en fonction de k ; \zi ) désigne les vecteurs propres de otP

o®)[2Y) = +]20)

Aprés interaction entre A et M, le vecteur d’état est donné par (6.96)

N
Wiot (0)) = 195) @ TT (anl2) + Bel=")) (6.101)
k=1
Afin de simplifier ’argument, nous avons supposé que le temps caractéristique
de l'interaction AM est trés court par rapport a celui de I'interaction ME.
1l est facile de déterminer I’évolution ultérieure de |Wyq) en remarquant que
celle des quatre vecteurs de base suivants est évidente

|Z+®z+ ) — e lort |7, ®z(k)>
12y @28 — et |2, @ 21)
1Z_ @2y — el |Z_ @ 2 (F))
17 @ 2W) = e7iot | 7_ @ )y

20. En anglais : « pointer states ».



216 Physique quantique

On obtient donc

=

U4, 0)1910x(0)) = Ny 24} @ T (e 1) + et :))

k

I
-

=

+ a2 @ I (e 1s0) + preoe )
k

= N2y @ ZL @EL () +plz- ® Z_ @E_(t))

Il
-

Les états |E4) et |E_) sont corrélés respectivement a |21 @ Z1 ) et & [z @ Z_).
On en déduit I'opérateur statistique de AM en prenant la trace partielle sur
I’environnement

PAM = Tré'ptot = Tre [U(t, O)I\Iltot(o»<\I/tot(0)|UT(t7 0)]
= MPlzs ® Zi )zt © Z | + pf*)2- @ Z-)(2- © Z_|
+ [z(OMF |24 ® Z1) (22 ® Z_| + h.e]

ou z(t) mesure le recouvrement de |€4) et de |E_)

N
z(t) = (E_()[E+(¢) H cos2gt + i(Jax|® — |Bk|?) sin2gxt]  (6.102)

La superposition d’un grand nombre de fréquences différentes dans (6.102)
entraine que |z(t)| — 0, ce que Zurek a vérifié numériquement, de sorte que

part = Pz ® Zi)(zs ® Zy| + |ufle- © Z-)(2- @ Z_| (6.103)

Les états |E4) et |E_) deviennent orthogonaux a la limite t — oo et les états
|Z1) sont bien des états pointeurs. Alors que le systéme AM était décrit dans
la section 6.4.3 par un vecteur d’état, la prise en compte de ’environnement
fait que ce systéme est maintenant décrit par un opérateur statistique, dont
les cohérences ont été éliminées. Un examen superficiel de la situation pourrait
conduire a la conclusion suivante : il n’y a plus de superposition linéaire, et
donc plus d’ambiguité de la base de mesure, et il n'y a plus de chats de
Schrodinger. Le systéme AM « se trouve » dans létat |24 ® Z,) avec une
probabilité et dans I'état |2_ ® Z_) avec une probabilité |u|?.
Cependant, est-ce vraiment la la solution au probléme de la mesure? Le
consensus qui semble se dégager est le suivant : si on se limite & un point de
vue strictement opérationnel, le modéle de 'environnement est satisfaisant,
mais en tant que théorie fondamentale, il n’est pas pertinent?!. Tout d’abord

21. « Point de vue strictement opérationnel » est la traduction de « For all practical
purposes » (FAPP) (Bell [1990]), et « non pertinent » celle de « It is a non starter »
(Leggett [2002b]).
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on observe que le probléme des superpositions linéaires a simplement été dé-
placé du systéme AM vers le systéme global AME. La valeur moyenne de la
propriété physique suivante (d’Espagnat [1995])

N
R:am®2m®Ha§f’
k=1

est indépendante du temps

N
(R) = 2Re(X"p) [ | 2Re(ag5)

k=1

et par conséquent les phases de A, u, ay et (i restent pertinentes. On peut
rétorquer que R est en pratique certainement trés difficile, voire impossible
a mesurer (on est en présence de décohérence vraie), et c’est la raison pour
laquelle le modéle de Zurek peut étre considéré comme satisfaisant d’un point
de vue strictement opérationnel : les phases sont 1a, mais on ne peut pas les
atteindre. Il est cependant peu satisfaisant d’invoquer la difficulté pratique
d’une mesure comme argument en faveur d’une théorie que I'on voudrait fon-
damentale. La seconde objection au modéle de Zurek (non indépendante de
la précédente) est que le mélange (6.103) est un mélange impropre : on ne
peut pas dire que le systéme AM se trouve dans l'état |z4 ® Z;) avec une
probabilité [\|? et dans 1'état |2 ® Z_) avec une probabilité |u|?, et que cet
état nous est simplement inconnu. Si tel était le cas, la mesure ne ferait que
révéler un résultat qui nous était précédemment caché, car nous aurions affaire
a un mélange propre (cf. la discussion de la section 6.2.4). Mais (6.103) décrit
un mélange impropre, aucune des deux éventualités |z; ® Z4) ou |z ® Z_)
n’est en fait réalisée . .. & moins de disposer d’un appareil M’ extérieur & AM
et qui permet d’observer ce systéme. Mais si nous supposons ’existence d’un
tel appareil, nous sommes ramenés au probléme précédent pour le systéme
AMM’ !

Dans le cas d’une expérience d’interférences du type fentes d’Young, réali-
sée par exemple avec des atomes, on ne peut pas dire que I’éventualité : I'atome
numéro n est passé par la fente F; ou 'atome numéro n est passé par la fente
Iy, a été réalisée. Si tel était le cas, on n’observerait pas d’interférences. Si
les superpositions d’états macroscopiquement distincts sont possibles, alors il
n’y a pas plus de raison pour que I’éventualité : 'appareil de mesure est dans
Pétat |z ® Z), ou 'appareil de mesure est dans 1'état |z ® Z_), soit réalisée.
On ne peut pas changer subrepticement les régles de la mécanique quantique
en passant du microscopique au macroscopique !

Est-ce a dire que la décohérence est un concept sans intérét 7 Tel n’est pas
le cas, car la décohérence est fondamentale pour expliquer pourquoi un objet
macroscopique nous apparait classique, parce que nous sommes en pratique
limités & des observations locales. L’observation d’un objet macroscopique
nous donne une image classique, exempte de superpositions linéraires, mais la
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décohérence ne nous permet pas de dire que 'objet « se trouve » dans tel ou
tel état.

6.4.5 La réduction du paquet d’ondes

Pour conclure cette section consacrée a la mesure, revenons sur une ques-
tion que nous avions laissée en suspens au chapitre 4, celle de la « réduction
du paquet d’ondes ». Imaginons que nous effectuions au temps ¢; sur un sys-
téme A une mesure d’une propriété physique A (6.89) et au temps to > 1
une mesure d’une propriété physique B dont les valeurs propres sont b, et les
vecteurs propres [¢q)

B|¢q> = bq|wq>

Afin de nous débarrasser de ’évolution temporelle des vecteurs d’état, nous
nous plagons dans le point de vue de Heisenberg, et les propriétés physiques
mesurées sont en fait A(t;) et B(t2). Afin de simplifier la discussion sans af-
fecter la physique sous-jacente, nous supposons que les mesures s’effectuent
pendant un temps trés court ~ At par rapport au temps caractéristique d’évo-
lution de A(t) et B(t), dans deux intervalles de temps [t; — At,t; + At] et
[ta — At, ta + At] qui ne se recouvrent pas. Le role de U(oco) dans (6.91) est
joué par deux opérateurs unitaires Uy et Us

UZWq ® Wo) = Wq ® (I)q>
ou |®) et | V) sont des vecteurs de ’espace des états Hyy, et Hyy, des appareils

de mesure M et My. Si I’état initial de A est |¢) =), cn|en), Paction de
U, sur 'état initial de Ha @ Ha, @ Har, est

Uilp ® @0 ® Wo) = > {palo)lon ® Pn ® Yo)

n

car Uy (Uz) agit dans Hay, (Har,). L'action de Us se traduit par

U2Us]p @ @9 ® Vo) = Z<@n|@><wq‘§0n>‘§0n ® Op ® Vg)

n,q

D’apres le postulat IT (régle de Born), cette équation donne immédiatement
la probabilité jointe

P(B = bg; A = an) = [{nl@)* (gl in) (6.104)

La probabilité conditionnelle d’observer b, sachant que a,, a été observé dans
la premiére mesure est donnée par la loi de Bayes

p(B=>byA=a,)

e )

= |{¥glion)? (6.105)
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Si nous avions appliqué le « postulat » de réduction du paquet d’ondes, nous
aurions conclu qu’aprés la premiére mesure, le systéme A se trouvait dans
létat (4.7)
pn) = Pule)
{@n|Pnle)

et que la probabilité de mesurer b, était |(1,|¢n)|?, en accord avec (6.105). Le
« postulat » RPO est donc une conséquence de la régle de Born. L’argument
ci-dessus montre en outre que la validité du postulat RPO est soumise au
caractére idéal de la mesure. Il ne serait pas valable si la loi d’évolution du
systéme A lors de la premiére mesure était

Utlpn ® ®g) = |S0/n ® ©p)

6.5 Information quantique

6.5.1 Théoréme de non-clonage quantique

Pour conclure ce chapitre, nous allons examiner quelques applications des
états intriqués a l'information quantique, c’est-a-dire la théorie du traitement
et de la transmission de I'information utilisant les spécificités de la mécanique
quantique : principe de superposition et intrication. Un ingrédient important
de I'information quantique est le théoréme de non-clonage quantique que nous
allons montrer comme résultat préliminaire. La condition indispensable pour
que la méthode de cryptographie quantique décrite au § 3.1.3 soit parfaite-
ment stire est que 'espionne Eve ne puisse pas reproduire (cloner) I'état de la
particule envoyée par Bob a Alice tout en conservant pour elle le résultat de
sa mesure, ce qui rendrait l'interception du message indétectable. Que ceci ne
soit pas possible est garanti par le théoréme de non-clonage quantique. Pour
montrer ce théoréme, supposons que 1’on souhaite dupliquer un état quan-
tique inconnu |x1) € Ha. Le systéme sur lequel on veut imprimer la copie
est noté |p) € Hp, o da = dp : c’est Péquivalent de la feuille blanche. Par
exemple si I'on veut cloner un état de spin 1/2 |x1), |p) est aussi un état
de spin 1/2. Afin de donner le traitement le plus général possible, nous sup-
posons que nous disposons d’'un systéme quantique auxiliaire?? dans un état
|m) € He. L’évolution quantique la plus générale dans Ha ® Hp ® He est
donnée par un opérateur unitaire U, et nous souhaitons que cet opérateur ait
I’action hypothétique suivante

Ulxi @ p@m) = [x1 ® x1 ® m(x1)) (6.106)
de fagon & créer un clone de |x1). Pour un autre original |y2) on devrait avoir

Ulx2 ® p @m) = |x2 ® x2 @ m(x2)) (6.107)

22. En anglais : « ancilla ».
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Pour montrer qu'un tel opérateur U ne peut pas exister, évaluons le produit
scalaire
X=0(eoeem|UUx®pom) (6.108)

de deux facons différentes.

1. Utilisant UTU =T
X1 =2 ®@p@mlx1®p@m) = (xalx1)
2. Utilisant (6.106) et (6.107)
Xo = (x2 @ x2 @ mx2)lx1 ® xa @ m(x1)) = ({xalx1))(m(xe)lm(x1))

Si (x2|x1) # 0, la condition X; = X5 implique x1 = x2 en raison de l'inégalité
de Schwartz. Si une machine a cloner peut cloner deux états orthogonaux, elle
ne peut pas cloner leurs superpositions linéaires. Cette preuve du théoréme de
non-clonage explique pourquoi on ne peut pas se restreindre en cryptographie
quantique & une base d’états de polarisation orthogonaux {|z),|y)} pour les
photons. C’est 'utilisation de superpositions linéaires des états de polarisation
|z) et |y) qui permet de détecter la présence éventuelle d’un espion.

Si le clonage quantique était possible, on pourrait communiquer a des
vitesses supérieures a celles de la lumiére (communication supraluminale).
Pour le montrer sur un exemple simple, supposons qu’Alice et Bob partagent
des paires de spins 1/2 intriqués dans 1’état (6.15), et que Bob mesure o, ou
o, : ¢'il mesure o, Alice recevra le spin A dans un des deux états |+), et
s'il mesure o, dans l'un des deux états |+, z) = (|+) + |-))/v/2. Supposons
qu’Alice soit capable de faire une copie de ’état qu’elle recoit : avec sa machine
a cloner, qui, rappelons-le, fonctionne quel que soit 'état (inconnu) qu’elle
regoit, elle fabrique 1'état |+ ®+) si elle regoit |+) et Pétat |+, z® +, x) si elle
recoit |+, z). Si Bob mesure o, elle construit donc l'opérateur statistique

1
pr=5(+ON O+ +-0-)(-e-|)
et si Bob mesure o, elle construit

pr==(+ 2@+ 2)(+, 2@+, 2|+ |-, 20 —,2)(—,2® —,z)

DN | =

On vérifie aisément (par exemple en calculant (+—|pz | +—)) que py # p.. Si
le clonage était possible, Alice pourrait connaitre instantanément le systéme
d’axes utilisé par Bob pour sa mesure, méme si elle en est distante de plusieurs
années-lumiére.

Le clonage parfait étant impossible, on peut se demander s’il est possible de
cloner de fagon approchée, et dans ce cas trouver la meilleure approximation
possible d’un état |y) compatible avec les régles de la mécanique quantique.
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Il nous faut donc un critére permettant de définir la « proximité » de deux
états quantiques. Il n’existe pas de critére unique, mais le plus utilisé est la
fidélité F : si l'on essaie d’approcher un état quantique |x) par un opérateur
statistique p, alors la fidélité est définie par

F = {xlelx) = Tr (Ix){x|p) (6.109)

On note que F = 1si p = |x)(x|, et F = 0si p = |¢)(p| avec {¢|x) = 0,
c’est-a-dire si |p) est orthogonal & |x).

Le cas le plus étudié, et le plus important en pratique, est celui du spin 1/2.
Il sera commode, dans la suite de cette section, d’utiliser les notations de
I'information quantique

+) —10) =) —[1) (6.110)

Le clonage optimal a été trouvé par Buzek et Hillery [1996] (BH). On peut
toujours choisir comme page blanche |p) = |0), et le clonage approché BH
fonctionne en prenant aussi un spin 1/2 comme systéme C (les ® ont été
supprimés pour alléger I’écriture)

U|x00) = \/gxxxﬂ - \/g(lxxﬁ + )X (6.111)

ol |y ) est I'état orthogonal a |x)
) = A0 +pfl) ) = —ut[0) + A1) (6.112)
L’opérateur statistique de A s’obtient par une trace partielle
pa = Trae [U]x00)(x00|U"]

Si |x) est caractérisé par son vecteur de Bloch b, lopérateur statistique de A
sera (exercice 6.6.10)

5 1 1 2
_° Z =_(7+= = A1
pa=g 1) (x| + 5 Ix) (x| 5 ( +3 b) pB (6.113)

La premicre des équations (6.113) montre que la fidélité du clonage est
F = 5/6. La preuve que cette fidélité est optimale est assez longue, et le
lecteur est renvoyé a l'article original de Buzek et Hillery [1996]. On peut
montrer qu’'une fidélité meilleure que 5/6 permettrait la communication su-
praluminale : on peut donc voir la borne supérieure F < 5/6 comme une
condition de compatibilité entre la mécanique quantique et la relativité.

Le clonage approché BH est optimal et universel : F ne dépend pas de
Pétat |x) que 'on souhaite cloner. Il est également symétrique : p4 = ppg. Il est
possible d’obtenir une meilleure fidélité si on se limite & une classe particuliére
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de vecteurs de H 4. Un cas important pour la sécurité de la cryptographie
quantique est le clonage d’états de la forme

1
V2
Les deux bases complémentaires utilisées en cryptographie quantique cor-

respondent & des vecteurs de base construits avec (¢ = 0,90 = 7) et
(¢ =7/2,¢ =37m/2), c’est-a-dire aux vecteurs propres de o, et gy,

Xx(9) (10) +e™[1)) (6.114)

1 1
V2 V2

Ces quatre états appartiennent & un équateur de la sphére de Poincaré-Bloch,
et on se pose la question du meilleur clonage possible pour les états de cet
équateur, dont 'opérateur statistique est

| £z) = (J0y £ 1)) | £y) = (Jo) £i[1)) (6.115)

p(6) = [X(@) (X(@)] = 5 (I +cosbo, +sindo,)  (6.116)

On peut montrer que le meilleur clonage possible se passe de spin auxiliaire
et fonctionne de la fagon suivante

10405) — [0405)

. (6.117)
|1405) — cosn|140p) +sinn|04lp)

avec 0 <7 < /2. C’est bien une transformation unitaire dans H4 ® Hp, qui
transforme des états orthogonaux en états orthogonaux. On calcule aisément
les fidélités (exercice 6.6.10) avec pour résultat

1 1
Fu= 5(1 + cosn) Fp = 5(1 + sinn) (6.118)

Si ce clonage est utilisé par Eve, son meilleur choix possible est F4 = Fp : elle
renvoie & Bob un état aussi proche que possible de 'original, tout en gardant
pour elle une copie aussi proche que possible de 'original, ce qui correspond
a un clonage symétrique plus performant que le clonage universel BH

1 1 5

6.5.2 Calcul quantique

Le second sujet de cette section est le calcul quantique. En théorie de
I'information, 'unité élémentaire est le bit, qui peut prendre deux valeurs,
conventionnellement 0 ou 1. Ce bit est stocké classiquement par un systéme a
deux états, par exemple un condensateur qui peut étre non chargé (valeur 0 du
bit) ou chargé (valeur 1 du bit). Un bit d’information implique typiquement le
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transfert de 10* & 10° électrons dans la mémoire vive d’un ordinateur actuel.
Une question intéressante est alors : est-il possible de stocker I'information
sur des électrons (ou d’autres particules) isolé(e)s? Ainsi que nous 'avons
déja vu, un systéme quantique & deux états est susceptible de stocker un
bit d’information : par exemple nous avons utilisé au § 3.1.3 deux états de
polarisation orthogonaux d’un photon pour stocker un bit. Pour fixer les idées,
nous allons plutdt utiliser les deux états de polarisation d’un spin 1/2 : par
convention I’état de spin up |+) correspondra a la valeur 0, 1’état de spin down
|—) ala valeur 1, et, suivant (6.110), |+) = |0), |—) = |1). Mais, contrairement
au systéme classique qui ne peut exister que dans les états 0 ou 1, le systéme
quantique peut exister dans des états de superposition linéaire |) de |0) et |1)

o) = Al0) + 1) AP+ [l =1 (6.120)

Au lieu d’un bit ordinaire, le systéme quantique stocke un bit quantique, ou
qubit, dont la valeur dans I’état (6.120) reste indéterminée jusqu’a la mesure de
la composante z du spin : la mesure donnera le résultat 0 avec une probabilité
A%, et le résultat 1 avec une probabilité |u|?, ce qui n’est pas en soi une
propriété particuliérement utile. L’information stockée a ’aide de qubits est
un exemple d’information quantique. Le théoréme de non-clonage implique
qu’il est impossible de recopier cette information exactement.

Supposons que nous voulions inscrire dans un registre un nombre entre 0
et 7. Il faudra pour cela disposer de 3 bits. En effet, dans un systéme de base
2, on peut représenter un nombre de 0 & 7 par une suite de trois nombres 0
ou 1. Un registre classique stockera une des 8 configurations suivantes

0= {000} 1={001} 2={010} 3={011}
4={100} 5={101} 6={110} 7={111}

Un systéme de trois spins 1/2 A, B et C permettra également de stocker un
nombre de 0 & 7, par exemple en faisant correspondre ces nombres aux 8 états
suivants de trois spins

0:1]000) 1:|001) 2:]|010) 3:|011) 6191

4:]100) 5:]101) 6:|110) 7:|111) (6.121)
La notation |101) est un abrégé pour |1 4®0p®1¢). On notera |x), z = 0,...,7
un des huit états de (6.121), par exemple |5) = [101), et la base de H®?3
formée des vecteurs |z) est appelée base de calcul. Comme on peut former une
superposition linéaire des états (6.121), on pourrait en conclure que le vecteur
d’état d’un sytéme de trois spins nous a permis de stocker d’un seul coup
23 = 8 nombres, et avec n spins on pourrait stocker 2” nombres! Cependant
une mesure des trois spins suivant ’axe Oz donnera nécessairement un des
huit états (6.121). Nous disposons d’une importante information virtuelle,
mais lorsque nous cherchons a la matérialiser dans une mesure effective, nous
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bit de controle

/AR
bit cible -/
(a) (b)
F1G. 6.6 — Représentation graphique des portes logiques quantiques (a) Porte de
Hadamard. (b) Porte cNOT.

ne faisons pas mieux que le systéme classique : la mesure donne un des huit
nombres, et pas les huit a la fois.

Les opérations effectuées par un ordinateur quantique sont des transfor-
mations unitaires (4.14) dans l'espace de Hilbert des états H®" des qubits.
Ces opérations sont exécutées au moyen de portes logiques quantiques. 11 est
possible de montrer que toutes les opérations unitaires dans H®" peuvent étre
décomposées en :

e des transformations sur des qubits individuels;

e des portes dites control-not (cNOT) agissant sur des paires de qubits,
définies en (6.125).

Une porte logique individuelle trés souvent utilisée est la porte de Hadamard

(figure 6.6(a)) !
11

dont l'action sur les vecteurs de base |0) et |1) est
1
V2

En appliquant une porte H sur chacun des n qubits dans I’état |0), nous
obtenons la combinaison linéaire suivante |®) d’états de la base de calcul

S

H|0) = —= (10) + 1)) H[1) = 7 (10) = 1)) (6.123)

2" —1
n n n 1
|®) = H®™|0- - - 0) = H®"|0®") = TP pNES) (6.124)
=0

La porte ¢cNOT (figure 6.6(b)) a ’action suivante sur un état a deux qubits : si
le premier qubit, appelé qubit de controle, est dans I'état |0), le second qubit,
appelé qubit cible, est inchangé. Si le qubit de controle est dans I’état |1), alors
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les deux états de base du qubit cible sont échangés : |0) < |1). La représen-
tation matricielle de la porte cNOT est, dans la base {|00),]01),|10), |11)}

1000
0100 10

NOT = | ;001 ._(Oam). (6.125)
0010

Quel gain peut-on attendre d’un ordinateur quantique qui fonctionnerait avec
des qubits ? En fait un ordinateur quantique serait susceptible de mener en
paralléle un grand nombre d’opérations. Les opérations élémentaires sur les
qubits sont des évolutions unitaires régies par 1'équation d’évolution (4.11),
ou sa version intégrale (4.14). Dans certains cas, une information utile peut
étre extraite de ces opérations, si I’on utilise le calcul paralléle quantique. Le
principe d’un tel calcul est le suivant : un registre de données de n qubits
stocke un état |®) (6.124). On construit ensuite le produit tensoriel |¥) de
|®) avec I'état [09™) d’un registre de résultats de 2™ qubits

m 1 m
|m¢4¢®o®>:2w2§:u®o®> (6.126)

Etant donné une fonction f(x) prenant 2™ valeurs différentes stockées dans
le registre de résultats, on construit une opération unitaire?? U t telle que

Ule®@y) =z @[y @ f(z)])

ol @ est 'addition modulo 2 sans retenue. Il est clair que UJ% = I, et que
Uy, qui est une simple permutation des vecteurs de base, est une opération
unitaire. Si Uy est appliqué sur |¥) (6.126), le résultat est

) = ) = U0 = o 3 e e f(a)

L’ensemble des deux registres contient simultanément les 2"T™ valeurs du
couple (z, f(x)), bien qu'une mesure donne toujours un couple unique. L’art
du calcul quantique consiste & construire des transformations unitaires condui-
sant & des états finaux tels que les valeurs de & qui nous intéressent soient
associées & des probabilités |a,|? importantes. C’est une caractéristique des
algorithmes quantiques de ne pas donner un résultat certain, mais de donner
le résultat avec une certaine probabilité que I'on essaie de rendre aussi grande
que possible. Un algorithme classique permet ensuite de vérifier rapidement
que le résultat est correct : par exemple, dans le cas de l'algorithme de Shor,
une fois que l'algorithme quantique a proposé une solution possible pour la
factorisation, cette solution peut étre vérifiée rapidement sur un ordinateur

23. En dehors du cas ou la correspondance = < f(z) est bijective, la transformation
= — f(x) ne peut pas étre réversible : on ne peut pas avoir de transformation U|x) = | f(z)).
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classique. Nous allons illustrer la méthode sur [l’algorithme de recherche de
Grover. C’est un algorithme qui permet de rechercher une entrée dans une
base de données non structurée, par exemple un numéro de téléphone dans
un annuaire lorsque I'on connait le numéro, mais pas la personne dont on
veut trouver le nom. Si N est le nombre d’entrées dans la base, un algorithme
classique doit effectuer en moyenne N/2 essais : il n’y a pas d’autre possibilité
que d’examiner une & une toutes les entrées. L’algorithme de Grover permet
de résoudre le probléme en ~v/N opérations.

Soit n le nombre minimum de qubits nécessaire pour représenter le
nombre N ; afin de simplifier les notations, nous prendrons N = 2". L’al-
gorithme de Grover va utiliser n qubits stockés dans le registre de données,
plus un qubit auxiliaire stocké dans le registre de résultats. On part de ’état
(voir la figure 6.7)

@) = (H®"]0%")) ® H|1) = (2,% > Iw>> ® (10) = 1) = |2) @ (|0) — [1))

ot le dernier qubit est le qubit auxiliaire et |®) le vecteur (6.124). On applique
la porte Uy

UsY) = 505 (Z(—nﬂ%) ® (0) - 1))

x

En effet,
e Si f(z) =0, (|0) — 1)) — (|0) — [1))
e Si f(z) =1, (|0) — [1)) — —(|0) — [1)).

Dans cette opération, le qubit auxiliaire reste non intriqué avec les n autres
qubits. Il est commode de définir un opérateur O, « l'oracle », dont ’action
est la suivante dans la base de calcul

Olz) = (=1)f@|z) (6.127)

ce qui permet de limiter le raisonnement aux n qubits du registre de données.

La base de données est stockée au moyen de n qubits et on définit la
fonction f(z), v = {0,1,---,2" — 1} telle que f(z) =0siz #yet f(z) =1
si x = y est solution : f(z) = d,. Rappelons que la valeur de y est connue,
mais on ne sait pas oil cette valeur se trouve dans la base?*. Pour simplifier
Iargument, on suppose que la valeur de y est unique. L’opérateur de Grover
G est défini par

G = H®" X H®" O = H®"(2/0)(0| — I)H®" O (6.128)

24. On connait la valeur de y (le numéro de téléphone), mais pas les données associées
a y dans la base (le nom de ’abonné).
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X|a) = —(=1)°*|z) = (2(0)(0] — I)|z)

Pour simplifier 1’écriture, nous allons nous servir du vecteur |®) (6.124).
Compte tenu de H? = I on déduit

HE™ (2]0)(0] — I)HE™ = 2HE"(0) (0[H®" — I = 2|®) (D] —

et donc
G= (2\<I>><<I>|—I)O (6.129)

Cette construction permet de dessiner le circuit logique quantique correspon-
dant & G (figure 6.7).

L kR

F1a. 6.7 — Circuits logiques de lalgorithme de Grover pour n = 3 : 3 qubits et
un qubit auxiliaire, qui reste non intriqué. Les circuits de G sont détaillés sur la
figure de droite. L’action de loracle O est Olz) = (—1)7®|z) et celle de la boite X :
X|z) = —(=1)%°[z).

La premieére itération de 'algorithme va nous montrer comment le résultat
souhaité est obtenu en utilisant un mécanisme d’interférences. Aprés appli-
cation de l'opérateur de Grover sur H®"|0) , le vecteur d’état du registre de
données est

)= I D el el - D)

= (Z % (—1)f ) ) Z 1)7@)|z)

z

_ \/Lﬁz (% Z(_l)f(z) (—1 (m)) Zaﬂx (6.130)
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ofl nous avons utilise (®|z) = 1/v/N. Prenons pour fixer les idées n = 4,
N = 16. Les amplitudes a,—, et a,+, sont différentes; d’aprés (6.130)

11
Ga#y = 16 dr=y = 75

Au départ chaque valeur de x avait une probabilité de 1/16 ~ 0.06, alors que
la probabilité de trouver la valeur y dans la base de données apreés application
de G est 121/256 ~ 0.47, soit prés de 50 %. Le raisonnement précédent peut
manifestement servir a établir une relation de récurrence pour les applications
successives de G, mais il est plus commode d’avoir recours & une méthode
géomeétrique que le lecteur trouvera exposée dans les références.

Le gain de ’algorithme de Grover est limité : on passe de N opérations &
VN opérations. Un exemple ot le gain est exponentiel est celui de la détermi-
nation de la période d’une fonction f(x). Supposons f(x) définie sur Zy, le
groupe additif des entiers modulo N ; un algorithme mis en ceuvre sur un ordi-
nateur classique exige un nombre d’opérations de 'ordre de N, alors qu’avec
un ordinateur quantique ce nombre serait O(In* N). Ce résultat est a la base
de T'algorithme de Shor pour la décomposition d’'un nombre en facteurs pre-
miers, la fonction f(z) étant alors a®mod. N, @ entier. Pour un entier N, cet
algorithme requiert O(In® N) opérations sur un ordinateur quantique, alors
que les meilleurs algorithmes classiques exigent O(exp|[(In N)'/3]) opérations.

Le principe d’algorithmes fonctionnant sur des ordinateurs quantiques
étant acquis, reste la réalisation concréte d’un tel ordinateur. Les avis sur
cette question sont partagés : ils vont du pessimisme intégral a un optimisme
mesuré. A I’heure actuelle, le record en nombre de qubits est détenu par un
groupe d’'IBM (Vandersypen et al. [2001]), qui a obtenu la factorisation de 15 :
15 =3 x5 (!) a l'aide d’un ordinateur quantique utilisant la RMN, mais on
est encore trés loin de résultats utiles. Un autre schéma prometteur est fondé
sur la manipulation d’ions piégés (exercice 11.6.14). Le principal probléme
est celui de la décohérence : en effet les algorithmes quantiques exigent que
I’évolution soit unitaire, ce qui implique I’absence d’interactions incontrolées
avec ’environnement. Bien siir isoler complétement I’ordinateur quantique est
impossible : il s’agit de réduire au maximum les perturbations induites par
I’environnement, et de concevoir des algorithmes de correction d’erreurs in-
évitables en utilisant une information redondante. En dépit des difficultés, le
domaine de 'information quantique est en pleine expansion.

6.5.3 Téléportation quantique

La téléportation quantique permet de transférer de 'information quantique
d’un endroit & un autre sans que ce transfert soit associé a une propaga-
tion physique d’une particule qui porte l'information (figure 6.8). Supposons
qu’Alice souhaite transférer a Bob 'information sur 1’état de spin |¢4) d’une
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état téléporté

information
classique ‘

Bob
Alice
A paire
intriquée
état a
téléporter
B C

Source de particules intriquées

F1a. 6.8 — Téléportation : Alice effectue une mesure de Bell sur les qubits A et B
et informe Bob du résultat par une voie classique.

particule A de spin 1/2
lpa) = A0a) + pl14) (6.131)

qui lui est a priori inconnu, sans lui transmettre directement cette particule.
Elle ne peut pas faire une mesure du spin, car elle ne connait pas ’orientation
du spin de la particule A, et toute mesure projetterait en général |¢p4) sur
un autre état. Le principe du transfert de I'information consiste & utiliser une
paire auxiliaire de particules intriquées B et C de spin 1/2 partagées par Alice
et Bob : la particule B est utilisée par Alice et la particule C est envoyée vers
Bob (figure 6.8). Ces particules B et C se trouvent par exemple dans 'état
intriqué de spin |¥ p¢)

L
V2

L’état initial des trois particules |®4pc) est donc

[Wpe) = —= (1080c) +[1810)) (6.132)

®apc) = (M0a) + mm)% (10500) + 1 51c))

)(1080¢) + [151¢)) +

B (6.133)

_2
v V2

Alice va d’abord appliquer sur les qubits A et C une porte cNOT, le qubit A

jouant le role du qubit de contrdle et le qubit B celui de qubit cible (figure 6.9).

114)(1080¢) + [181c))
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| H

qubit B AN /><

/

F1G. 6.9 — Alice applique une porte cNOT sur les qubits A et B puis une porte de
Hadamard sur le qubit \A.

Cette opération transforme 1’état initial (6.133) des trois qubits en

[®apc) = \;\5 (|0A>(|OBOC>+\1310>)+% (|114)(J11B0¢) +[051¢)) (6.134)

Alice applique ensuite une porte de Hadamard sur le qubit A, ce qui trans-
forme (6.134) en

@) = [/\\OAOBOC>+)\|OA1310>+/\\1AOBOC>+)\|1A1310> 6155,
1

+,u|0AlBOC> +,u|0AOBlc> — /L‘lAlBOC> — /L‘lAOBlc>

Cette équation peut se récrire
[@%pe) = IOAOB Aoc) + pllc))

(
\OAlB )(1]0c) + A1)
(6.136)

‘1AOB ()\‘OC /L‘lc )
\1AlB )(— 1l0c) + A1e))
La derniére opération d’Alice consiste & mesurer les deux qubits dans la base
{]0),]1)}. La mesure conjointe par Alice des qubits A et B est appelée me-
sure de Bell. Cette mesure projette la paire AB sur I'un des quatre états
liajg), 1,7 = 0,1, et le vecteur d’état du qubit C se lit sur chacune des lignes
de (6.136).

Le cas le plus simple est celui ou le résultat de la mesure est [040p). Le
qubit C arrive alors & Bob dans ’état

AMOc) + plle)
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c’est-a-dire dans I’état initial du qubit A, avec les mémes coeflicients A et p.
Alice informe Bob par une voie classique (téléphone...) que le qubit va lui
arriver dans le méme état que le qubit A. Si au contraire elle mesure [0415),
le qubit C est dans I’état

ul0c) + Ale)

et elle informe Bob qu’il doit appliquer au qubit C une rotation de 7 autour
de Ox, ou de fagon équivalente la matrice o,

Oy .
exp (—17) = —io,
Dans le troisiéme cas (|140p)), il faut appliquer une rotation de 7 autour de
Oz, et dans le dernier cas (|1415)) une rotation de 7 autour de Oy. On note
que dans les quatre cas de figure, Alice ne connait pas les coefficients A et p,
et elle communique uniquement & Bob les informations sur la rotation qu’il
doit effectuer.
Il est utile d’ajouter les remarques finales :

e & aucun moment les coefficients \ et p ne sont mesurés, et I'état |pa)
est détruit au cours de la mesure faite par Alice. Il n’y a donc pas de
contradiction avec le théoréme de non-clonage ;

e Bob ne « connait » I’état de la particule C que lorsqu’il a regu le résultat
de la mesure d’Alice. La transmission de cette information doit se faire
par une voie classique, & une vitesse au plus égale & celle de la lumiére.
Il n’y a donc pas transmission instantanée de I'information a distance;

e il n’y a jamais transport de matiére dans la téléportation quantique?.

6.6 Exercices

6.6.1 Indépendance du produit tensoriel par rapport
au choix de la base

Vérifier que la définition (6.3) du produit tensoriel de deux vecteurs est bien indépen-
dante du choix de la base dans H4 et Hp.

6.6.2 Produit tensoriel de deux matrices 2 X 2

Ecrire explicitement la matrice 4 x 4 A ® B produit tensoriel des matrices 2 x 2 A et B

(1) o)

25. Des expériences récentes de téléportation sont décrites par Barrett et al. [2004] et
par Riebe et al. [2004].
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6.6.3 Propriétés des opérateurs statistiques

1. On construit avec les éléments de matrice p;;, pij, pji et p;; d’'un opérateur statistique
p dans un espace de dimension d la matrice 2 X 2

A= ( Pii Pij )
Pji Pjj
Montrer que p;; > 0, pj; > 0 et que det A > 0, d’ou |,oij|2 < piipjj. En déduire également

que si pj; = 0, alors p;; = p;i =0.

2. Montrer que s’il existe un test maximal donnant une probabilité de 100 % pour I’état phy-
sique décrit par un opérateur statistique p, alors cet état est un cas pur. Montrer également
que si p décrit un cas pur, et que I'on peut écrire

p=Xp + (1 =Xy’ 0<A<1

alors p = p/ = p”.
3. Montrer que Trp? = 1 est une condition nécessaire et suffisante pour un cas pur.

4. Vérifier que p défini par (6.26) obéit bien a toutes les propriétés d’un opérateur statis-
tique.

6.6.4 Structure fine et effet Zeeman du positronium

Le positronium est un état lié électron-positron trés semblable & ’état lié électron-
proton de ’atome d’hydrogéne.

1. Calculer I’énergie de 1’état fondamental du positronium en fonction de celui de ’atome
d’hydrogéne. On rappelle que la masse du positron est égale a celle de ’électron.

2. Dans la suite de l’exercice, on s’intéressera uniquement a la structure en spin de ’état
fondamental du positronium. L’espace des états a prendre en compte est donc un espace
‘H a quatre dimensions, produit tensoriel des espaces des états de spin 1/2 de 1’électron et
du positron. Suivant les notations du § 6.1.2, on notera |e1£2) un état ou la composante z
du spin de I’électron est he1/2 et celle du positron hep/2, avec ¢ = +1. Déterminer 'action
des opérateurs 01,02z, 01y02y €t 0102 sur les quatre états de base |+ +), [+ —), | —+)
et | — —) de H. En déduire 'action sur ces états de

0102 = 012022 + 01y02y + 012022

3. Montrer que les quatre vecteurs

1y = | ++)
1

1) = = (4= +1=+)

Iy = |- )

V) = — (| +-)— |- +)

forment une base orthonormée de H et que ces vecteurs sont vecteurs propres de &1 - &2
avec des valeurs propres 1 et —3.

4. Déterminer les projecteurs Py et P_3 sur les sous-espaces des valeurs propres 1 et —3,
en écrivant ces projecteurs sous la forme

/\I+u&’1 BoD)



6. Etats intriqués 233

5. Montrer que 'opérateur P12
1 .
P12 = 5(14-01 - 52)

échange les valeurs de €1 et g2
Pi2le1e2) = |e2e1)

6. Le hamiltonien Hp du systéme de spins est donné en absence de champ extérieur par
Ho = Eol + Ay - 62 A>0

ou Fp et A sont des constantes. Déterminer les vecteurs propres et valeurs propres de Hy.

7. Le positronium est placé dans un champ magnétique B uniforme et constant paralléle a
Oz. Montrer que le hamiltonien devient

A
[
2

B(Ulz - 0'22)
m

ol m est la masse de l'electron et ge sa charge. Déterminer la matrice représentative de H
dans la base {|I), |II), |[III), |IV)}. On définit le paramétre = par

qeh
2m

B =—Ax

Déterminer les valeurs propres de H et tracer sur un graphique leur dépendance en fonction
de zx.

6.6.5 Ondes de spin et magnons

NB : Cet exercice utilise les notations et les résultats des questions 2 & 5 de I’exercice
précédent. On peut représenter un corps ferromagnétique a une dimension comme une
chaine de spins 1/2 : N spins 1/2 numérotés n = 0,...,N — 1, N > 1, sont disposés
en chaque point d’un réseau a une distance [ I'un de l'autre. Il sera commode d’utiliser
des conditions aux limites périodiques, ou le spin N est identifié au spin 0 : N = 0. On
suppose que chaque spin peut interagir uniquement avec ses deux plus proches voisins et le
hamiltonien s’écrit en fonction d’une constante A

1 1 N-1
H:iNAI—EAZ Fn - Fntl

n=0

1. Montrer que toute valeur propre E de H vérifie £ > 0 et que le minimum Ej corres-
pondant & I’état fondamental est atteint quand tous les spins sont orientés dans la méme
direction. Dans la suite de I’exercice on choisira cette direction comme axe des z. Un choix
possible pour 1'état fondamental |®g) est alors26

[Po) =[+++...+++)

2. Montrer que H s’écrit

N—1 N-1
H=NAI =AY Punt1 =AY (I=Pnni1)
n=0 n=0

26. Tout état obtenu a partir de |®g) par une rotation de ’ensemble des spins d’un méme
angle autour d’un méme axe est encore un état fondamental possible.
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1 L
Pn,n+l = 5 (I +0n - U"n+1)

En utilisant le résultat de la question 5 de ’exercice précédent, montrer que les vecteurs
propres de H sont des combinaisons linéaires de vecteurs ot le nombre de spins up moins
le nombre de spins down est une constante. Soit |¥,,) I’état ou le spin n est down, tous les
autres spins étant up. Quelle est Paction de H sur |¥,)?

3. On cherche des vecteurs propres |ks) de H comme combinaisons linéaires des |Uy,).
Compte tenu de la symétrie cyclique, on pose

N-1
elk~’nl|\1}

n=0

avec
27s
ks:m s=0,1,... N -1

Montrer que |ks) est vecteur propre de H et déterminer 1’énergie correspondante FEj.
Montrer que 1’énergie est proportionnelle a k2 si ks — 0. On associe a 'état |ks) de
(pseudo-)vecteur d’onde ks et d’énergie Ej, une particule appelée magnon.

6.6.6 Echo de spin et décomposition des niveaux
en RMN

1. Pour diverses raisons, il est important de mesurer avec précision le temps de relaxation
T> (§5.2.3 et § 6.4.2) dans des expériences de RMN. Dans le référentiel en rotation, le signal
RMN a(t) prend la forme (§ est le désaccord)

a(t) o el0t/2 o=t/ T2,

Calculer la transformée de Fourier a(w) de a(t)
S .
a(w) :/ dtel“ta(t).
0

On pourrait espérer déduire T> de la largeur 1/7% du pic de la partie réelle de a(w). Cepen-
dant, les différentes molécules auront des désaccords différents, par exemple parce que Bo
peut étre légérement inhomogéne, ce qui conduit a des fréquences de Larmor différentes, de
sorte que les signaux des différentes molécules interférent destructivement, et a(t) décroit
avec un temps caractéristique beaucoup plus petit que 7. Pour contourner cette difficulté,
on applique la séquence suivante d’opérations sur la matrice statistique (6.57) : évolution
libre pendant t/2, rotation de 7 autour de l’axe y et évolution libre pendant ¢/2. Montrer
qu’en l’absence de relaxation, la matrice statistique évoluerait a partir de p(t = 0) (6.57)
selon

plt =0) — p(t) = U(t) plt = 0) U (2)
U(t) = exp <71(10Zt> (—ioy) exp <71(10'zt>

Montrer que U(t) = —ioy, et que si 'on prend en compte la relaxation p(t) est

1 1 _
p(t) = 3 <I+ iépaye UT?)
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indépendamment du désaccord 6. Montrer que la mesure de la décroissance de la hauteur
du pic de a(w) permet une détermination fiable de T4, et expliquer pourquoi cette séquence
d’opérations s’appelle « écho de spin ».

2. Considérons deux noyaux identiques de spin 1/2 (par exemple deux protons) appartenant
a une méme molécule observée dans un expérience de RMN. Les deux spins nucléaires ont
un hamiltonien d’interaction Hi2, qui, dans le cas le plus simple, a la forme suivante

Hiz = hwiz ol @ o
Montrer que 'opérateur d’évolution correspondant est donné par
Ui2(t) = exp(—iH12t/h) = I12 coswiat — i[o:(zl) ® 0'22)} sinwiat
Montrer I'identité suivante
UIRSY (m)] exp(~iH12t/R)U RS (m)] exp(—iHiat/h) = L2

ou U[’R;l)(w)} est une rotation de 7 du spin 1 autour de I’axe z. A partir de cette équation,
montrer que la séquence d’opérations

évolution pendant t — rotation de m autour de Ox — évolution pendant ¢
— rotation de 7 autour de Ox
rameéne les spins & leur configuration originale a t = 0. La séquence précédente d’opérations
est utilisée en calcul quantique RMN. Elle repose sur la propriété suivante : w1721 est de

l'ordre de la centaine de millisecondes, tandis qu'une rotation prend quelques dizaines de
microsecondes.

3. Montrer que le hamiltonien complet des deux spins est, dans le référentiel en rotation
1 1 1 1
Htot = Eﬁls(l)ﬂgl) + 555(2)022) - Eﬁwgl)aa(cl) - 55‘*’%2)‘79(:2) + ﬁwud,(zl) ®G,(ZQ)
ot 6 est le désaccord et wgi) la fréquence de Rabi pour le spin (7). La différence

s _ 52 — ’y(B(()U _ B((f))

est le déplacement chimique (§ 5.2.3). Quels sont les quatre niveaux d’énergie en ’absence

de champ de radiofréquences (wgl) = wEQ) = 0) ? Introduisons 1’opérateur”

1

On peut montrer que les transitions permises correspondent a AY. = =41, tandis que
AY, = +2 et AX, = 0 sont interdites. Montrer que les quatre fréquences qui apparaissent
dans le signal RMN sont

W twis W —wiy 6@ fwn 8P —wpy

Tracer qualitativement le schéma de niveaux et comparer avec la figure 5.10.

27. 3. est la composante z du spin total, voir chapitre 10.
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6.6.7 Non-unicité de 'opérateur statistique
pour le spin 1/2
Soit O le centre de la sphére de Poincaré-Bloch et b = OM le vecteur de Bloch. Tragons

une corde de la spheére passant par 'extrémité de b. Cette corde coupe la spheére en deux
points P; et P> ; définissons les vecteurs unitaires

A1 = O, fig = OPs.
Montrer que le vecteur de Bloch peut s’écrire
b=n1 + AAz — A1) = (1 — A)A1 + Mg, 0<A<1

Montrer que la matrice statistique définie par ce vecteur b est
1 1
p=51=NU+3 7))+ A+ f2) (6.137)

Montrer que ’on peut utiliser la préparation suivante : probabilité p; = (1 — \) pour ’état
|4+, 71) et probabilité p, = A pour létat |+, na)
P = p1|+,ﬁ1><+7ﬁ1‘ + p2|+,ﬁ2><+7 'ﬁ’2|

En déduire qu’il existe une infinité de préparations de p.

6.6.8 Photons intriqués en polarisation
On considére deux photons partant en sens inverse, 'un (1) suivant Oz et Dautre (2)
suivant —Oz, dans un état de polarisation intriqué
1 1

P :—<931® 2 — 1®$2):— zy) — |yz

|®) \/§|> ly)2 = ly) @ |z) ﬁ(|y> lyz))
Les états |z) et |y) sont des états de polarisation linéaire suivant Oz et Oy.
1. Soit

|0) = cos 6|z) + sin 6|y)

I’état de polarisation linéaire suivant la direction ng du plan zOy et |6 ) I’état de polari-
sation orthogonale, voir (6.69). Montrer que
1
V2

L’état |®) est donc invariant par rotation autour de Oz.

|®) = —=(166.L) — 161 6))

2. Ecrire |®) en fonction des états de polarisation circulaire |D) et |G) (6.43) en prenant
garde a l'orientation des axes (figure 6.10) : le sens de la rotation dépend de la direction de
propagation

|®) = 7 (IDD) - |GG))

Vérifier en utilisant (6.69) que cette deuxiéme forme de |®) est bien invariante par rotation
autour de Oz.

3. Montrer que ’état
1
V) = — (|lzz) +
19) = 5 (Jaa) + 1)

est également invariant par rotation autour de Oz. Donner son expression en fonction des
états de polarisation circulaire?®.

28. Les états |®) et |¥) sont tous deux de moment angulaire nul. Si les deux photons
proviennent de la désintégration d’une particule de spin 0, le choix entre les deux états
dépend de la parité de la particule mére : voir ’exercice 14.5.4.
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F1G. 6.10 — Configuration des polarisations des photons intriqués.

6.6.9 Etats GHZ

On suppose qu’une particule instable se désintégre en trois particules identiques de
spin 1/2, A, B et C émises dans un plan, dans une configuration ou les trois impulsions font
entre elles un angle de 27/3 et dans ’état intriqué de spin

1

75 (1 ++-1-—)

[v)

Trois expérimentateurs, Alice (a), Bob (b) et Charlotte (¢) peuvent mesurer la composante
du spin suivant une direction perpendiculaire & la direction de propagation de chaque par-
ticule (figure 6.11). Le plan des impulsions est le plan horizontal, ’axe Oz est choisi le long
de la direction de propagation (il dépend donc de la particule), 'axe Oy est vertical et
T=yXZ.

Z z
AN Y y L
> >

x
Bob

Alice \ /
a (0] b

— | Charlotte

F1G. 6.11 — Configuration d’une expérience de type GHZ.



238 Physique quantique

1. On considére les trois opérateurs
Yo = OaxObyOcy Xp = TayTpzOcy e = OayObyOcx
En utilisant 1’action des opérateurs o, et oy sur les états |[+) et |—), montrer que
Ba| W) = 5| W) = e |V) = V)

Soit Ay = %1 le résultat de la mesure de o, pour le spin A par Alice, ---, Cy le résultat
de la mesure de oy pour le spin C par Charlotte. Montrer que

Ay ByCy = +1 AyByCy = +1 AyByCyp = +1

2. Supposons qu’au lieu de décider de mesurer une composante suivant Oz et deux compo-
santes suivant Oy, les trois expérimentateurs décident de tous mesurer o, . Cette décision
peut étre prise alors que les trois spins sont en vol et ne peuvent plus communiquer entre
eux. Montrer que

CazOppOcz|¥) = Z|P) = —|¥)

et par conséquent Ay B;C; = —1. Monter que ce résultat est incompatible avec celui de la
question 1.
Montrer que ¥ = —X;3;Y%. et en déduire que X, ¥4, 3p et 3. peuvent étre mesurés

simultanément. Discuter la fagon dont la contextualité se manifeste dans cette expérience.

6.6.10 Théoréme de non-clonage quantique

Effectuer la trace partielle pour montrer (6.113) et en déduire I’expression (6.118) des
fidélités.

6.6.11 Interférences des temps d’émission

Dans une expérience réalisée par une collaboration Nice-Genéve2?, un faisceau laser

(laser de pompe) incident de longueur d’onde A = 655 nm arrive sur un cristal non linéaire
(figure 6.12). Une fraction des photons incidents est convertie en paires de photons de lon-
gueur d’onde 2\ = 1310 nm, chaque photon partant dans une des deux fibres optiques et
traversant ensuite un interférométre de Mach-Zehnder (MZ) (cf. § 1.4.5). Ces interféro-
meétres ont un bras court et un bras long, la différence entre les deux bras étant Al = 20 cm.
Une lame permet de faire varier le chemin optique de § sur le bras long de 'interférométre
de droite. La longueur de cohérence (§ 5.4.2) lcon =~ 40 um des photons convertis est trés
petite par rapport & Al : loon < Al (alors que la longueur de cohérence du laser de pompe
est voisine de 100 m).

1. On fait varier la phase § sur le bras long de linterféromeétre de droite. Montrer que le
taux de comptage des photons par le détecteur D; est indépendant de §.

2. On détecte les deux photons en coincidence dans D; et D2, avec une fenétre de coinci-
dence de l'ordre de 0.1ns; comme le faisceau pompe est continu, on ne dispose d’aucune
information sur le temps de formation d’une paire de photons. Montrer qu’il n’est pas pos-
sible de distinguer entre les deux chemins court-court et long-long suivis par les photons. En
déduire que si I’on fait varier § on obtient une variation sinusoidale du taux de comptage en
coincidence, mais que les taux de détection individuels dans Dj et D2 restent indépendants
de 0. Suggestion : montrer que si ’on supprime les deux diviseurs de faisceau du MZ de
gauche, on peut déduire une information sur le trajet suivi par le photon de droite. Que se
passe-t-il si I'on supprime I’ensemble du dispositif de gauche (MZ et détecteurs) ?

29. Tanzilli et al. [2002].
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laser pompe
655 nm

cristal

PR 1310 nm 1310 nm| , N
I = . R fibres optiques 7 N = I

7

F1G. 6.12 — Interférences des temps d’émission.
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Chapitre 7

Mathématiques de la mécanique
quantique II : dimension infinie

OUS AVONS VU AU CHAPITRE 4 que les relations de commutation cano-
Nniques imposaient d’utiliser un espace des états de dimension infinie, dont
le traitement rigoureux exigerait un outillage mathématique important. Heu-
reusement les physiciens peuvent en général se contenter de transposer au
cas de la dimension infinie les résultats démontrés dans le cas de la dimen-
sion finie, avec des modifications simples que nous allons indiquer, sans avoir
a se lancer dans des mathématiques trop complexes. Néanmoins il n’est pas
inutile d’étre conscient des impasses sur la rigueur dont les physiciens sont
coutumiers, afin d’éviter d’éventuelles mauvaises surprises.

L’objectif de ce chapitre est donc d’une part d’illustrer sur quelques
exemples concrets les nouveautés apportées par la dimension infinie, et d’autre
part de donner des régles de calcul pratiques, et en particulier d’écrire la dé-
composition spectrale des opérateurs hermitiens et unitaires. Les explications
mathématiques sont un peu plus détaillées que celles données habituellement
dans les manuels de mécanique quantique. Le lecteur intéressé uniquement
par les aspects pratiques peut passer directement a la section 7.3, ou sont
rassemblés les résultats essentiels pour la suite.

7.1 Espaces de Hilbert

7.1.1 Deéfinitions

L’espace des états de la mécanique quantique est un espace de Hilbert
‘H, en général de dimension infinie. La définition axiomatique d’un espace de
Hilbert est la suivante.
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1. C’est un espace vectoriel qui, pour les besoins de la mécanique quan-
tique, est défini sur le corps des complexes. Les vecteurs de cet espace
sont notés |p).

2. Cet espace est muni d’un produit scalaire défini positif; si |¢) et |x)
sont deux vecteurs, ce produit scalaire est noté (x|¢) et il vérifie

xle) = ((elx))* (7.1)
(Xle + 2y) = (xle) + Axl¥) (7.2)
(ple) = llell* =0 = lp) =0 (7.3)

A étant un nombre complexe arbitraire; ||| désigne la norme de |p).

3. H est un espace complet, c’est-a-dire un espace ou toute suite de Cauchy
a une limite : si une suite de vecteurs |p") de H est telle que || —
@©™)|| = 0 pour I,m — oo, alors il existe un vecteur |¢) de H tel que
|| — || — 0 pour I — oo. Si H n’est pas complet, on peut toujours lui
rajouter les vecteurs limites de suites de Cauchy et le rendre complet®.

4. Un espace de Hilbert est caractérisé par sa dimension : tous les es-
paces de méme dimension sont isomorphes. La dimension d’un espace
de Hilbert peut étre finie et égale a IV, elle peut étre infinie dénombrable,
ou bien non dénombrable. Les espaces de Hilbert qui interviennent en
mécanique quantique sont soit de dimension finie, soit de dimension
infinie dénombrable.

Nous avons étudié en détail au chapitre 2 les espaces de Hilbert de dimension
finie. Si la dimension est N, il faut N vecteurs unitaires orthogonaux |n), n =
1,..., N pour former une base orthonormée : |1), |2},..., |n),..., [N). Dans
le cas dénombrable, il existe une suite dénombrable de vecteurs unitaires or-
thogonaux |1), [2),...,|n),... formant une base de H : tout vecteur de H peut
s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs de base

9= ealn) (7.4)
n=1

mais contrairement au cas de la dimension finie, toute combinaison de la
forme (7.4) n’est pas un vecteur de H! En effet, le carré de la norme de |p)

est donné par
o0

lel? = leal? (7:5)

n=1
et (7.4) ne définit un vecteur que si cette norme est finie : la série dans (7.5)
doit étre une série convergente

o0
Z len|? < 00
n=1

1. Cet axiome est donc en fait un peu superflu. Il est automatiquement vérifié dans le
cas de la dimension finie.
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Dans ces conditions, quel que soit € > 0, il existe un entier N tel que le vecteur
|on) deéfini par la combinaison suivante finie de vecteurs de base

N
on) = 3 euln)
n=1

vérifie
o

le—enllP= > el <e (7.6)
n=N+1

Autrement dit, il est possible d’approcher |¢) par un vecteur |¢x) dont la
norme différe arbitrairement peu de celle de |p). On peut maintenant ap-
procher les ¢, par des nombres rationnels, et on voit qu’il est possible de
construire dans H une suite dénombrable de vecteurs qui soit dense? dans
‘H. Cette propriété, commune aux espaces de dimension finie et dénombrable,
s’appelle la séparabilité de I'espace de Hilbert : les espaces de Hilbert de la
mécanique quantique sont séparables.

La convergence définie par (7.6) est la convergence en norme, aussi appelée
convergence forte : on dit quune suite de vecteurs |¢(")) converge en norme
vers |p) pour I — oo si quel que soit € > 0, il existe un entier N tel que pour
>N

le—¢Wll<e  VIZN (7.7)

Il existe un autre type de convergence, la convergence faible : une suite de
vecteurs |} converge faiblement vers |p) si pour tout vecteur |y) de H

Jim (0]x) = (¢lx) (7.8)

Nous n’aurons pas & nous servir de la convergence faible?, mais I'existence de
cette convergence permet d’illustrer une différence avec la dimension finie :
les deux convergences sont identiques pour un espace de dimension finie, mais
non pour un espace de dimension infinie. La convergence forte implique la
convergence faible, mais non l'inverse (exercice 7.4.1).

7.1.2 Reéalisations d’espaces séparables et de dimension
infinie

Tous les espaces de Hilbert séparables et de dimension infinie sont iso-

morphes; cependant les réalisations concrétes peuvent a priori sembler diffé-

rentes et il est intéressant de pouvoir les identifier. Nous allons définir succes-

sivement les espaces £(2), L) [a,b] et L(*(R), qui sont tous séparables et de
dimension infinie.

2. Un ensemble de vecteurs {|¢(®))} est dense dans H si pour tout € > 0 et pour tout
vecteur |p) de H on peut trouver un |(®) tel que || — (M| < e.
3. Elle intervient par exemple dans certains problémes de théorie quantique des champs.
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(i) Espace (). Un vecteur |) est défini par une suite infinie de nombres
complexes ci, ...,y ... telle que

el =D lenl® < 00 (7.9)
n=1

Comme dans (7.4), les ¢, sont les composantes de |p). Vérifions que |¢ + Ax)
appartient & H. Si |x) a pour composantes d,,, étant donné que

len + )‘dn‘Q < 2(|Cn|2 + |)“2‘dn‘2)

il est clair que || + Ax|| < co. Le produit scalaire de deux vecteurs
o0
(xlp) =Y dicn
n=1
est bien défini car, d’aprés I'inégalité de Schwartz (2.10)

)l = | > dren

n=1

< |IxIl Mlel|

Vérifions ensuite que £ est complet. Soit [o®)) et |o(™)) deux vecteurs de

composantes c\ et ™). Si |p™ — oD < & pour I,m > N, cela veut dire

que
o o\ /2
Z‘cﬁf)—c;m)‘ <e

n=1
L’inégalité est a fortiori vraie pour chaque valeur individuelle de n et, pour n
fixé, les nombres cﬁf) forment une suite de Cauchy qui converge vers c¢,, pour
I — o0o. On montre facilement (exercice 7.4.1) que le vecteur o) converge
vers |¢) =Y. cpln) pour | — oo
2
Jim 3 e =2 = im lle = =0
n

Enfin ¢?) est de dimension dénombrable par construction.

(ii) Espace L®[a,b]. Nous allons maintenant introduire une classe d’es-
paces vectoriels qui vont jouer un roéle capital, les espaces fonctionnels.
L’exemple le plus simple est celui des fonctions de carré sommable sur 'inter-
valle [a,b]. Considérons les fonctions complexes op(z) telles que?

b
/ da|p(@)]? < o0 (7.10)

4. Deux fonctions ¢(x) et B(x) telles que

b
/ dz [p(x) - B(@)[2 =0

Ja

représentent le méme vecteur de H : ||¢ — || = 0.
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ou fonctions de carré sommable sur l'intervalle [a, b]. Ces fonctions forment un
espace vectoriel, noté L [a, b]. En effet (i) ¢(2)+Ax(x) est de carré sommable
si p(z) et x(x) le sont (ii) le produit scalaire (x|p)

b
(xl) = / dz " (2)p(2) (7.11)

est bien défini en raison de 'inégalité de Schwartz

b B b b
[ o @e| < [ ah@P [ dzlo@p = P llel? (72

Le fait que L(®[a, b] soit complet résulte d’un théoréme di a Riesz et Fischer,
et la séparabilité résulte d’un théoréme standard de ’analyse de Fourier : toute
fonction de carré sommable ¢(z) peut s’écrire, au sens de la convergence en
moyenne (ou en norme), comme la somme d’une série de Fourier

p(z) = i m (2mm> (7.13)

n—=—oo

2imnx
Les fonctions . o
imnx
n(T) = 7.15
o (@) (b_a)exp(b_a) (7.15)

forment une base orthonormée dénombrable de L[a,b], qui est donc un
espace de Hilbert séparable.

(iii) Espace L (R). Quand lintervalle [a,b] s’identifie a la droite
réelle R, [a,b] — [—00,40c], on obtient l'espace de Hilbert L) (R) (ou
L) (=00, 4+00)), Pespace des fonctions de carré sommable sur [—oo, 4-0c].
Bien que la démonstration soit plus délicate, on peut montrer que L (R)
reste un espace séparable, et donc isomorphe a £(2).

7.2 Opérateurs linéaires sur H

7.2.1 Domaine et norme d’un opérateur

On définit des opérateurs linéaires sur H comme dans le cas de la di-
mension finie. Cependant il existe des différences importantes. Il peut arriver,
et c’est trés souvent le cas en mécanique quantique, qu'un opérateur ne soit
pas défini pour tout vecteur de H, mais seulement sur un sous-ensemble de
vecteurs de H. Soit par exemple I'opérateur A agissant dans £(2) de la facon
suivante : si |¢) a pour composantes {ci, ca,...,Cp,...}, alors A|p) a pour
composantes {c1, 2¢a, ..., ncy, . ..}. Dans L(#[a, b], cet opérateur correspond
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a la différentiation a un facteur multiplicatif prés, comme on le voit immédia-
tement en examinant la décomposition de Fourier (7.13). Il est clair que la
norme au carré de A|p), donnée par

[4¢|? = nleal?

peut diverger alors que Y. |c,|? converge : il suffit par exemple de prendre
¢n = 1/n. Autrement dit A|p) n’est pas un vecteur de H. On appelle domaine
de A, noté Dy, 'ensemble des vecteurs |p) tel que Alp) soit un vecteur de H.
Dans I'exemple ci-dessus, le domaine de A est ’ensemble des vecteurs tels que
>, n?len]? < co. 1 est facile de se convaincre que ce domaine est dense dans
H. En pratique un opérateur A ne présente un intérét que si son domaine est
dense dans H.

Si Alp) existe quel que soit |p), on dit que I'opérateur A est borné : on
doit alors avoir ||[Ap|| < co quel que soit |p). Le maximum de ||Ap||/||¢]| est
appelé la norme de A, qui est notée || A|]|

|Al] = sup [|Ae]l (7.16)

[lell=1

Si la norme de ||A|| n’existe pas, A est dit non borné. Les opérateurs non
bornés sont d’'un maniement beaucoup plus délicat que les opérateurs bornés.
Malheureusement ils sont omniprésents en mécanique quantique.

Dans L(®0,1], opérateur X qui a ¢(z) fait correspondre la fonction
()

p(z) = (Xp)(x) = zp(x) (7.17)

est un opérateur borné de norme un. En revanche Popérateur d/dz, qui a ¢(z)
fait correspondre sa dérivée

(7.18)

n’est pas un opérateur borné. Nous ’avons déja vu ci-dessus ; un autre argu-
ment simple consiste & trouver une fonction telle que la norme de () soit
finie, mais non celle de ¢’'(x). Par exemple, si

_ do(x) 1
_ —1/4 P _ _1..-5/4
pla) =@ dx 4"

la norme de ¢ est finie, mais non celle de ¢’ car

1 1
1

/ dea=/? =2 / dz — 2~ /? diverge a z =0
0 0 16

Les problémes de domaine peuvent rendre délicats la définition de la somme
et du produit de deux opérateurs non bornés. Par exemple on ne peut a priori
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définir la somme A+ B de deux opérateurs non bornés A et B que sur U'inter-
section D4 NDp des deux domaines, ce qui peut devenir problématique si cette
intersection est réduite au vecteur nul! Lorsque que deux opérateurs A et B
sont égaux sur un méme domaine D 4, mais que le domaine de B contient celui
de A : Dy C Dp, on dit que B est un prolongement de A : A C B. Donnons
un exemple : la relation de commutation canonique (4.45) entre les opérateurs
position X et impulsion P, écrite pour une seule dimension d’espace (d = 1)

(X, P] =ikl (7.19)

implique qu’au moins un des deux opérateurs est non borné (exercice 7.4.3).
Le membre de gauche [X, P] de (7.19) n’est défini a priori que sur un sous-
ensemble de H, tandis que le membre de droite iil est défini pour tout vecteur
de H. L’écriture correcte de la relation de commutation canonique est donc

(X, P] Cihl

Notons une autre différence avec la dimension finie : alors que dans un espace
vectoriel de dimension finie I'existence d’un inverse & gauche entraine celle
d’un inverse a droite, et réciproquement, cette propriété n’est plus vraie en
dimension infinie®. Soit par exemple les opérateurs A et B définis par leur
action sur les composantes ¢, d’un vecteur |¢)

A(Cl,CQ,Cg, .. ) = (02,03,04 .. ) B(Cl,CQ,Cg .. ) = (0,01,02,. . )
alors

BA(Cl,CQ,Cg .. ) = B(CQ,Cg,C4 .. ) = (0,02,03,. . )
AB(Cl,CQ,Cg...) = A(O,Cl,CQ,...) = (61,62,63,...)

et AB = I tandis que BA # I, bien que A et B soient tous deux bornés.

7.2.2 Conjugaison hermitienne

Dans le cas d’un opérateur borné, il n’y a pas de difficulté de principe pour
définir 'opérateur hermitien conjugué A de A par

(x|Ap) = (ATx|p) (7.20)

Comme dans le cas de la dimension finie, on dira que A est hermitien si A = Af
et on aura alors

(X|Ap) = (Ax|p) (7.21)

Les choses se compliquent si A n’est pas borné en raison des questions de
domaine. Tout d’abord (7.20) ne peut définir AT que si D4 est dense dans H.

5. Un exemple important d’un tel opérateur en physique est 'opérateur de Mgller de la
théorie de la diffusion.
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Ensuite le domaine de définition de A" est en général plus grand que celui de
A :Dy C Dy Nous allons le voir sur un exemple dans un instant. En général
pour un opérateur non borné vérifiant (7.21), on n’aura pas A = A mais
plutot A C Af. Les mathématiciens réservent la dénomination « opérateurs
hermitiens » aux opérateurs tels que A C A, et appellent « auto-adjoints »
les opérateurs tels que A = Af.

Tlustrons cette discussion par un exemple dans L) [0, 1], qui va nous fami-
liariser avec le produit scalaire et la conjugaison hermitienne dans cet espace.
Soit Ay l'opérateur —id/dz, défini sur le domaine Dy, des fonctions p(z) de
L®)[0,1], dérivables et dont la dérivée est de carré sommable, et vérifiant de
plus les conditions aux limites ¢(0) = (1) = 0, d’ou lindice 0 de Agy. 11
est intuitivement évident, et facile a vérifier, que ce domaine est dense dans
L0, 1]. Montrons d’abord que Ag est hermitien ; x(z) étant une fonction de
L®2)[0,1] dérivable et dont la dérivée appartient a L(2)[0,1]

(X[ Ao} = / 1 do (@) - i%w(x)) = i / e () (2)
onle) = [ ar (g @) o) =i [ ar (@) ote)

(x| 40w) = (Aoxlp) = —ilx"(z)e(2)]5 =0 (7.22)

On remarquera la nécessité pour 'hermiticité du facteur i et des conditions
aux limites. On peut définir AJ(S sur un domaine plus grand que D4,. En
effet, pour des fonctions x(z) non contraintes par des conditions aux limites,
c’est-a-dire telles que x(0) et x(1) soient quelconques

(Abxle)

1
i / de (' (2))" ¢ ()
— i @)@} — i / dz x* (2)¢' () = (x| 4op)

et par conséquent Ag C Ag. Enfin définissons Ac comme lopérateur —id/dx
agissant dans le domaine D . des fonctions ¢(z) de L0, 1], dérivables, dont
la dérivée appartient a L(?)[0, 1], et vérifiant les conditions aux limites

p(1) = Cp(0) ICl=1
L’opérateur Ac est auto-adjoint. En effet
{(Aoxle) = (XAce) = —1(Cx" (1) = x7(0))#(0)

La condition nécessaire et suffisante pour que le membre de droite s’annule®
est que x(1) = Cx(0), ce qui montre que le domaine de 'opérateur hermitien

6. Noter que C* =1/C.
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conjugué est aussi Dy, : ATC = Ac. Les opérateurs Ac représentent pour
chaque valeur de C' des prolongements différents de Ag : méme si la définition
est superficiellement la méme (A = —id/dz), la différence des domaines fait
que Ac et Acr sont des opérateurs différents pour C' # C’! On le vérifie
en montrant que les valeurs propres et vecteurs propres de Ac et Acr sont
différents pour C # C’ (exercice 7.4.3).

7.3 Décomposition spectrale

7.3.1 Opérateurs hermitiens

Le théoréme de décomposition spectrale qui généralise (2.31) est en toute
rigueur valable uniquement pour les opérateurs auto-adjoints”. Suivant la tra-
dition des physiciens nous ne ferons désormais plus la différence entre hermi-
tien et auto-adjoint, et nous parlerons uniquement d’opérateurs hermitiens. Si
un opérateur A est hermitien, et méme s’il est borné, I’équation aux valeurs
propres

Alp) = alp) (7.23)
n’a pas toujours de solution. Par exemple dans L(®(R) l'opérateur —id/dx
est hermitien, ce que l'on voit par une généralisation immédiate de (7.22).
L’équation

d
—i p(z) = ap(@) (7.24)
a pour solution l'onde plane
va(x) = Celo” (7.25)

oft C' est une constante, mais o, () n’appartient pas a L(*(R) car

| asleatap= [ asler

est une intégrale divergente ; —id/dz est un opérateur non borné, mais méme
pour un opérateur borné, par exemple la multiplication par = dans L) [0, 1],
I’équation

TXa(x) = axq(x) (7.26)
n’a pas de solution dans L0, 1]. En fait la généralisation de (7.23) au cas
de la dimension infinie n’est assurée que pour une classe trés particuliére
d’opérateurs, les opérateurs compacts.

En dimension finie, lorsque |p) est vecteur propre de A avec la valeur
propre a suivant (7.23), on dit que a appartient au spectre de A. Pour généra-
liser cette notion a la dimension infinie, considérons opérateur (21 — A), ou
z est un nombre complexe et I’équation

(I = A)le) = Ix) (7.27)

7. Plus précisément pour les opérateurs « essentiellement auto-adjoints » : (Alf)lr = Af.
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Soit D le domaine de (21 — A) et A(z) son image. Si A(z) = H, z est une
valeur réguliére de A : la correspondance entre |¢) et |x) est biunivoque et
la résolvante (2.46) R(z,A) = (21 — A)~! existe. Le spectre de A est par
définition ’ensemble des valeurs de z non réguliéres. Cette définition coincide
bien avec celle de la dimension finie : en effet si |¢) veérifie (7.23)

(=T - 4)|__l¢) = (al = A)lg) =0
et la résolvante n’est pas définie pour z = a. Si A est hermitien, il est facile de
montrer (exercice 7.4.2) que z = a-+ib est une valeur réguliére lorsque b # 0 : le
spectre de A est donc réel, comme dans le cas de la dimension finie. Les valeurs
de a peuvent, soit étre indicées par un indice discret : a1, as, ..., 0y, ..., SOit
prendre des valeurs continues, par exemple toutes les valeurs sur un intervalle
de la droite réelle : on distingue donc un spectre discret et un spectre continu.
Les valeurs de a appartenant au spectre discret vérifient une équation aux
valeurs propres (7.23), mais non celles du spectre continu. Le spectre continu
et le spectre discret peuvent se recouvrir : par exemple si a prend toute les
valeurs entre 0 et 1, il peut arriver que le spectre de A contienne des valeurs
propres discrétes 0 < a,, < 1, bien que ce cas soit exceptionnel en pratique.
En général pour les opérateurs utilisés en physique quantique, spectre discret
et continu ne se recouvrent pas.

Bien que le spectre de la dimension infinie présente des propriétés nouvelles
par rapport a celui de la dimension finie, il existe un théoréme de décompo-
sition spectrale qui généralise (2.31)

A=Y "anPy

La forme mathématique précise de ce théoréme est complexe, et les physiciens
s’en sortent en utilisant des « pseudo-vecteurs propres », c’est-a-dire comme
dans (7.25) des objets qui vérifient formellement ’équation aux valeurs propres
mais ne sont pas des éléments de H. Dans le cas de (7.26), la « solution » sera

Xa(z) = 6(x —a) car zd(x —a)=ad(x —a) (7.28)

ot () est la distribution de Dirac, qui n’est pas une fonction, et certainement
pas un élément de L0, 1].

Les exemples que nous venons de donner nous mettent sur la voie
du résultat général. La condition de « normalisation » des pseudo-vecteurs
propres (7.25) de —id/dz est, avec le choix C' = 1/v/271

1 o S
(palin) = 5 / dwe e = §(a — b) (7.29)

tandis que pour les valeurs propres (7.28) de x

(xalx0) = /_oo dz 6(z — a)d(z — b) = 8(a — b) (7.30)
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La normalisation des pseudo-vecteurs propres est donc donnée, non par un
delta de Kronecker, mais par un delta de Dirac. La généralisation du théoréme
de décomposition spectrale s’énonce ainsi.

e Pour les valeurs a,, du spectre discret étiquetées par un indice discret
n, on peut écrire une équation aux valeurs propres et des conditions de
normalisation analogues a celles de la dimension finie

Aln,r) = ap|n,r) (7.31)
<n,r|n’,r’> = Opnt Oppr (732)
ou r est un indice de dégénérescence discret.

e Pour les valeurs a(v) du spectre continu étiquetées par un indice continu
v, nous aurons

Alv,s) = a(v)|v, s) (7.33)
(v,slV, 8"y = 6(v — V) bssr (7.34)
ol |v, s) n’est pas un vecteur de H; s est un indice de dégénérescence

qui peut étre discret ou continu, mais que nous avons pris discret pour
fixer les notations.

e En outre les vecteurs propres du spectre discret et ceux du spectre
continu sont orthogonaux

(n,rlv,s) =0 (7.35)

La généralisation de la décomposition de l'identité, ou relation de ferme-
ture (2.30) s’écrit

I= Z [, mY{n,r| + Z/du v, s)(v, s| (7.36)

tandis que la décomposition spectrale (2.31) de A devient

A= Z In, ryan, (n,r| + Z/dl/ lv, s)a(v) (v, s| (7.37)

Insistons sur le fait que 'existence d’un spectre discret et/ou continu n’est en
rien liée au fait que 'opérateur A soit ou non borné : il existe des opérateurs
non bornés dont le spectre est entiérement discret, comme le hamiltonien
de l'oscillateur harmonique (§ 11.1.1) ou le carré du moment angulaire .J2
(section 10.1), et des opérateurs bornés comme la multiplication par z dans
L?)[0,1] dont le spectre est entiérement continu.
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7.3.2 Opérateurs unitaires
Un opérateur unitaire est défini par
U'U=0U"=T ou UT=U""! (7.38)

Comme dans le cas de la dimension finie, on peut construire des opérateurs
unitaires par exponentiation d’opérateurs hermitiens. Utilisant la décomposi-
tion spectrale de A (7.37)

U(a)=exp(iccAd) :Z In, ) exp(ioay, ) (n, r|—|—2/d1/ v, s) explica(v)] (v, s|

n,r

(7.39)
Cette équation montre que le spectre de exp(iacd) est localisé sur le cercle
|z| = 1, et il est facile de vérifier que cette propriété est vraie de tout opérateur
unitaire. De plus (7.39) montre que U («) vérifie la propriété de groupe abélien

U(Oq + OéQ) = U(Oél)U(OéQ) U(O) =1 (740)

La réciproque de cette propriété est un théoréme important, le théoréme de
Stone®.

Théoréme de Stone. Soit un ensemble d’opérateurs unitaires dépendant d’un
parameétre continu « et vérifiant la loi de groupe abélien (7.40). Il existe
alors un opérateur hermitien 7', appelé générateur infinitésimal du groupe
de transformations U () tel que U(a) = exp(iaT). W

On peut donner une démonstration heuristique de ce théoréme, en mon-
trant que U(«) vérifie une équation différentielle. Si dax — 0

Ula+da) =U(da)U(a) ~ (I+ 5@3—[]

o

a_()) U(w) (7.41)

Si 'on pose

T=-i % o (7.42)
T doit étre hermitien car
U@a)U'(6a) ~ (I +idaT) (I —idaT")
~ [ +i6a(T —TT) =1
d’ott T = TT. On déduit de (7.41)
d(éf) = iTU(a) (7.43)

ce qui donne le théoréme de Stone par intégration et en tenant compte de la
condition U(0) = I.

8. Aussi appelé théoréme SNAG : Stone, Naimark, Ambrose et Godement.
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7.4 Exercices

7.4.1 Espaces de dimension infinie
1. Montrer que 'espace £2 est complet.
2. Montrer que la convergence forte implique la convergence faible, mais non l’inverse, sauf

si 'espace est de dimension finie.

7.4.2 Spectre d’un opérateur hermitien
Montrer que si A = AT et z = x + iy, le vecteur
Ix) = (21 — A)lp)

ne peut pas s’annuler si y # 0.

7.4.3 Relations de commutation canoniques

1. Soit deux opérateurs hermitiens A et B vérifiant la relation de commutation [B, A] = il.
Montrer que I'un au moins un des deux opérateurs est non borné. On pourra supposer sans
restreindre la généralité (pourquoi ?) que ||B|| = 1. Suggestion : montrer que

[B,A"] = inA"~!

et en déduire n
At =5 |A™ )

2. On suppose que A posséde un vecteur propre normalisable |¢)
Alp) = aly) a=a"

On a d’une part

(p|(BA = AB)|p) = (¢|BlAp) — (Ap|Blp)
a({¢|Ble) — {¢|Blp)) =0

et d’autre part
(l(BA — AB)|¢) = (¢l[B, Alle) = llol|?

Quelle est la solution de ce pseudo-paradoxe ? Suggestion : examiner le cas ot B = X
(multiplication par z) et A = —id/dx sur L?[0, 1] avec les conditions aux limites ¢(z =

0) = ¢z = 1).

3. On considére les opérateurs Ac définis au § 7.2.2. Trouver les valeurs propres et les
vecteurs propres de Ac, et montrer que le spectre de Ac est différent suivant les valeurs
de C. Le théoréme de von Neumann (chapitre 8) énonce que les relations de commutation
canoniques sont uniques & une équivalence unitaire prés. Pourtant

[X,Ac] =il et [X,Aq/] =il

et Ac # Agr si C # C'. Quelle est la solution de ce nouveau pseudo-paradoxe (non
indépendant du précédent) ?
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7.4.4 Opérateurs de dilatation et de tranformation
conforme

1. Soit A l'opérateur

A est-il hermitien 7 Montrer que

{e_io‘A fD] () =P(e Y )

Méthode 1 : utiliser la variable u = Inx

2. Méthode 2 : obtenir ’équation aux dérivées partielles
0 0 —icA
- qﬁ =0
<8a+x8x> [e @)

3. Soit B l'opérateur

d
B=—iz? =
1T 81

Montrer que

S

7.5 Bibliographie

Jauch [1968], chapitres 1 & 4 et Peres [1993|, chapitre 4, contiennent un exposé assez
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dimension infinie et les opérateurs sur ces espaces. Le lecteur porté sur les aspects mathé-

matiques pourra se plonger dans le livre classique de Riesz et Nagy [1955].



Chapitre 8

Symétries en physique quantique

A RESOLUTION DE PROBLEMES de physique classique se simplifie, parfois

de fagon considérable, en présence de symétries, c’est-a-dire de transfor-
mations qui laissent invariantes certaines propriétés physiques. Par exemple
en mécanique classique le probléme d’une particule dans une force centrale
F = F(r)7 indépendante du temps est invariant par translation de temps et
par rotation autour de tout axe passant par U'origine. L’invariance par transla-
tion de temps assure la conservation de I’énergie mécanique FE, et I'invariance
par rotation la conservation du moment angulaire J. En I'absence de symé-
tries, on doit @ priori résoudre un systéme de trois équations différentielles
du second ordre (une par composante). Grace a ces symétries, on se raméne
a la résolution d’une seule équation différentielle du premier ordre. Résumons
ci-dessous les conséquences des principales invariances en mécanique classique.

e [’invariance par translation de temps de ’énergie potentielle V' entraine
la conservation de I’énergie mécanique K + V', somme de ’énergie ciné-
tique K et de I’énergie potentielle V.

e [’invariance de I’énergie potentielle par translation d’espace paralléle a
un vecteur n entraine la conservation de la composante P -n = P, de
I'impulsion.

e L[’invariance de ’énergie potentielle par rotation autour d'un axe n en-
traine la conservation de la composante J-n = J; du moment angulaire.

Les propriétés de symétrie jouent un role encore plus important en mécanique
quantique. Elles permettent d’obtenir des résultats trés généraux, qui sont
indépendants des approximations faites par exemple pour le hamiltonien (bien
slir si ces approximations respectent les symétries du probléme!). Dans ce
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chapitre, nous exploiterons les hypothéses d’invariance suivantes, que nous
supposerons valables' pour un systéme isolé.

e La description d’un systéme isolé ne doit pas dépendre de 'origine des
temps : elle doit étre invariante par translation de 'origine des temps.

e [’espace est homogéne, ce qui veut dire que la description d’un systéme
isolé ne doit pas dépendre de 'origine des axes : elle doit étre invariante
par translation d’espace.

e [’espace est isotrope, ce qui veut dire que la description d’un systéme
isolé ne doit pas dépendre de l'orientation choisie pour les axes : elle
doit étre invariante par rotation.

e La forme des lois physiques doit étre inchangée lorsque l'on passe d’un
référentiel d’inertie & un autre.

Cette derniére hypothése doit étre précisée, car il existe deux lois de transfor-
mation possibles entre référentiels d’inertie, la transformation de Lorentz et
celle de Galilée, cette derniére étant valable lorsque v/c — 0. Naturellement
c’est la transformation de Lorentz que ’on doit choisir en général, mais on ne
peut alors éviter le cadre de la théorie quantique des champs. Comme nous
considérerons uniquement des particules dont les vitesses sont faibles par rap-
port a la vitesse de la lumiére?, nous pourrons nous limiter a la transformation
de Galilée, et travailler dans le cadre de ce qui est appelé conventionnellement,
mais improprement?3, la « mécanique quantique non relativiste ».

8.1 Transformation d’un état
dans une opération de symétrie

8.1.1 Invariance des probabilités dans une opération
de symétrie

Le point de vue adopté implicitement dans l'introduction de ce chapitre
était le point de vue dit passif : le systéme physique est inchangé, mais on

1. Ces hypothéses sont éminemment plausibles, mais aprés tout il pourrait exister des
effets subtils qui remettent en cause une (ou plusieurs) de ces invariances. Avant 1957, I’im-
mense majorité des physiciens auraient parié sur I’invariance de la physique par ’opération
parité. Pauli avait méme interdit que ’on fasse au CERN a Genéve une expérience destinée
a4 montrer ’éventuelle violation de cette invariance, tellement il trouvait cette possibilité
absurde. Aussi la violation de l'invariance par parité fut-elle découverte aux Etats-Unis
dans I’expérience de C.S. Wu (cf. 8.3.3).

2. Cependant, nous prendrons en compte les interactions de ces particules avec des pho-
tons, mais sans entrer dans les complications de I’électrodynamique quantique relativiste.

3. En effet cette théorie est parfaitement relativiste, puisqu’elle obéit a la
relativité. . .galiléenne !
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modifie le systéme d’axes. Il est en général équivalent? d’adopter le point de
vue actif, ou le systéme d’axes est inchangé, et o on applique une opération
de symétrie sur le systéme physique. Nous avions d’ailleurs déja utilisé cette
équivalence dans la discussion du § 3.2.4. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons adopter le point de vue actif, qui est peut-étre plus intuitif (au moins
pour 'auteur!) et sera plus commode pour certaines discussions, par exemple
celles de la section 10.5.

Nous avons vu au chapitre 4, postulat I, que 1'objet mathématique en
correspondance biunivoque avec un état physique était un rayon unitaire de
P'espace des états H, c’est-a-dire un vecteur unitaire & un facteur de phase
prés. Dans cette section uniquement la distinction entre vecteurs et rayons
sera cruciale ; nous pourrons I'oublier par la suite. On vérifie immédiatement
que la relation entre deux vecteurs de H

l¢') = e“lg) (8.1)

olt # est un nombre réel, est une relation d’équivalence® |¢') ~ |p). La classe
d’équivalence est un rayon, que nous noterons ¢. Le produit scalaire de deux
rayons ¢ et y n’est pas défini, mais le module de ce produit scalaire, que nous
noterons | (Y, @)| est bien défini : on peut choisir deux représentants arbitraires
|©) et |x) dans les classes d’équivalence et écrire

| @) = [xle)] (8.2)

car les facteurs de phase disparaissent lorsque I'on prend le module. Le résultat
est indépendant du choix des représentants dans les classes d’équivalence.

Revenons au spin 1/2 du chapitre 3 : nous avons vu comment préparer un
état de spin orienté suivant Oz que nous représenterons par le rayon ¢4, en
utilisant un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magnétique est orienté
suivant Oz et en sélectionnant les atomes déviés vers le haut (en choisissant
un signe approprié pour le champ). Faisons tourner le champ d’un angle «
autour de la direction de propagation Oy pour I’amener suivant une direction
N faisant un angle o avec Oz, 0 < a < 27 . Nous préparons ainsi 1’état
représenté par le rayon ¢4 (7, ), qui sera par définition I’état transformé de
@+ par une rotation de « autour de Oy (figure 8.1). Avec les notations du
chapitre 3, la classe d’équivalence du vecteur |4) est le rayon @4, celle du
vecteur |+, g ) le rayon ¢ (71,). En général le transformé ¢x par une rotation
R d'un état @ sera obtenu en effectuant une rotation R sur I'appareil qui
prépare .

Supposons maintenant qu’a la suite du premier appareil de Stern-Gerlach
dont le champ est paralléle & Oz, le polariseur, on place un second appareil,

4. Pour certaines transformations comme la réflexion par rapport a un plan, il est plus
simple d’utiliser le point de vue passif, qui consiste & regarder le systéme dans un miroir,
mais on peut aussi imaginer de construire un appareillage symétrique de l'original par
rapport & un plan.

5. La notation ~ désigne ici une relation d’équivalence, et non « de 'ordre de ».
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z z
B .
B
o
Yy Yy
O/O

F1G. 8.1 — Préparation des états (rayons) ¢4 et @y (fa).

I’analyseur, dont le champ est paralléle a la direction ng, obtenue & partir de
Oz par une rotation d’angle 3 autour de Oy (figure 8.2a). S’il n’y a pas sur le
trajet de champ magnétique susceptible de faire tourner le spin, la probabilité
pour que le spin soit dévié dans la direction ng est

(G (g), 61

Effectuons maintenant ’expérience en faisant tourner a la fois le polariseur
et Panalyseur d’un angle « (figure 8.2b). La probabilité de déviation dans la
direction N4 est

|(@4(fra+5), P+ (7a))I?

&
&

0 /A Y Analyseur Y

nalyseur 0
Polariseur Polariseur

F1G. 8.2 — Rotations simultanées du polariseur et de ’analyseur d’un angle a.
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Comme on a fait subir la méme rotation au polariseur et a ’analyseur, 'in-
variance par rotation implique que les probabilités sont inchangées

(@4 (fra+s), -+ (71a)) I = |(2+(705), §+)I? (8.3)

Généralisons (8.3) : si 'on effectue une transformation g sur un état @ en
appliquant cette transformation sur 'appareil de préparation de ¢ pour ob-
tenir 'état transformé @, : @ — @4, et si I'on effectue la méme opération
sur l'appareil de mesure pour X : X — X4 alors les probabilités doivent étre
inchangées si la physique est invariante dans cette opération

|(Xg> 29)1* = |(X, @) (8.4)

8.1.2 Théoréme de Wigner

La propriété (8.4) sur les rayons se traduit par une propriété sur les vec-
teurs grace & un théoréme d’une grande importance di a Wigner.

Théoréme de Wigner. Si I'on traduit mathématiquement la loi de trans-
formation des états physiques par une loi de transformation sur les rayons
correspondants : ¢ — @, lorsque 'on applique une transformation g & un
systéme physique, et si I'on suppose que les probabilités sont invariantes dans
cette transformation

|(Xg» 29)1* = (X, @) Vo, x

alors il est possible de choisir un représentant |¢,) de @q tel que pour tout
vecteur |p) € H

log) = U(g)lw) (8.5)

ou l'opérateur U(g) est unitaire ou antiunitaire et est unique a un facteur de
phase prés.H

La loi de transformation des rayons devient donc une loi de transforma-
tion des vecteurs, par application d’un opérateur qui ne dépend que de la
transformation g. Si U(g) est unitaire, le théoréme de Wigner implique non
seulement l’invariance de la norme du produit scalaire, mais aussi celle de sa
phase, puisque

(U9)x|U(g)p) = {x|¢)

Les opérateurs antiunitaires transforment le produit scalaire en son complexe
conjugué
(U9xIU(g9)e) = (xle)™ = {elx) (8.6)

La démonstration du théoréme de Wigner ne fait intervenir que des notions
élémentaires, mais elle est fastidieuse, et nous la renvoyons a ’annexe A. Les
opérateurs antiunitaires n’interviennent que lorsque la transformation g inclut
le renversement du sens du temps ; nous en dirons un mot au § 8.3.3, mais nous
en renvoyons 'étude détaillée & ’annexe A. Nous nous limitons désormais aux
transformations unitaires.
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Le théoréme de Wigner a des conséquences particuliérement intéressantes
si les transformations ¢ forment un groupe G. Le produit g = g297 de deux
transformations, de méme que la transformation inverse ¢!, sont alors des
transformations de G. L’ordre des transformations dans g2g; est important
car le groupe G n’est pas en général abélien : gog1 # g192. Si g = g291, les
rayons @4 et Qq,4, doivent étre identiques. Par exemple si G est le groupe des
rotations autour de Oz, et si R () représente la rotation d’angle § autour de
Oz on a

RZ(Q =0y + 91) = RZ(QQ)RZ(Gl) (87)

L’état physique obtenu en effectuant une rotation d’angle 6 = 65+ 6, doit étre
identique a celui obtenu en effectuant d’abord une rotation d’angle #; suivie
d’une rotation d’angle 65.

Utilisons maintenant le théoréme de Wigner pour faire un choix de phases
sur les vecteurs tel que la correspondance entre |p) et [pg) soit donnée
par (8.5). Nous avons d’une part

lpg) = Ulg)le) (8.8)

et d’autre part
[Pg2g1) = Ulg2)lg,) = U(g2)U (g1)l) (8.9)

Les vecteurs |¢g) et |@g,4,) représentent des états physiques identiques, et ils
doivent étre égaux & un facteur de phase prés

lg) = eio92:1) |©gag1) (8.10)

Le facteur de phase dans (8.10) pourrait a priori dépendre de |p), mais en
fait il dépend uniquement de g; et de go. En effet si nous écrivons

lpg) = eia‘<ﬂ9291> IXg) = ew‘nggJ
nous pouvons examiner le produit scalaire (x|p)

<Xg “Pg> =ell@=h) <X92g1 “sz g1 )

= ei(afﬁ)<U(92)U(91)X|U(92)U(91)80>
= e @) (y|p)

ce qui implique @ = B. Comme le vecteur |p) est arbitraire, (8.10) entraine
une relation correspondante pour les opérateurs U(g)

(xle)

Ulg) = @29 U(g5)U (g1) (8.11)

Cette équation traduit une propriété mathématique : on dit que les opérateurs
U(g) forment une représentation projective du groupe G. Dans la suite du livre,
nous aurons uniquement & considérer deux versions simples de (8.11), 'une
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ou le facteur de phase est +1, et dans ce cas on a affaire & une représentation
vectorielle de G

Ulg) = U(g2)U(g1) (8.12)

et 'autre ou le facteur de phase vaut +1

Ulg) = £ U(92)U(g1) (8.13)

Nous verrons apparaitre ce facteur + dans le cas ou G est le groupe des
rotations ; les représentations (8.13) de ce groupe sont appelées représentations
spinorielles du groupe des rotations.

8.2 Générateurs infinitésimaux

8.2.1 Définitions

On distingue deux types de groupes de transformations.

e Les groupes discrets, dont le nombre d’éléments est fini ou dénombrable.
Comme cas particuliers simples on peut citer la parité, ou opération qui
change le signe des coordonnés ¥ — —7 (¢f. § 8.3.3), ou les groupes
cristallographiques qui jouent un roéle important en physique du solide.

e Les groupes continus, dont les éléments sont paramétrés par un ou plu-
sieurs paramétres variant de facon continue®. Par exemple la rotation
R.(0) autour de Oz est paramétrée par l'angle 6 qui varie de fagon
continue entre 0 et 27.

Les groupes continus intéressants en physique sont les groupes de Lie (exer-
cice 8.5.4), dont un exemple est le groupe des rotations dans un espace a
trois dimensions, ou groupe SO(3), le groupe des matrices orthogonales :
RTR = RRT = I de déterminant +1 dans I'espace & trois dimensions” ; AT
désigne 'opérateur transposé de A. Ce groupe va jouer un role majeur dans
la suite. C’est un groupe a trois paramétres : on peut par exemple paramé-
trer une rotation par deux angles donnant la direction n de ’axe de rotation
dans un référentiel Ozyz et 'angle de rotation, donc en tout trois angles qui
varient de fagon continue. Le groupe des rotations posséde une infinité de
sous-groupes abéliens, les rotations autour d’'un axe fixe. Nous allons montrer

6. On peut remarquer que dans le cas d’un groupe continu les transformations U(g)
doivent nécessairement étre unitaires par continuité, si tout élément du groupe peut étre
relié de fagon continue & I’élément neutre e du groupe (en d’autres termes si le groupe est
connexe) : en effet U(e) = I est unitaire.

7. Larelation RTR = I implique que det R = 1. Dans la notation SO(3), S indique que
I’on doit choisir det R = +1, O qu’il s’agit du groupe orthogonal et 3 désigne la dimension de
I’espace. Si I’on ajoute aux rotations ’opération d’inversion des axes, ou parité, on obtient le
groupe O(3), qui inclut aussi les matrices de déterminant —1. Le groupe SO(3) est connexe,
mais non O(3) : on ne peut pas passer de fagon continue de det R = +1 a det R = —1.
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qu’il suffit de considérer trois sous-groupes abéliens correspondant aux rota-
tions autour de Oz, Oy et Oz : le nombre de ces sous-groupes est égal au
nombre de paramétres indépendants. Les rotations de ces sous-groupes sont
paramétrées par un angle 6, et selon (8.7), ce parameétre est un parameétre
additif : le produit de deux rotations d’angles 6; et 65 est la rotation d’angle
0 = 01 + 05. De facon générale, si un groupe de Lie G est paramétré par n
paramétres indépendants, on dira que la dimension du groupe est n, et on
pourra se ramener a I’étude de n sous-groupes abéliens (exercice 8.5.4). Soit
un sous-groupe abélien de G, dont les éléments h sont paramétrés a ’aide d’'un
paramétre additif «

h(aq + a2) = h(az)h(ar) (8.14)

D’aprés (8.12) on doit avoir pour les opérateurs Uy (o) qui transforment les
vecteurs d’état de H

Un(oa + az) = Up(az)Un(on) (8.15)

Le théoréme de Stone (§ 7.3.2) implique qu’il existe alors un opérateur her-
mitien Tj, =T, }]; tel que _
Up(a) = e 1oTh (8.16)

L’opérateur T}, est appelé générateur infinitésimal de la transformation consi-
dérée. Comme T}, est hermitien, c’est un bon candidat pour une propriété
physique, et de fait & toutes les transformations dont la liste figure dans
Iintroduction de ce chapitre correspondent des propriétés physiques fonda-
mentales. En effet on établit la correspondance suivante entre générateurs
infinitésimaux et propriétés physiques pour ces diverses transformations, que
nous allons revoir en détail dans la suite de ce chapitre.

e Translations de temps de ¢ : U(t) = exp(—itH/h) : = H = hamilto-
nien : voir le chapitre 4.
e Translations d’espace de @ = aa : U(@) = exp(—ia(P - a)/h) : T, =

—

P - a4 = composante suivant a de 'impulsion P.

>
|

e Rotations autour d'un axe n : Uz () = exp(—le( -n)/h) : =J.
composante suivant 7 du moment angulaire J.

e Transformation de Galilée de vitesse 7 : U (%) = exp(—i(7-G)/h) :
—mR, R = position, m étant la masse.

Dans chaque cas la présence de i dans ’exponentielle assure que I’exposant est
une quantité sans dimensions. Si 'on choisit précisément A, et non & que mul-
tiplie une constante numeérique, alors les expressions précédentes définissent
les opérateurs représentant les propriétés physiques énergie, impulsion, mo-
ment angulaire et position. En fait ces expressions donnent la définition la
plus générale de ces opérateurs.
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8.2.2 Lois de conservation

Nous allons montrer qu’aux lois de conservation de la physique classique
en présence d’'une symétrie correspondent en physique quantique des lois de
conservation pour les valeurs moyennes de grandeurs physiques. Généralisons
d’abord (4.26) au cas ou l'opérateur A dépend explicitement du temps. Au
membre de droite de (4.26) on doit ajouter

(w0 ) = (5

et cette équation donne la forme générale du théoréeme d’Ehrenfest

a0 = 3 (A + (52) (8.17)

Lorsque l'opérateur A est indépendant du temps, (0A/0t) = 0 et l'on re-
trouve (4.26)

d i

—(A),(t) == ([H,A 1

= (A)p(0) = 1 (1H, A, (8.15)
Comme cette égalité est valable quel que soit |¢), nous obtenons le théoréme
suivant (nous supposons H indépendant du temps).

Théoréme de conservation de la valeur moyenne. Lorsque la propriété physique
A est indépendante du temps, la condition d(A)/d¢t = 0 implique [H, A] =0
et réciproquement.

%—?:O, i<A><p:0<:>[H,A]:OI (8.19)

Si T

Comme application, supposons que les propriétés d’un systéme physique
soient invariantes par toute translation d’espace. Ce sera le cas par exemple
pour un systéme isolé de deux particules dont I’énergie potentielle dépend uni-
quement de la différence de leurs positions (7] —7%). La valeur moyenne du ha-
miltonien doit étre la méme dans Uétat |) et I'état |oz) = exp[—i(P-@)/h]|¢)
obtenu par translation de @, ou @ est un vecteur arbitraire

P-a

<¢6\H|¢a>=<w|exp(iﬁ D it exp (~i 50 0y = elile)

Faisant tendre @ vers zéro on en déduit

—.

Invariance par translation d’espace <= [H, P] =0 (8.20)

La notation [H, ]3} = 0 indique que les trois composantes de I'impulsion com-
mutent avec H. D’apres (8.18), cette équation implique que la valeur moyenne
(P) de P est indépendante du temps : I'invariance par translation entraine la
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conservation de I'impulsion (en valeur moyenne). Un raisonnement identique
montre que

=

Invariance par rotation <= [H, J] =0 (8.21)

La valeur moyenne (f ) de J est indépendante du temps : l'invariance par
rotation entraine la conservation du moment angulaire (en valeur moyenne).
Il est également utile de faire les deux remarques suivantes.

e Si [H,A] =0, A et H peuvent étre diagonalisés simultanément, et en
particulier on peut choisir les états stationnaires comme vecteurs propres
de A.

e La condition [H, A] = 0 implique que A commute avec 'opérateur d’évo-
lution U(t — to) (4.20). Si |¢(t0)) est vecteur propre de A au temps tg

Alp(to)) = alp(to))

alors |¢(t)) est vecteur propre de A avec la méme valeur propre

Alp(t)) = AU(t —to)l(to)) = U(t —to)Alio(to)) = alp(t))

La valeur propre a est conservée : c’est une constante du mouvement.
On aurait pu déduire ce résultat directement de (8.19), puisque dans ce
cas (A) = a.

8.2.3 Relations de commutation des générateurs
infinitésimaux

On peut déterminer la plupart des propriétés d’un groupe de Lie en exa-
minant le voisinage de 'identité, plus précisément en étudiant les relations de
commutation de ses générateurs infinitésimaux : I’ensemble de ces relations
de commutation constitue {’algébre de Lie du groupe (exercice 8.5.4). Cepen-
dant deux groupes de Lie isomorphes dans le voisinage de l'identité peuvent
différer par des propriétés topologiques globales : nous en verrons bientét un
exemple. Examinons plus en détail le cas du groupe des rotations®. L’opé-
rateur de rotation R;(0) d'un angle § autour d'un axe 7 est un opérateur
orthogonal de 'espace & trois dimensions : R7R = RR” = I. Les rotations
R (0) forment un sous-groupe abélien du groupe des rotations, et toujours
d’apreés le théoréme de Stone on peut écrire

Ra(0) = exp ( —i0(T - ﬁ)) (8.22)

o T -7 est un opérateur hermitien : R étant orthogonal et réel est aussi
unitaire. Dans une telle rotation, un vecteur V' se transforme en V' (figure 8.3)

V' = (1 —cosB)(n - ‘7)& + cosOV + sin O(n x ‘7) (8.23)
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>

F1G. 8.3 — Rotation de 6 d’un vecteur V autour d’un axe .

On peut écrire cette loi de tranformation sous forme matricielle
V=) [Ra(0)];;V; (8.24)

La détermination explicite de la matrice [R;(6)];; est proposée a l'exer-

cice 8.5.1. Nous n’aurons pas & nous en servir, car nous allons prendre la
limite 8 — 0, c’est-a-dire la limite des rotations infinitésimales

V' =V +0(h x V) +0(6)> (8.25)

Le développement de l'exponentielle dans (8.22) et la comparaison avec (8.25)
donnent

. o O —MNz ny Vr
(T-n)V=i| n, 0 —ny Vy
—ny Ny 0 V.

et par identification les opérateurs hermitiens 75, T}, et T

000 001 0-i0
T,=100 —i T,=1 000 T.=1100 (8.26)
0i 0 —-100 000

Lorsque 6 est fini, on peut aisément calculer I'exponentielle dans (8.22) en
remarquant que (T - 7) =T - n (exercice 8.5.1) et vérifier que I'on retrouve

8. Sauf mention explicite du contraire, il s’agira toujours du groupe SO(3) des rotations
dans l'espace euclidien & trois dimensions.
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bien (8.23). Un calcul direct (exercice 8.5.1) permet de montrer les relations
de commutation? suivantes, qui constituent 'algébre de Lie de SO(3)

1., T,) =iT. [T, T.]=1iT, [I.,T,]=1T, (8.27)

ou en reprenant les notations de (3.52)

(T3, T3] = iZ&'jka (8.28)
k

Nous allons donner une démonstration plus rapide et surtout plus instructive
de (8.27) en utilisant ’expression suivante pour une rotation d’angle 6 autour
d’un axe n(¢) du plan yOz, obtenu a partir de I’axe Oy par une rotation
d’angle ¢ autour de Oz (figure 8.4)

Ri(¢)(0) = Ra(@)Ry(0)Ra(—9) (8.29)

FIG. 8.4 — Rotation R (4)(6).

En effet la rotation R, (—¢) améne d’abord I'axe 7(¢) sur Oy; on effectue
ensuite la rotation d’angle 6 autour de Oy et on revient enfin a la position
initiale de I'axe par la rotation R.(¢). Exprimons R4 () et R, (#) sous
forme exponentielle (8.22) et développons au premier ordre en 6

T- n(¢) =cospT, +sing T, = e 1¢Te Tyei¢T1'
En développant au premier ordre en ¢ on obtient
1., T,) =iT.

et les deux autres relations de commutation (8.27) s’en déduisent par permu-
tation circulaire.

9. Il suffit bien str de montrer la premiére relation, les deux autres s’en déduisant par
permutation circulaire.
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Considérons maintenant les opérateurs qui effectuent des rotations sur
les états physiques dans H. Nous avons vu que 'opérateur qui effectue une
rotation d’angle # autour d’'un axe n est

Un(6) = exp ( — i j—h") (8.30)

Comme ces opérateurs forment une représentation du groupe des rotations,
on déduit de (8.12) et de (8.29)

En développant comme précédemment les exponentielles au premier ordre en
0 puis en ¢ on obtient les relations de commutation du moment angulaire

oy Jy) =ik, [J,,J.] =ihJ, [ J., o] = ihJ, (8.31)

ou

(i i) =10 i Ji (8.32)
o

Les relations de commutation des .J; sont donc, au facteur A prés, identiques
a celles des T;. Les générateurs infinitésimaux des rotations dans H ont des
relations de commutation identiques a celles des générateurs infinitésimaux
du groupe des rotations dans I’espace ordinaire. Notre démonstration des re-
lations (8.31) ou (8.32) souligne leur origine géométrique.

Les relations de commutation des opérateurs scalaires et vectoriels avec
J sont d’une grande importance pratique. Un opérateur scalaire S est un
opérateur dont la valeur moyenne est invariante dans une rotation. Si U(R)
est 'opérateur qui effectue la rotation R dans 'espace des états

lor) = U(R)|p)
nous devons avoir
(er|Sler) = (p|UT(R)SU(R)|¢) = (¢ISle)

et par conséquent pour une rotation Ry (6)

—

exp (i@%)SeXp ( —if j—h”) s

Prenant 6 infinitésimal nous constatons que S commute avec .J

[J,8] =0 (8.33)

Un opérateur scalaire commute avec le moment angulaire.



268 Physique quantique

Un raisonnement analogue permet d’établir les relations de commutation
de J avec R ou ]3, et plus généralement avec tous les opérateurs vectoriels. Par
définition, un opérateur vectoriel V est un opérateur dont la valeur moyenne
se transforme par rotation suivant la loi (8.24). Nous devons donc avoir

3
(er|Viler) = (lUTR)VU(R)|0) = > Rij (0lVilp)

j=1
et par conséquent pour une rotation R ()
J-n Ty o
exp (19 T)V; exp ( —i0 W ) = ;[Rn(ﬁ)}wvj (8.34)

Prenons 7 = & et 6 infinitésimal ; d’aprés (8.25) V' a pour composantes
(Va, Vy —6V., V. +0V,)
et nous avons donc, par exemple pour la composante i = y de (8.33)
(1+ %ajﬁ)vy(l— %ajﬁ) =V, -0V,
soit i[Jy, V] = —AV. et en examinant les autres composantes
[Jo, Vo] =0 [Jp, V] =RV, [J,, V2] = =ik,

ou sous forme générale

[T, Vil =1k > e Vi (8.35)
%

Ces relations sont valables en particulier pour 'opérateur position Ret l'opé-
rateur impulsion ﬁ, qui sont des opérateurs vectoriels.

Le lecteur attentif aura remarqué que les relations de commutation (3.53)
du spin 1/2, S = %h&, sont identiques a (8.31), et que le spin 1/2 est donc un
moment angulaire. Donnons quelques indications permettant de comprendre
cette identification, sans toutefois entrer dans des détails mathématiques qui
nous entraineraient trop loin. L’algébre de Lie (3.52) des matrices de Pauli
est celle du groupe SU(2) des matrices 2 x 2 unitaires et de déterminant +1
(exercice 8.5.2). L’algebre de Lie de SU(2) et celle de SO(3) sont identiques :
les deux groupes coincident dans le voisinage de l'identité. Cependant les
deux groupes ne sont pas globalement identiques : on le voit en considérant
une rotation de 27 autour d’un axe n. Compte tenu de (3.59)

0
exp(—i;?-fz):—[ pour 6 =27
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On retrouve I'identité seulement pour 6 = 47! A la rotation identité de SO(3)
correspondent donc deux éléments de SU(2), +I et —I. La correspondance
entre SU(2) et SO(3) est un homomorphisme, qui & deux éléments de SU(2)
fait correspondre un élément de SO(3), et on a donc pour un spin 1,/2 une re-
présentation projective (8.13) du groupe des rotations. Cette propriété découle
de ce que le groupe SO(3) est connexe mais non simplement connexe!® : une
courbe continue fermée dans 'espace des parameétres du groupe ne peut pas
toujours étre déformée contintiment en un point. Cette propriété est visible
dans les rotations de I’espace ordinaire!! ; elle n’est pas propre a la mécanique
quantique comme on a parfois tendance a I’affirmer!? : la véritable rotation
identité pour un objet en relation avec son environnement n’est pas la rotation
de 27 mais la rotation de 4!

8.3 Relations de commutation canoniques

8.3.1 Cas de la dimension d =1

Plagons-nous d’abord & une dimension, sur ’axe des x, et soit X 1'opéra-
teur position. Considérons une particule dans un état |p) ou cette particule
est localisée au voisinage d’une position moyenne xg, avec une dispersion Ax

(@l Xp) = (X) = @0 (el(X = 20)%) = (Ax)? (8.36)

Elle est par exemple localisée dans U'intervalle [zg — Az, xo + Az] (figure 8.5).
Si nous appliquons a cet état une translation a

)l = Ula)le)

10. Un disque dans le plan est simplement connexe. Pergons un trou dans ce disque : alors
la région du plan ainsi obtenue n’est plus simplement connexe, car une courbe encerclant
le trou ne peut plus étre déformée en un point.

11. ¢f. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 3.D ; argument est da a Dirac.

12. Un mot sur les conditions ot les représentations projectives sont nécessaires. Deux cas
peuvent se présenter. (i) Comme pour la correspondance entre SU(2) et SO(3), la nécessité
d’une représentation projective vient de propriétés topologiques globales. Le facteur de
phase dans (8.11) prend alors des valeurs discrétes, comme dans (8.13). (ii) Si

(T:,Tj] = iz Cijr Ty
%

. Pa
) = lipa) = exp (=i

est 1'algébre de Lie du groupe (dont (8.28) pour SO(3) est un exemple, voir aussi l'exer-
cice 8.5.4), il se peut que 'on puisse construire une autre algébre de Lie dont le second
membre différe par un multiple de 'identité :

[T}, Tj] =1 CijuT}, +iDi;I Dij = —Dy;
k
C’est ce que 'on appelle une extension centrale de I’algébre de Lie initiale. Si le terme D;; [
peut étre éliminé par une redéfinition des générateurs infinitésimaux 77, alors il n’existe que
des représentations vectorielles (avec éventuellement des facteurs de phase discrets dus aux
propriétés topologiques globales comme dans (i)). Dans le cas contraire, par exemple celui
du groupe de Galilée (exercice 8.5.7), il existe des représentations projectives ou le facteur
de phase varie de fagon continue : cf. par exemple Weinberg [1995], chapitre 2.
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To — Az Lo To + Ax To +a T

Fi1a. 8.5 — Particules localisées au voisinage de x = xo et de z = x¢ + a.

ol P est 'opérateur impulsion et U(a) 'opérateur de translation

Ul(a) :exp<—i%> U=(a) =Uf(a) = exp (i%) (8.37)

alors la particule sera aprés translation localisée dans lintervalle [zg + a —
Az, x0 + a + Ax]

(X)a = (palX|pa) = (PlU (@) XU(a)lp) = x0 +a = (X) +a

Comme l'état |¢) est arbitraire, I’égalité des valeurs moyennes entraine celle
des opérateurs
U Na)XU(a) = X +al (8.38)

et en faisant tendre a vers zéro nous obtenons la relation de commutation
canonique (RCC) entre X et P

[X,P] = ihI (8.39)

Comme application, calculons le commutateur entre P et une fonction quel-
conque f(X). Développons f(X) en série de Taylor

f(X):co+01X2+...+ch"+...
D’aprés (8.38)
U Y a)X?U(a) = U Ha)XU(a)U H(a)XU(a) = (X + al)?
et ceci se généralise immédiatement a X"
U N a)X"U(a) = (X +al)”

Nous obtenons donc

(U~ (a)f(X)U(a) = f(X +aI)| (8.40)
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Selon une technique maintenant éprouvée nous faisons tendre a vers zéro

0f(X)
0X

[P, f(X)] = —ih (8.41)
Comme cas particulier de (8.40) nous pouvons choisir f(X) = exp(i6X), 3
réel, et nous obtenons les relations de commutation canoniques sous la forme
de Weyl

exp (i %) exp(ifX) exp ( —1i %) = exp(ifX) exp(ifa) (8.42)
La forme de Weyl est plus intéressante mathématiquement que (8.39), car
les opérateurs unitaires qui interviennent dans (8.42) sont bornés (§ 7.2.1),
contrairement aux opérateurs X et P.

On déduit immédiatement de (8.39) l'inégalité de Heisenberg sur les dis-
persions en position et impulsion ; en effet, d’aprés (4.10)

Az Ap = (X —2)2) (P -p)?) > S h (8.43)

1
2
8.3.2 Reéalisation explicite et commentaires

Une réalisation explicite, ou représentation des relations de commutation
canoniques (8.39) peut étre donnée dans 1’espace L) (R) des fonctions ¢(z)

différentiables de carré sommable sur la droite dans l'intervalle [—oo, 4o0].
Cette représentation est

(Xe)w) =ag(e)  (P)(a) = ~ih 7 (8.44)

Dans ces équations, (X ¢) et (Pyp) sont des symboles de fonctions, par exemple
(X)(x) = g(x) et (Pyp)(x) = h(x). Vérifions (8.44)

([XP — PX]yp)(z) = —iha:g—i + ih%(wgp(x) = ihp(x)

ou
([X, Ple)(z) = ihp(x)

Il est légitime de se poser la question de 'unicité de la représentation (8.44)
des relations de commutation canoniques : ’équation (8.44) est-elle une so-
lution unique de (8.39)? Evidemment deux représentations ne doivent pas
étre considérées comme distinctes si elles sont reliées par une transformation
unitaire, qui est un simple changement de base orthonormée dans H. Soit U
un opérateur unitaire. Les opérateurs P’ et X’ obtenus par transformation
unitaire

P'=U'PU X' =U'XU
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obéissent aussi aux relations de commutation canoniques
(X', P|=U'XUU'PU - U'PUU'XU = U'[X, P|U = ikl

La représentation (X', P") des relations de commutation canoniques est dite
unitairement équivalente a la représentation (X, P). La grande importance
de (8.44) vient du théoréme suivant, que nous énongons sans démonstration.

Théoréme d’équivalence unitaire de von Neumann. Toutes les représentations
des relations de commutation canoniques sous la forme de Weyl!? (8.42) sont
unitairement équivalentes a la représentation (8.44) sur L) (R). De plus cette
représentation est irréductible, c’est-a-dire que tout opérateur sur H peut
s’écrire comme une fonction de X et de P. Tout opérateur commutant avec
X (resp. P) est une fonction de X (resp. P). Tout opérateur commutant avec
X et P est multiple de I'identité 7.1

Ce théoreme implique que nous n’avons pas a nous préoccuper du choix de la
représentation de (8.39), puisque deux choix différents seront reliés par une
transformation unitaire.

A trois dimensions, les opérateurs position R et impulsion P sont des
opérateurs vectoriels de composantes X,Y, Z et P, P,, P,, que I'on note col-
lectivement X; et P;, i = x,y, z. Les composantes différentes de R et P com-
mutent, et seules les composantes identiques ont des relations de commutation
non nulles

|[X:, Py) = ihoy,1 | (8.45)

8.3.3 L’opération parité

L’opération parité consiste a inverser le signe des coordonnées : ¥ — —Z.
On peut aussi la voir comme la combinaison d’une réflexion par rapport & un
plan suivie d’une rotation de 7 autour d’un axe perpendiculaire & ce plan.
Prenons par exemple le plan xOy et appelons M la réflexion par rapport a ce
plan, R.(7) la rotation autour de Oz

X —X
- (8.46)
Y\ Y rm | Y '
z —Z —Z

Comme l'invariance par rotation est en général valable, on exprime de fagon
imagée l'invariance par parité en disant que l'image dans un miroir d’une
expérience de physique doit apparaitre comme physiquement possible. L’opé-
ration parité agit différemment sur les vecteurs proprement dits, ou vecteurs
polaires comme la position 7, 'impulsion p ou le champ électrique E

P —F 7= —p E— -E (8.47)

13. Cette précision est importante : sinon les opérateurs Ac du § 7.2.2 permettraient de
construire un contre-exemple au théoréme !
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et sur les pseudovecteurs, ou vecteurs ariauzr, comme le moment angulaire
ou le champ magnétique B , qui sont associés & un sens de rotation, et non a
une direction

77 B— B (8.48)

Rappelons que le produit vectoriel de deux vecteurs polaires est un vecteur
axial' : 7= 7 x p est un vecteur axial.

Les interactions faibles (cf. § 1.1.4) ne respectent pas 'invariance par pa-
rité : ceci a été montré pour la premiére fois par C.S. Wu, en utilisant la
désintégration 3 (1.4) de noyaux de cobalt’? polarisés en un état excité du
nickel®?

60Co — ONi* + e +7

La valeur moyenne du moment angulaire (J) du %°Co a une orientation fixée
(figure 8.6). On constate que les électrons de la désintégration sont émis de
fagon préférentielle dans la direction opposée a celle du moment angulaire : si
P est I'impulsion des électrons, (.J - P) < 0. Mais (J - P), valeur moyenne du
produit scalaire d’'un vecteur polaire et d’un vecteur axial, est un pseudosca-
laire, qui change de signe dans une opération parité. L'image de I’expérience
dans un miroir (figure 8.6) n’apparait pas comme pas physiquement possible :
dans le miroir les sens de rotation sont inversés, et les électrons partent pré-
férentiellement dans la direction de .J.

Miroir

Image Expérience

F1G. 8.6 — L’expérience de désintégration du cobalt polarisé.

Le groupe G correspondant a l'opération parité est le groupe multiplica-
tif & deux élements {+1,—1}, ou groupe Z;. Comme on ne peut pas relier

14. L’existence de vecteurs axiaux est une particularité de ’espace & trois dimensions,
d = 3. Un vecteur axial est en fait un tenseur antisymétrique de rang 2, qui a d(d — 1)/2
composantes en général. Pour d = 3, ce nombre de composantes est 3, ce qui permet de
lui faire correspondre un (pseudo)vecteur. A 4 dimensions une telle identification n’est
plus possible : un tenseur antisymétrique de rang 2 comme le champ électromagnétique a
6 composantes.
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continiment —1 & l'identité, il nous faut trouver un argument pour décider
si opérateur Il qui représente I'opération parité dans I'espace des états est
unitaire ou antiunitaire. Soit x et ¢ deux vecteurs arbitraires et (x, ) leur
produit scalaire (nous revenons provisoirement aux notations des mathémati-
ciens). Si la parité est une symétrie

|(Ix, )| = [(x, »)

Comme dans 'opération parité les opérateurs position et impulsion doivent
se transformer tous deux comme des vecteurs :

R—T'RIl=—-R P-1'Pll=-P (8.49)
leur commutateur est inchangé
I[X;, P! = ihé;1
Examinons 1’élément de matrice
(I, TI[XG, Pilp) = (I, H[X;, Py Tlp)
= (Ix, 1hé;; 1) = ihd;; (ILy, ) (8.50)
Mais on a également
(ITx, II[X5, Pilp) = (I, ITihdi; @)
= ihd;; (IIx, ) (8.51)
si 'on suppose que II est unitaire. En effet, pour un opérateur unitaire
(Ux, Uip) = (x,ip) = i(x, ¥)
tandis que pour un opérateur antiunitaire
(Ux, Uip) = (i, x) = ~i(¢, x)

Les équations (8.50) et (8.51) sont compatibles uniquement si II est unitaire.
En revanche, si au lieu de la parité II on considére le renversement du sens
du temps © : R — R et P — —P (cf. annexe A.2), alors

01X, P;]0~ ! = —[X;, P;] = —ihd;;

et ce changement de signe entraine que © est antiunitaire.

Si la parité est une symétrie, ce qui dans I’état actuel de nos connaissances
est le cas pour les interactions fortes et les interactions électromagnétiques,
alors II doit commuter avec le hamiltonien : [II, H] = 0. Comme II? = I,
puisque deux opérations parité successives raménent le systéme d’axes a sa
position initiale, les valeurs propres de II sont +1. Comme II et H commutent,
on peut trouver un systéme de vecteurs propres communs |¢p4) a H et a Il

Hlpi) = Ex|ps) Mlps) = £px) (8.52)

Les états |p) sont dits de parité paire et les états |p_) de parité impaire.
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8.4 Invariance galiléenne

8.4.1 Hamiltonien en dimension d = 1

Nous allons maintenant examiner les conséquences de la derniére inva-
riance que nous n’avons pas encore exploitée, l'invariance par changement de
référentiel d’inertie. Nous nous limitons d’abord & une dimension, une par-
ticule sur I'axe des x. Les équations de la physique non relativiste doivent
garder la méme forme dans la transformation de Galilée

¥ =x— vt (8.53)
qui fait passer d’un référentiel d’inertie a un autre référentiel d’inertie se
déplagant a la vitesse v par rapport au premier. La loi de transformation (8.53)
correspond au point de vue passif du changement d’axes. Afin de garder la
cohérence avec les sections précédentes, nous allons choisir le point de vue
actif, qui consiste a modifier la vitesse de toutes les particules de v; en bon
francais'®, on « booste » toutes les particules de v. Si la position, la vitesse,
I'impulsion p et I'énergie cinétique K initiales d’une particule classique de
masse m sont

1 2

T, &, p=maz, K:§ma':

ces mémes variables deviendront aprés le « boost » v

1
¥ =x+ot, i =i+v, p=mi, K = 3 m(i')? (8.54)

Contrairement au cas des translations et des rotations, I’énergie n’est pas
invariante dans une transformation de Galilée. On doit seulement exiger que
la forme des équations de la physique reste invariante, ce que I’'on appelle aussi
la covariance de ces équations par rapport & cette transformation.

Venons-en maintenant au cas quantique, en nous placant au temps t =
0, ce qui correspond & une transformation de Galilée instantanée. La loi de
transformation des vecteurs d’état dans une transformation de Galilée sera
une transformation unitaire U (v)

i ”G) (8.55)

U(v) = exp ( i—
ot G = GT est le générateur infinitésimal des transformations de Galilée.
Les transformations de Galilée & une dimension forment un groupe additif,
puisque la composition de deux transformations de vitesses v et v/ est une
transformation de vitesse v” = v + v’. Une fois de plus, le théoréme de Stone
nous garantit Iexistence d’'un générateur infinitésimal hermitien G. Si (A) est

15. Il n’existe pas de bonne traduction de ce terme dont l’origine est le « booster » d’une
fusée.
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la valeur moyenne d’une propriété physique dans I’état |p), sa valeur moyenne
(A), dans 'état transformé |p,) = U(v)|p) sera

(pulAlpw) = (A)s = (plU™H (0) AU (v)|p) (8.56)

Nous nous attendons d’aprés (8.54) (pour ¢ = 0) a ce que les valeurs moyennes
des opérateurs position X, impulsion P et vitesse X se transforment selon

(X) = (X)o = (PIUT () XU (v)|p) = (X) (8.57)
(X) = (X)o = (U (0)XU(v)lp) = (X) +v (8.58)
(P) = (P)y = (p|lU™ (1) PU (v)|) = (P) + mv (8.59)

L’hypothése forte'®, méme si elle semble naturelle, est en fait (8.58), car X
est défini comme (i/h)[H,X] (cf. (8.18), et (8.58) conduit a restreindre les
hamiltoniens possibles. Comme (8.59) est valable quel que soit |¢) on déduit

CvG e
exp (1 7>Pexp ( —1i 7) =P+ mvl (8.60)
et en faisant tendre v vers zéro
[G, P] = —ihmlI

Il est donc possible de choisir G = —mX. D’apres le théoréme de von Neu-
mann, tout autre choix serait unitairement équivalent.

Considérons maintenant l'opérateur X décrivant la vitesse, qui, sui-
vant (8.18) pour A = X, est défini par

i

X:ﬂmX] (8.61)
D’aprés (8.58)
VG G .
exp (1 7)Xexp ( —i 7) =X +vl (8.62)
et en retranchant (8.60) (divisé par m) de (8.62)
UGN Ty 1 .G . 1
e@QW)h—EP%@(ﬂ%J_X—EP (8.63)

ce qui implique que l'opérateur [X — P/m] commute avec G, et donc avec
X. Toujours d’aprés le théoréme de von Neumann, [X — P/m] doit étre une
fonction de X

X —P/m= % f(X) (8.64)

Dans le cas & une dimension, et en général seulement dans ce cas, on peut
éliminer la fonction f par une transformation unitaire. En effet soit F/(z) une

16. Voir Brown et Holland [1999] pour une évaluation critique de cette hypothése.
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primitive de f(z), F'(z) = f(z); considérons la transformation unitaire, qui
est une transformation de jauge locale (¢f. § 11.5.1)

S = exp (% F(X)) (8.65)
Dans la transformation unitaire X’ = S~1X S, X reste évidemment inchangé :

X' = X. Calculons P’. En utilisant (8.41)

[P,S] = —ihg—; = (-in)(

) F(X)S = £(X)S
d’ou Pon déduit
STIPS —P=S8"YPS—-SP)=S"'P S =S"f(X)S = f(X)

d'ott P/ = S7IPS = P+ f(X) et d’aprés (8.64)
x-Lp
m

On peut donc toujours choisir comme opérateur impulsion P = mX : ce choix
est unitairement équivalent & tous les autres. Nous allons utiliser ces résultats
pour déterminer la forme la plus générale du hamiltonien compatible avec les
lois de transformation galiléennes. Définissons 'opérateur K, qui sera bien str
la version quantique de 1’énergie cinétique, par

1 ., P?
et calculons son commutateur avec X
1 ih 0P? P
K, X|=—[P?X]=—— — = —ih— .
(K, X] = 5~ [P, X] 5 DP ih— (8.67)
En effet (8.41) implique, en échangeant les roles de P et de X
. Of(P)
(X, f(P)] = ih=5p"
Mais .
Lpox-lmx
R

et en retranchant cette équation de (8.67) on obtient
[H-K,X]=0

L’opérateur (H — K) est une fonction de X uniquement, que nous désigne-
rons par V(X), ce qui donne pour la forme la plus générale du hamiltonien
compatible avec I'invariance galiléenne

P2
H=K+V(X)= - +V(X) (8.68)
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On justifie ainsi ce que 'on aurait obtenu par le principe de correspondance
a partir de ’analogue classique de ’énergie, somme de 1’énergie cinétique et

de I’énergie potentielle
2

_
E_2m+V()

L’invariance galiléenne est assurée par le fait que le hamiltonien garde la
méme forme aprés transformation. Si le hamiltonien initial est une fonction
de X et P, le hamiltonien transformé est la méme fonction de X, = X et
P, = P+ mwv.

e Etat initial :

P2
H=—+V(X
5 T V(X)
e Etat transformé :

2

P, 1
H, = % +V(X,)=H + Pv+ 5 mv? 4+ V(X) (8.69)

8.4.2 Hamiltonien en dimension d = 3

En répétant 'argument de la sous-section précédente dans le cas de trois
dimensions d’espace, on arrive sans difficulté a la généralisation de (8.64)
dR 1 5

1
dt_m m

- -

f(R) (8.70)

mais on ne peut pas en général éliminer f (ﬁ) En effet il faudrait trouver une
transformation unitaire

i .
S =exp <£ F(R))
telle que L L
f(R) = VF(R)
ce qui n’est possible que si V x f: 0'7. L’équation (8.70) implique la relation
de commutation

. ih
L’énergie cinétique K est définie par
1 dR 1
K=- P— 72
m(S) = o (P ) (8.72)

On calcule aisément le commutateur de K et de X; En effet

K, Z ——mz +[X;, X)) X;) = —ihX;

17. Cette condition est nécessaire mais non suffisante dans un domaine qui n’est pas
simplement connexe.
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En comparant les commutateurs
K, X;] = —ih X; et [H,X;]=—ihX;

on déduit
[H - K? Xz} =0

(H — K) est donc une fonction de R uniquement : H = K + V(R) Le hamil-
tonien le plus général compatible avec I'invariance galiléenne est donc de la
forme

H= % (P- f(ziz’))2 +LV(R) (8.73)

Il est important de souligner la différence entre P /m et dﬁ/ dt : c’est cette
derniére quantité qui donne I’énergie cinétique K

1 (dﬁf P2
dt

On peut maintenant faire le lien avec la physique classique. En mécanique
classique, le hamiltonien d’une particule de charge ¢ dans un champ ma-
gnétique B(7,t) V x A(7,t) et dans un champ électrique E(7,t) =

—0,A(F,t) — VV (7, 1) (qui peuvent dépendre du temps) est'®

2m 2m

1 /. A7 2 —
Hcl - % <p —dq (T7t>) + qV(r,t) (874)

On obtient donc (8.73) en utilisant le principe de correspondance et en iden-
tifiant A = f et ¢V = V. La signification de ce hamiltonien sera examinée
de fagon plus approfondie au § 11.5.1, quand nous discuterons I'invariance
de jauge locale; la transformation (8.65) et sa généralisation a trois dimen-
sions sont des tranformations de jauge locales. Si f (ﬁ) peut étre éliminé par
une telle transformatign, cela implique que B =0. Cependant, il ne faudrait
pas en conclure que f et V doivent nécessairement étre identifiés a des po-
tentiels vecteur et scalaire, car f etV sont des fonctions arbitraires, qui n’ont
aucune raison d’obéir aux équations de Maxwell, et la particule n’est pas obli-
gatoirement chargée. Tout ce que nous avons montré est que le hamiltonien
classique (8.74) peut étre quantifié de fagon compatible avec l'invariance de
Galilée.

Pour conclure ce chapitre, montrons comment on peut trouver le fac-
teur gyromagnétique pour une particule de spin 1/2 galiléenne (Lévy-
Leblond [1967]). Dans 'exercice 9.6.14, on construit explicitement la fonction
d’onde transformée dans une transformation de Galilée pour une particule de
spin zéro. Le hamiltonien suivant d’une particule libre de spin 1/2

1

. 1 -
= — (- 2 = — 2
H= ;- (7 PP=5-P (8.75)

18. ¢f. Jackson|[2001], chapitre 12 et exercice 8.5.8.
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agissant dans l’espace de Hilbert produit tensoriel (2 (R?) ® Ha, ot Ho est
I’espace des états de spin, posséde manifestement les mémes propriétés de
covariance par transformation de Gahlee que celui d’une particule de spin zéro.
Le couplage a un champ magnétique P — P — ¢A donne, en utilisant (3.50)
et en observant que P et A ne commutent pas,

H=so [5-(Pqd)] =5 (F-ad? - L (5. B) (8.76)

avec B = V x A. Le deuxiéme terme de (8.76) correspond au couplage d’un
moment magnétique ji au champ B, avec

L qh . q g q g

f=5-0= mS—’meS (8.77)
oun § = ha' /2 est le spin et v le facteur gyromagnétique, qui est bien égal a 2.
Les corrections de théorie quantique des champs invariante de Lorentz, et non
de Galilée, font que ce facteur est en pratique différent de 2, mais il est trés
voisin de 2 pour un électron.

Résumons le résultat essentiel obtenu dans ce chapitre. En supposant que
les valeurs moyennes des propriétés physiques se transforment comme les
quantités classiques associées dans une symétrie, nous avons pu déduire les re-
lations de commutation canoniques et la forme du hamiltonien. Nous n’avons
jamais fait appel au principe de correspondance, mais vérifié la compatibilité
de ce principe avec nos résultats.

8.5 Exercices

8.5.1 Rotations

1.So0it R4 (0) la matrice 3 x 3 représentant une rotation d’angle 6 autour de . Montrer que
Tr R4 (0) =1+ 2cos . Suggestion : utiliser (8.29).

2. Ecrire explicitement la matrice R4 () & partir de (8.23) en fonction des composantes
de n

= (a, B,7) o+ 5%+ =1
3. Vérifier explicitement la relation de commutation [T, Ty] = iT, en utilisant les formes
matricielles (8.26).

4. Veérifier que
(T-a)2 =T n

et en déduire
e 10T R) — T —isin (T - 7) — (1 — cos O)(

'ﬂt
2
[\V)

Comparer avec (8.23).
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8.5.2 Rotations et SU(2)

Le groupe SU(2) est le groupe des matrices 2 X 2 unitaires et de déterminant un.

1. Montrer que si U € SU(2), alors U est de la forme

U:< a b) \a|2+\b\2:1

—b* a*

2. Montrer qu’au voisinage de ’identité on peut écrire

U=1I—ir avec 7=r7!

et que 7 s’exprime en fonction des matrices de Pauli

3
1
Tzfg 0,04 0; — 0
21_1 Y k2

3.0npose ) = (3, 9?)1/2 et 6; = O n;, o n est un vecteur unitaire. Supposant maintenant
les 0; finis, on définit Uy, (0) par

Montrer que
U;L(O) — efie&’“ﬁ/Q

Inversement toute matrice de SU(2) est de cette forme (exercice 3.3.6).

4. Soit V un vecteur de R3 et V la matrice hermitienne de trace nulle

(Ve Va—iV\ L o
V_<Vl+iVy V. )“’V

Quel est le déterminant de V' 7 Soit W la matrice
w=UvU!

Montrer que W est de la forme & - W et que W se déduit de V par une rotation. A-t-on
entiérement prouvé cette propriété a ce stade ?

5. On définit V() par

G-V(0) =Uy0)[d- VU, (6) Vie=0)=V
Montrer que
d\;’é@) =7 x V()

En déduire que \7(9) s’obtient a partir de Vv par une rotation d’angle 6 autour de n. Ce
résultat établit une correspondance entre les matrices R (0) de SO(3) et les matrices Uy (0)
de SU(2). Cette correspondance est-elle biunivoque ?
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8.5.3 Relations de commutation entre ’impulsion
et le moment angulaire

Cet exercice donne une autre démonstration des relations de commutation (8.34) entre
Pimpulsion et le moment angulaire, si l’on choisit l'opérateur vectoriel V = P. Soit T (a)
une translation de a paralléle & Oy

T, ()7 = 7+ aj
Si Rz (0) est une rotation d’angle 6 autour de Ox, montrer que
R (0) Ty(a) Ra(—0)

est une translation le long d’un axe que l'on déterminera. En déduire la relation de com-
mutation

[Jz, Py] = ihP;
8.5.4 Algébre de Lie d’un groupe continu

On considére un groupe G dont les élements g sont paramétrés par N coordonnées
0o, a =1,...,N, g6, = 0) étant 1’élément neutre du groupe. Les variables 6, sont no-
tées collectivement 6 : 6 = {04}. La loi de composition est donnée par une fonction f
indéfiniment différentiable

9(0)9(0) = 9(£(,0))
A nouveau [ est une notation collective pour I'ensemble de N fonctions f : £(0,6) =
{fa(0p,0c)}. Soit un ensemble de matrices unitaires U (6, ) dont la loi de multiplication est

U@)U(0) = U(f(0,0))
Les matrice U () forment donc une représentation du groupe G : voir (8.12).

1. Montrer que fa(8,60 = 0) = B4 et que fo(6 = 0,0) = ,. Montrer que pour 8,0 — 0
fa(0,0) est de la forme

1a(0,0) = 0a + 0o + fac0y0c + O(6°,026,06°,0")
ol nous avons utilisé la convention de sommation sur les indices répétés

fa,bcgbec = Z fa,bcgbec

b,c

2. Dans le voisinage de U(0) = I on écrit un développement de U(f) pour § — 0
1 ]
U@) =T —i0,Ty — 3 040 Ty + O(0)?

Effectuer le produit U(0)U () a lordre (52, 6?) et montrer que I'égalité
U@©)u () = U(f(9,9)
pour les termes en 0,60, implique que
Tope =TTy — ifape Ta
Utilisant la symétrie de Ty, en déduire
[Ty, Te] = iCape Ta

avec Cupe = —Cucep. Exprimer Cgup. en fonction de fup.. Les relations de commutation
précédentes constituent ’algébre de Lie du groupe défini par la loi de composition f(6,0).
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8.5.5 Reégle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn

Soit une particule de masse m dans un potentiel V(7). Le hamiltonien est

P
H=—+V(R)
2m

Soit |pn) un ensemble complet de vecteurs propres de H

H|pn) = En|en) Z lon)(en| =1

et |po) un état 1i¢, donc normalisable, d’énergie Ey. On pose

(enlXlpo) = Xno

1. Démontrer la relation de commutation

2
[, X, X] = =

2. En déduire

2m| Xnol?
Z%(En—ffo):l

n

8.5.6 Centre de masse et masse réduite

Soit deux particules de masses m1 et ma se déplacant sur une droite. On note X7 et X2
leurs opérateurs position, P; et Pp leurs opérateurs impulsion. Les opérateurs impulsion et
position de deux particules différentes commutent. On définit les opérateurs X et P

X X
x = i1t malks P=P +P,
m1 + m2
et X et P p P
X=X - X p=21 I

mi + ma

1. Calculer les commutateurs [X, P] et [X, P] et montrer que

[X,P]=[X,P]=0

2. Ecrire le hamiltonien ) )

Py P
H=-—1 42 Lv(X; - Xy)
2my 2mso
en fonction des opérateurs X, P,X ,15. En conclure que, comme en mécanique classique,
on peut séparer le mouvement du centre de masse et de la particule relative de masse
uw=mimz/(mi + mz). Généraliser a trois dimensions.

3. L’exemple suivant d’état intriqué a été utilisé dans I’article original d’Einstein et al. [1935]
(§ 6.3.1). La fonction d’onde de deux particules est écrite

p(x1, 225 p1,p2) = 6(x1 — 22 — L) d(P1 + P2)

ol L est une longueur constante. Pourquoi est-il possible d’écrire une telle fonction d’onde ?
Quelle est son interprétation physique ? La mesure de x1 détermine zg, celle de p1 détermine
p2. Développer 'analogie avec I’exemple du § 6.3.1.
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8.5.7 Transformation de Galilée

1. Soit W(a,v) le produit d’une transformation de Galilée et d’une translation a une di-

mension I <
W(a,v) = exp(—i?a) exp(im;; )
Montrer que
muvia
W(a1,v1)W(az,v2) :exp(—' ;L 2>W(a1 + az,v1 + v2)

2. Calculer
W(aa 'U)W(—(I, _U)

et en déduire que ’on doit utiliser des représentations projectives pour le groupe de Galilée.

8.5.8 Hamiltonien dans un champ magnétique

-,

1. On se donne un champ électromagnétique (E, B) dérivant du potentiel (V, A)

Ei = —817 — 8tAi e”ka Bk V X )1
Jjk

On se propose de montrer que les équations du mouvement provenant du lagrangien suivant
d’une particule chargée de charge ¢

1 di\?  — . dr
L=— — | —qV (7t A7 t) - —
s () -V 0+ A

sont identiques a celles données par la loi de Lorentz. Calculer OL/0x;, OL/0%; et montrer

que
d oL

dt 9,

=mi; +q Z(OJA'L)I]
J
Montrer que les équations d’Euler-Lagrange

i oL _ oL .
dt oz; ox; n

conduisent & la loi de Lorentz non relativiste (v = d7/dt)
mi; = q[E; + (7 x B)i]
2. Partant du moment conjugué p; de xj

oL

— = mx, +qA
D kT qAg

Pk =
montrer le hamiltonien classique He = ), prpdy — L s'écrit

1 - —
Ho=—F—qA)?+4qV
2m
3. Retrouver la loi de Lorentz & partir des équations de Hamilton

8Hcl . 8I_Icl
Pk = —
Op.

Ty =
8:1)k
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Chapitre 9

Mécanique ondulatoire

ANS CE CHAPITRE, nous allons étudier une réalisation particuliére de la

mécanique quantique d'une grande importance pratique : il s’agit de la
mécanique ondulatoire, qui est adaptée a la description du mouvement d’une’
particule quantique dans l’espace & trois dimensions R3. C’est cette réalisa-
tion qui sert d’introduction aux fondements de la mécanique quantique dans
la plupart des manuels. Elle consiste a prendre comme base de H les « vec-
teurs propres? » |7*) de I'opérateur position R : en d’autres termes, on choisit
une base ot 'opérateur position est diagonal. En mécanique ondulatoire, un
vecteur d’état peut étre identifié & un élément ¢(7*) de 'espace de Hilbert
LZ(R3) des fonctions de carré sommable sur I'espace & trois dimensions R?.
Ce vecteur d’état est appelé fonction d’onde, et nous verrons que cette fonc-
tion d’onde s’identifie & 'amplitude de probabilité (¥|¢) de trouver la particule
dans létat |¢) localisée a la position 7. Cette fonction d’onde est normalisée
par la condition de sommabilité (7.10)

| @l =1 (9.1)

— 0o

Etant donné le role symétrique joué par les opérateurs position et impulsion,
on pourrait aussi bien utiliser les vecteurs propres de P et les « fonctions
d’onde de l'espace des impulsions » @(p) = (P'|¢), dont nous verrons que ce
sont les transformées de Fourier des (7). Aprés avoir examiné les principales
propriétés des fonctions d’onde, nous étudierons plusieurs applications : états
liés, diffusion, potentiel périodique. Ces applications seront d’abord traitées
dans le cas plus simple & une dimension. La généralisation & trois dimensions
nous permettra de discuter la notion importante de densité d’états et son
utilisation dans la « régle d’or de Fermi ».

1. Ou de plusieurs particules : voir la généralisation au chapitre 14.

2. Ainsi que nous ’avons vu au § 7.3.1, ces objets ne sont pas des vecteurs de ’espace
de Hilbert, ce que nous avons souligné par des guillemets. Cependant, comme nous allons
faire par la suite un usage intensif de ces « vecteurs », nous supprimerons ces guillemets
afin d’alléger ’écriture.
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9.1 Diagonalisation de X et de P ; fonctions
d’onde

9.1.1 Diagonalisation de X

Nous nous proposons d’étudier le mouvement d’une particule quantique
en nous restreignant pour le moment au mouvement sur la droite réelle R :
la particule se déplace sur cette droite entre —oco et 400. Les grandeurs phy-
siques pertinentes sont a priori la position et 'impulsion de cette particule,
représentées mathématiquement par des opérateurs X et P dont nous avons
établi les propriétés dans la section 8.3. Nous allons d’abord examiner les vec-
teurs propres de X en partant de la relation de commutation canonique entre
X et P sous la forme (8.40)

P P
exp (i—a) X exp ( - i—“) = X +al (9.2)
h h
Montrons d’abord que le spectre de X est continu : soit |x) un vecteur propre
de X
X|z) = z|x) (9.3)

et examinons l'action de X sur le vecteur exp(—iPa/h)|z)

X[exp ( —i%)\x)] = exp ( —i%)(X—FaI)h:)

(x+a) [exp ( - i%) \x)} (9.4)

Nous avons utilisé la relation de commutation (9.2) et la définition (9.3) du
vecteur propre |z). Le vecteur exp(—iPa/h)|z) est vecteur propre de X avec
la valeur propre (z + a), et comme a est arbitraire, cela montre que toutes les
valeurs réelles de x entre —oo et 400 sont valeurs propres de X. On prouve
ainsi que le spectre de x est continu, et que par conséquent la normalisation
doit s’écrire suivant (7.34) avec des fonctions delta de Dirac

(') = §(x — 2’) (9.5)

Compte tenu de la discussion du § 8.3.1, le résultat (9.4) qui peut s’écrire

exp (129 [e) = Jo + a)

ne doit pas surprendre, car exp(—iPa/h) est l'opérateur de translation de a
qui transforme 1’état localisé en x, |x), en ’état |z + a) localisé en (z 4 a). Le
vecteur |x 4 a) vérifie une condition de normalisation analogue a (9.5) étant
donné que Vopérateur exp(—iPa/h) est unitaire. On peut, si on le souhaite,
fixer la phase des vecteurs de base |z) par la condition

) = exp (- i%)h@ —0) (9.6)
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Revenons sur l'interprétation physique : que représente exactement le vecteur
|x) ? D’aprés les postulats du chapitre 4, |x) représente un état ou la position
de la particule est connue avec une précision absolue : la particule est localisée
exactement au point = sur la droite réelle. Mais en mécanique quantique un
tel état est impossible a réaliser physiquement : comme nous allons bientot
le voir, un tel état a toutes les impulsions possibles avec la méme probabilité
entre p = —0o et p = +o0o. A la propriété mathématique : « |z) n’est pas un
éléement de I’espace de Hilbert » correspond la propriété physique : « |z) n’est
pas un état physiquement réalisable ». Les états physiquement réalisables sont
toujours représentés par des « vrais » vecteurs de H, c’est-a-dire des vecteurs
normalisables.

Nous avons admis implicitement que les valeurs propres x de X étaient
non dégénérées. Bien str ce n’est pas nécessairement le cas : par exemple
la particule pourrait avoir un spin 1/2; auquel cas il faudrait préciser si la
particule se trouve dans un état de spin up |+) ou de spin down |—) : chaque
valeur propre de X serait alors doublement dégénérée. Dans ces conditions,
I’espace de Hilbert des états serait le produit tensoriel L (R)®Hs de lespace
des états de position Lg)(R) et de lespace a deux dimensions des états de
spin Hs : une base de cet espace serait par exemple formée des états |z @ +)
et |z ® —) avec

(X®o.)z@+t) =+zjz® L)

Bien que I'utilisation de vecteurs propres qui ne soient pas des véritables élé-
ments de H soit mathématiquement contestable, elle est extrémement com-
mode et nous nous nous servirons par la suite de ces vecteurs sans précau-
tions particulieres. Nous généraliserons aussi la notion d’élément de matrice :
comme opérateur X est diagonal dans la base |z), nous pourrons écrire les
« éléments de matrice » de X

(2| X|z) = (2’ |z) = x6(x — 2) (9.7)
et plus généralement ceux d’une fonction F'(X)
(@'|F(X)|x) = F(2)(2'|z) = F(x) 0(x — 2') (9-8)

La relation de fermeture (7.36) s’écrit

/Oo @) da (2] = (9.9)

— 00

Le projecteur Pla, b] sur le sous-espace des valeurs propres de X dans I'inter-
valle [a, b] s’obtient en restreignant I'intégration sur x a cet intervalle

b
”P[a,b]z/ |z) da (x| (9.10)
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Cette expression généralise celle que I'on écrirait dans un espace de dimension
finie : si A est le sous-espace d’un ensemble de valeurs propres d’un opérateur
hermitien A, le projecteur P(A) sur ce sous-espace est

P(A) = n)n]

neA

9.1.2 Realisation dans L(wz)(R)

Nous allons maintenant faire le lien entre le formalisme de Dirac que nous
venons d’expliciter dans la base ou X est diagonal et la réalisation donnée
au § 8.3.2 des opérateurs X et P comme opérateurs agissant dans 1’espace
LA)(R) des fonctions de carré sommable sur R. Soit @) un vecteur unitaire
de H représentant un état physique. En utilisant la relation de fermeture (9.9),
nous pouvons décomposer |¢) dans la base |x)

o= [ driel (9.11)

ou (z|p) est donc une composante de |p) dans la base |z), ou en termes
physiques, 'amplitude de probabilité de trouver la particule localisée au point
x. Examinons les éléments de matrice des opérateurs X et exp(—iPa/h)

@l[X]¢)] = (Xalg) =@ (alg) =2 (@) (9.12)
(o] [exp (—152)|@)] = (&~ ale) = oz~ a) (9.13)

Ces équations montrent que (z|p) peut étre identifié a une fonction ¢(x) de

L? (R) telle que Iaction des opérateurs X et P soit donnée par (8.44). En
effet 'équation (9.12) est

[Xgo] (z) = zp(x) (9.14)

tandis que (9.13) s’écrit

[exp ( - i%)gp} () =p(r —a) (9.15)

et en développant au premier ordre en a

[Pyl (z) = —ih g—i (9.16)

Nous retrouvons l'action des opérateurs X et P telle qu’elle avait été définie
au § 8.3.2. Vérifions que le produit scalaire est correctement donné par (7.11)
en utilisant la relation de fermeture (9.9)

oo = [ " da () (alg) = / " e x* (@)ola) (9.17)
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o()

oz —a

— — =

y

o+ a
Zo 0 €T

F1G. 9.1 — Translation de a d’une particule localisée en z.

La fonction ¢(z — a) dans (9.15) est bien la fonction ¢(z) translatée de +a,
et non de —a! Si par exemple p(z) a un maximum a x = xo, ¢(r —a) a un
maximum a x — a = xq c’est-a-dire & x = x¢ + a (figure 9.1). Soulignons que
le choix ¢q(x) = @(xr — a) pour la fonction d’onde translatée n’est bien sir
pas unique. La fonction

pu(z) = " @op(z —a)

se déduit de (2 — a) par une transformation de jauge locale (8.65). Le choix
oz — a) est lie a celui du générateur infinitésimal des translations, et le
changement de phase @, (x) — ¢/ () serait obtenu en utilisant un générateur
infinitésimal déduit de (9.16) par la transformation de jauge locale

P/ — ei@(m) <lh§) e—i@(f)
X

En résumé, I’état physique d’une particule se déplacant sur 'axe des x est
décrit par une fonction d’onde normalisée p(x) appartenant a Lg)(R)

/jo dz |p(@)]? = 1 (9.18)

qui s’interpréte physiquement comme amplitude de probabilité (z|p) de trou-
ver la particule localisée au point x. L’action des opérateurs position X et
impulsion P sur ¢(z) est donnée par (9.14) et (9.16). Le module carré

lo(@)[* = [(zlo)]*

est appelé probabilité de présence de la particule au point z : en fait il s’agit
d’une densité de probabilité, dans ce cas une probabilité par unité de longueur.
La probabilité p([a, b]) de trouver la particule localisée dans l'intervalle [a, b]
est d’apres (9.10)

b
p([a,b]) = {o|Pla, bllg) = / dz ()2 (9.19)

a
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Cette probabilité est normalisée a un par construction, puisque (p|p) = 1,
ce que lon vérifie également sur (9.18). Si 'on considére un intervalle [z, z +
dx] infinitésimal, |o(z)[?dz est la probabilité de trouver la particule dans cet
intervalle.

Lorsque la particule posséde des degrés de liberté supplémentaires, par
exemple un spin 1/2, on pourra décrire son état quantique en utilisant les
fonctions d’onde o ()

() = (T @ +]p) p—(z) = (z @ —[p)

Nous venons de définir ce que l'on appelle habituellement « la mécanique
ondulatoire en représentation x » : nous avons choisi de partir de la base |z)
ot Popérateur position est diagonal. Etant donné le réle symétrique de X et
P, nous aurions aussi bien pu partir d’'une base ou P est diagonal, c’est-a-
dire définir « la mécanique ondulatoire en représentation p ». La sous-section
suivante est consacrée a cette représentation et a son lien avec la représentation
x.

9.1.3 Réalisation dans L(?(R)

Soit |p) un vecteur propre de P

Plp) = plp) (9.20)

Nous allons d’abord déterminer les fonctions d’onde correspondantes x, () =
(x|p). Nous pouvons écrire en représentation z

(«I[PIn)] = plalp) = pxpla) = ~ih oy, (2) (9.21)

Nous avons utilisé (9.16) pour obtenir la derniére égalité de ’équation précé-
dente. Quel que soit p dans I'intervalle [—o0, 4-00], ’équation différentielle

. 0
i xp(2) = P o)

a pour solution

Xp(z) = (z|p) = NorT elre/h (9.22)

ce qui montre que le spectre de P est continu, tout comme celui de x. Le
facteur de normalisation (274)~/2? dans (9.22) a été choisi de telle sorte que
Xp(z) soit normalisé par un delta de Dirac

| aonimte) = o [ aren [ B 50—y 029
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tandis que la relation de fermeture s’écrit

/ dp xp(2)x; (z / dp eXp )} =d0(x—2a") (9.24)
On aurait également pu partir de la relation de fermeture sous la forme
/ lp)dp (p| =1 (9.25)

pour écrire
o0
| @) dp ple) = @/ 1la) = 8~ )
—00
et démontrer ainsi (9.24).

Si ) est le vecteur d’état d’une particule, la « fonction d’onde en repré-
sentation p » sera @(p) = (p|p). Cette fonction d’onde en représentation p
n’est autre que la transformée de Fourier de la fonction d’onde p(z) = (z|p)
de la représentation x. En effet, en utilisant la relation de fermeture (9.9) et
la définition (9.22), nous obtenons

¢(p) = (ple) =/ (plz) dz (z]p) = “r o) | (9.26)
et inversement
1 o .

_ dp ePx/P 5 9.27
ver ) B (9.27)

L’action des opérateurs X et P en représentation p s’obtient sans difficulté

0

Xg =ih—=— 9.28
[(Xo](p) =i o &(p) (9.28)
[PE](p) = p&(p) (9-29)

Une formule analogue a (9.19) est valable dans l’espace des impulsions : la
probabilité p([k, q]) pour que la particule ait son impulsion dans l'intervalle
[k, q] est

p(lh.a) = [ " aple)P (9.30)

|¢(p)|? est une densité de probabilité dans l'espace des impulsions.

9.1.4 Inégalités de Heisenberg

Partons de la représentation de Fourier (9.27) de la fonction d’onde ¢(x)
d’un état physique. La transformée de Fourier ¢(p) vérifie, tout comme ¢(z),
la condition de normalisation

/_ T aplem)? =1 (9.31)
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On appelle souvent un tel état physique un paquet d’ondes, car c’est
d’aprés (9.27) une superposition d’ondes planes. La position moyenne (X)
et 'impulsion moyenne (P) se calculent en introduisant deux fois les relations
de fermeture (9.9) et (9.25)3

<m=www=/mmwmmmwwm=[%mwmw (9.32)

<m=wm@:/@®wmwmmww:/ dpplg)®  (9.33)

— 00

Nous avons aussi utilisé (9.7) et une équation analogue dans lespace des
impulsions. Les dispersions AX et AP sont données par un calcul similaire

(AX)? = (pl(X = (X))*|0) = /_oo do (v — (X)e(@)*  (9.34)

(AP)? = (pl(P — (P))*|¢) =/ dp (p — (P))?|@(p)[” (9.35)
Dtaprés la démonstration générale du § 4.1.3. ces dispersions vérifient l'inéga-
lité de Heisenberg

1
Az Ap > 5 h (9.36)

ou nous avons utilisé la notation usuelle Az Ap au lieu de AX AP. Une dé-
monstration directe de (9.36) est proposée a 'exercice 9.6.1.

Pour conclure cette sous-section, montrons 'intérét de 'inégalité de Hei-
senberg (9.36) utilisée comme outil heuristique en estimant 1’énergie de ’état
fondamental de 1’atome d’hydrogéne (voir § 1.5.2). Si Iélectron décrit une
orbite circulaire de rayon r avec une impulsion p = muw, son énergie classique
est i )

P e

E= o (9.37)
En physique classique, le rayon de l'orbite de 1’électron tend vers zéro («1’élec-
tron tombe sur le noyau »), ce phénomeéne étant accompagné de I’émission
de rayonnement électromagnétique : en effet, en physique classique, 1’énergie
de Porbite circulaire E = —e?/(2r) n’est pas bornée inférieurement et rien
ne s’oppose & ce que le rayon de l'orbite devienne arbitrairement petit. La
décroissance de 1’énergie de 'orbite est compensée par I’émission dans 1'es-
pace d’énergie sous forme de rayonnement électromagnétique, ce qui assure la
conservation de I’énergie. Mais sur une orbite de rayon r, la dispersion Ax de
la position suivant I’axe des x est de 'ordre de 7, ce qui fait que la dispersion
sur 'impulsion est au moins de ~ h/Axz = h/r. Nous pouvons en déduire

3. Les notations explicites seraient (X), et (P), ; nous avons supprimé I'indice ¢ pour
alléger ’écriture.
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rp ~ I et 'expression de 1'énergie (9.37) devient

g e
2mir2 r
Cherchons le minimum de F
dFE K2 2
_ 4 6_ — 0

—_—
dr mr3 12

ce qui donne un minimum pour
h2

— (9.38)

T =ay =
soit précisément le rayon de Bohr (1.41) de l'atome d’hydrogéne! Naturelle-
ment le fait que 'on obtienne exactement ay dans ce calcul d’ordre de gran-
deur est un hasard heureux, qui nous permet de retrouver I’énergie de 1’état
fondamental (1.42)

62 me4

Eo= 50 = o
S’il est bien entendu que ce calcul ne peut donner qu'un ordre de grandeur, la
physique sous-jacente explique la raison profonde de la stabilité de ’atome : en
raison des inégalités de Heisenberg, 1’électron ne peut pas se trouver sur une
orbite de rayon trop petit, sous peine d’acquérir une impulsion importante,
qui fait croitre son énergie cinétique. L’énergie de 1’état fondamental est ob-
tenue en recherchant le meilleur compromis possible entre énergie cinétique
et énergie potentielle, de facon a obtenir le minimum de I’énergie totale.

(9.39)

9.1.5 Evolution du paquet d’ondes libre

Introduisons la dépendance du vecteur d’état par rapport au temps : le
vecteur d’état est |p(0)) = |¢) au temps ¢t = 0 et |@(t)) au temps t. La
fonction d’onde p(z,t) au temps ¢ est donc ¢(x,t) = (x|¢(t)). Pour obtenir
lo(t)) en fonction de |p(0)), nous avons besoin de I'équation d’évolution (4.11)
et donc du hamiltonien H. Nous allons nous restreindre pour l'instant au cas
ou l’énergie potentielle est nulle, et ou le hamiltonien se réduit a sa partie
énergie cinétique K (8.66)

P2
H=K-= 5 (9.40)
Comme K et P commutent, les états propres de H peuvent étre choisis parmi
ceux de P

2 2
Py =plp)  Hp) =5 lp) = L) =BGl (9.41)

et par conséquent

exp [— 1%} [p) = exp [— iE(;;)t} p) (9.42)
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11 est donc naturel d’exprimer (z|p(t)) en fonction des composantes de |p(t))
dans la base |p)

(ali(t)) = <x|exp(—15)\¢ )= [ dp ) plexe (575 ) le)

\/_ dp exp 1% —i @)@(p) (9.43)

Afin d’éliminer les facteurs h on introduit le vecteur d’onde k& = p/h et la
fréquence w(k)

k= % wk) = 2 T Ak = VRg(hk)
pour écrire (z,t) sous la forme
ol 1) = —— / " dRA(K) exp (ikx - iw(k)t) (9.44)
V2T J—so
Lallure qualitative de [A(k)|? et celle de [p(x,0)|* sont représentées sur la
figure 9.2. La fonction |A(k)|? est centrée & k ~ k avec une largeur Ak.

L’inégalité de Heisenberg (9.36) se traduit par

Az Ak > % (9.45)

F1G. 9.2 — Dispersions du paquet d’ondes en k et en x.

Les cas limites sont :

e Particule de vecteur d’onde (ou d’impulsion) parfaitement défini = onde

plane )
Ak) =6k —k 0) = —— elF7 9.46
(k) =d( ) ¢(z,0) Vo (9.46)
e Particule localisée en x = x
1 .
A(k) = —= e ka0 o(x,0) = §(x — x0) (9.47)
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Rappelons que ni 'onde plane (9.46), ni I’état parfaitement localisé (9.47) ne
correspondent a des états physiquement réalisables. Dans le cas (9.47) de la
particule localisée, | A(k)|?, qui est la probabilité d’observer une impulsion hk,
est indépendant de k, ce qui fait que la distribution de probabilité en p ne
peut pas étre normalisée. De méme dans le cas (9.46) de I'impulsion fixée,
|o(z)|? = cste et la probabilité de présence est uniforme sur I'axe des z : &
nouveau la distribution de probabilité en x ne peut pas étre normalisée. Pour
un état physiquement réalisable on doit avoir d’aprés (9.31)

/Oo dk |A(K)|* < o0

— 0o

Examinons maintenant ’évolution du paquet d’ondes au cours du temps. Pour
évaluer (9.44), nous utilisons 'approximation de la phase stationnaire. Défi-
nissant A(k) = |A(k)|exp(ip(k)), la phase 0(k) de Pexponentielle dans (9.44)
vaut

0(k) = kz — w(k)t + o(k)

Nous obtiendrouns la contribution principale a 'intégrale (9.44) si la phase 6(k)
est stationnaire dans la région k ~ k ot |A(k)| est maximum : en effet, si 6(k)
n’est pas stationnaire, l’exponentielle oscille rapidement et la contribution
moyenne a l'intégrale (9.44) est nulle. Nous devons donc avoir

de dw d

T2 P T A - dkk:E:O
Le centre du paquet d’ondes va se déplacer selon la loi
x=v4(t —7) (9.48)

ot vy est la vitesse de groupe, qui n’est autre que la vitesse moyenne v de la
particule

dw d hk? hk P
— 7 = — [ = — = — .4
YT Wleer  dk 2m k= m  m (9.49)
Le temps 7 qui détermine la position initiale o = —v,7 du centre du paquet
d’ondes est
1d d
1de = h—d) (9.50)

T vy dk k=t "dE k=%

Pour obtenir un résultat plus précis, nous pouvons récrire la phase en déve-
loppant w(k) au voisinage de k = k

O(k) = ko — w(B)t — (k — F)ot — %(k - E)?% t+ é(k)
— W)+ k(x — vyt) — %(k - E)?% £+ o(k)
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On obtient une forme tres simple pour o(z,t) s'il est possible de négliger le
terme quadratique en (k — k)2

oz, t) = \/12_7r expliw(k)t] /dkA(k) explik(z — v4t)]

= expliw(k)t]p(z — vyt, 0) (9.51)
Cette équation montre que, mis & part le facteur de phase expliw(k)t], la
fonction d’onde au temps t se déduit de celle au temps ¢t = 0 par la substitution
x — x — v4t, c’est-a-dire que le paquet d’ondes se propage sans déformation
dans la direction des x positifs — si v, > 0 — a la vitesse vy. Cependant
ce résultat est seulement approximatif puisque nous avons négligé le terme
quadratique en (k — k)2. Ce terme donne une contribution a la phase
1 —9 I
——(k—k)? —t
2( ) m
qui doit rester < 1 dans le domaine ou |A(k)| est appréciable, si 'on veut
se contenter de I'approximation linéaire. La contribution de ce terme pourra
étre négligée si
1 — o ht
- (k-k)P—=<1
2( ) m
dans une région d’extension Ak autour de k; pour que la déformation du
paquet d’ondes soit faible, on doit avoir

2m 2mh
t < WARE ~ (Bp) (9.52)

Si cette condition n’est pas satisfaite, le paquet d’ondes se déforme en s’élar-
gissant, tandis que son centre continue & se déplacer a la vitesse vy : c’est le
phénomeéne d’étalement du paquet d’ondes.

9.2 Equation de Schrodinger

9.2.1 Hamiltonien de I’équation de Schrédinger

Nous avons vu au § 8.4.1 que le hamiltonien indépendant du temps le plus
général compatible avec I'invariance galiléenne en dimension d = 1 était donné

par (8.68)
2

P
H=—+V(X 9.53
— +V(X) (953)
ot K = P?/(2m) est 'opérateur énergie cinétique et V(X ) l'opérateur éner-
gie potentielle, ou plus briévement le potentiel. Rappelons aussi I’équation
d’évolution (4.11)

mﬁ%?zsz@> (9.54)
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Multiplions a gauche les deux membres de cette équation par le bra (z| en
utilisant (9.53) comme hamiltonien

. d ., 0

i (el (1) = ih (e 0)

o\° 0%p(x,t)
2 2 : 2 )

@) = (Polet) = (=ing ) etant) = 22550
(#[V(X)le(t)) = V(z)e(z,t)

ot nous avons utilisé (9.8) et (9.16). Nous obtenons donc I’équation de Schro-
dinger dépendant du temps

o Op(x,t) kP 0%p(xt)
ih % = om0 + V(z)p(z,t) (9.55)

L’équation de Schrodinger est une équation d’onde pour la fonction d’onde

p(x,t).
Comme le potentiel V(X) est indépendant du temps, nous savons qu’il
existe des solutions stationnaires de (9.54)

) =exp (~150)Ip(0)  HIg(0)) = Elp(0)) (9.56)

En multipliant & gauche par le bra (x|, 'équation H|p) = E|p) devient I’équa-
tion de Schrédinger indépendante du temps

2m 922

[fﬂ 02

+ V(x)] o(z) = Ep(x) (9.57)

On peut généraliser (9.55) dans deux directions. Tout en restant compatible
avec 'invariance galiléenne, il est possible de rajouter une dépendance tem-
porelle au potentiel : V(x) — V(x,t). On peut aussi utiliser des potentiels dé-
pendant de la vitesse, par exemple comme approximation d’effets relativistes.
Dans ce cas l'invariance galiléenne est perdue, et de plus il peut s’introduire
des ambiguités lorsque 'on doit faire un choix pour ’ordre d’un produit d’opé-
rateurs position et impulsion.

9.2.2 Probabilité de présence et vecteur courant
A la probabilité de présence |p(x,t)|? on peut associer un vecteur courant
j(x,t), par analogie avec I'hydrodynamique ou I’électrodynamique. Rappelons
I'exemple de 1'’hydrodynamique pour fixer les idées : soit? p(7,¢) la masse
volumique d’un fluide compressible de masse totale M s’écoulant avec une
vitesse locale (7, t) ; le courant 7'(7,t) est défini par

T (7 t) = p(7,t) U(7, t) (9.58)

4. Nous nous plagons provisoirement en dimension d = 3.
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i
dS

F1G. 9.3 — Courant et flux sortant d’un volume V.

Considérons une surface S limitant un volume V, qui contient une masse M (V)
de fluide (figure 9.3). La masse dM (V)/d¢ de fluide s’écoulant par unité de
temps hors de V est égale au flux du courant a travers S

ou nous avons utilisé le théoréme de la divergence. Cette masse de fluide est
aussi égale a moins la dérivée par rapport au temps de 'intégrale de la densité

sur V
dM _ /dgrp /d3 3/)7"15

Les deux expressions de dM (V) /dt doivent étre égales quel que soit le volume
V, ce qui implique que les intégrands doivent étre égaux, d’out [’équation de
continuité

dp =

— +V-7=0 9.59

5t VI (9.59)
et en revenant a la dimension d = 1

dp 07

— +==0 9.60

ot + ox ( )

En électrodynamique, p est la densité de charge et 7’ la densité de courant,
qui vérifient aussi une équation de continuité du type (9.59) traduisant la
conservation locale de la charge électrique.

En mécanique quantique, on s’attend a trouver une équation de continuité
du type (9.59), ou (9.60) & une dimension. En effet, si

b
/ de (e, 1)

est la probabilité de trouver la particule au temps ¢ dans l'intervalle [a, b],
cette probabilité va en général dépendre du temps. Si par exemple cette pro-
babilité diminue, cela veut dire que la probabilité de trouver la particule dans
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I’ensemble des deux intervalles complémentaires [—o0, a] et [b, +o00] doit aug-
menter, car quel que soit t I'intégrale

/ dz (2, )2

est constante et égale & un. De la méme facon, I'intégrale sur tout l’espace
de la densité de fluide reste constante et égale a la masse totale M, ou, en
électrodynamique, 'intégrale sur tout I'espace de la densité de charge reste
constante et égale a la charge totale (). L’analogue de la densité en mécanique
quantique est p(z,t) = |¢(x,t)|?; cependant il s’agit d'une densité de pro-
babilité, et non d’une véritable densité. Nous recherchons un courant j(z,t)
vérifiant (9.60), qui sera aussi un courant de probabilité et non un courant
véritable. La forme de ce courant est suggérée par le raisonnement suivant :
en hydrodynamique, la vitesse moyenne (v(¢)) du fluide (ou vitesse du centre
de masse) est donnée par

M/ , tyo(z, t)d :—/ z,t)d (9.61)

En mécanique quantique, opérateur vitesse est d’aprés (8.61)

. i P
X=—-HX|=—
h [H, X] m
et sa valeur moyenne est

GO0 = (o(0)| ol = [ st 2200

ot nous avons utilisé (9.9) et (9.16). L’intégrand dans cette équation est en
général complexe et ne convient pas pour le courant. Une intégration par
parties permet de construire un courant réel

(0 =g [0 (0 @020 — o220 oo

La comparaison de (9.61) pour M = 1 avec (9.62) suggére la forme suivante
pour le courant j(x,t)

i= g (¢ @ 2D gt 22000 ) e (L (o 2500 )
(9.63)

Afin de nous familiariser avec cette expression peu intuitive, examinons le cas
d’une onde plane

o) = Acm/"
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La densité est p(x) = |A|?. Le courant vaut

j(z) = Re (i Areioe/h [f] Aeim/h) =|ap 2 (9.64)
im h m

et s’interpréte donc comme : courant = densité x vitesse. Le courant est dirigé
vers la droite si p > 0 et vers la gauche si p < 0. Lorsque la fonction d’onde
est indépendante du temps, comme dans le cas de I'onde plane, le courant est
nécessairement indépendant de x puisque dp/9t = 0 = 9j/0x = 0. 1l reste
a s’assurer que le courant (9.63) est bien le courant qui vérifie 'équation de
continuité (9.60). D’une part

9 _ h [ 0% 0% i, .
oz 2im ¥ 02 @W —E[QO (Hp) — p(Hep)"]

ol nous avons utilisé

0%y i
A (L I &
2im 0x2 h I V)el
et le fait que V est une fonction réelle de x et t. D’autre part
0 9 de dp*
- t K b _ * H —(H *
5 l(@ 1)l 5 TP = i P He) — (He)e']
ce qui montre que
0 5 0 .
Sl O + (1) = 0 (965)

9.3 Résolution de I’équation de Schrodinger
indépendante du temps

9.3.1 Généralités

Nous nous proposons de chercher les solutions de I’équation de Schrodinger
indépendante du temps (9.57), c’est-a dire déterminer les valeurs propres F
et les fonctions propres correspondantes ¢(x). Commengons par le cas le plus
simple ou le potentiel V(x) = 0. L’équation (9.57) devient

(8‘9—; + 27;;—2E> o(z) =0 (9.66)

La solution générale de cette équation est bien stir une combinaison d’ondes
planes, avec p = v2mE > 0

p(z) = Ae?™/h 4 Bemir/h (9.67)

se propageant dans la direction des z positifs avec une amplitude A et des x
négatifs avec une amplitude B. Bien que la solution (9.67) soit indépendante
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du temps, elle génére un courant stationnaire® composé d’aprés (9.64) d'un
terme |A|?p/m dirigé vers les x positifs et d’un terme —|B|?*p/m dirigé vers les
x négatifs. Aux solutions indépendantes du temps exp(Zipz/h) correspondent
des solutions de (9.55) dépendant du temps exp[i(+px — E(p)t)/h] qui sont
des ondes progressives se propageant dans les directions des = positifs ou des
x négatifs. Avec les ondes progressives expli(+pz — F(p)t)/h] on forme des
paquets d’ondes se propageant dans la direction des x positifs : on dira que
ces paquets d’ondes proviennent d’une source de particules & x = —oo. Avec
les ondes progressives exp[i(—px — E(p)t)/h] on forme des paquets d’ondes se
propageant dans la direction des = négatifs : on dira qu’il y a une source de
particules & x = +o0.

Passons au cas ou V() # 0 et, pour fixer les idées, supposons que V(x)
a la forme de la figure 9.4 : V(x) est un « puits de potentiel » et V(z) — 0
si * — 4oo. En mécanique classique, suivant la discussion du § 1.5.1, ce
potentiel a des états liés si £ < 0 et des états de diffusion si £ > 0. Pour
FE < 0 la particule classique reste confinée sur un intervalle fini de I'axe des
x, pour F > 0 elle part a I'infini. La région de 'axe des x qui est permise a la
particule classique est celle ou E > V(z), et ol son impulsion p(z) est réelle

p(x) = £/ 2m(E — V(z)) (9.68)

V(z) T

F1G. 9.4 — Puits de potentiel.

tandis que la région F < V(x), ol son impulsion est imaginaire

p(z) = £iv/2m((V(z) — E) (9.69)

lui est interdite. Nous allons voir que ce comportement classique se refléte
dans le comportement quantique : la forme des solutions de (9.57) sera diffé-
rente selon que p(x) est réel ou imaginaire. Pour que ¢(z) soit une solution
acceptable, il ne suffit pas que @(z) vérifie formellement (9.57), il faut aussi
que @(z) soit normalisable

| asletap <o

— 00

5. Un exemple de courant stationnaire est le courant continu en électricité.
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C’est cette condition que nous allons utiliser pour obtenir les états liés. Pour
les états de diffusion, cette condition est trop forte : nous avons vu que pour
V(z) = 0 les solutions de (9.57) sont des ondes planes, non normalisables.
Pour z — +o00, nous nous attendons a un comportement d’onde plane pour
les solutions de (9.57), puisque le potentiel s’annule a I'infini. Pour les états de
diffusion E > 0 du potentiel de la figure 9.4, nous nous contenterons d’exiger
un comportement d’onde plane a I'infini : il ne faut pas exiger davantage de la
solution en présence de potentiel que de la solution en ’absence de potentiel !

9.3.2 Reéflexion et transmission par une marche
de potentiel

Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser au cas ou le
potentiel est constant par morceaux : V(z) est constant dans un intervalle
et saute brusquement & une autre constante en certains points. Ce type de
potentiel représente une bonne approximation d’un potentiel réaliste dans
certains cas, et il peut étre utilisé pour approcher un potentiel variant conti-
ntiment dans d’autres cas. Comme le potentiel présente des discontinuités, il
est nécessaire d’examiner le comportement de la fonction d’onde au voisinage
d’une telle discontinuité. Montrons que la fonction d’onde ¢(z) et sa dérivée
¢ (x) sont continues si le potentiel présente une discontinuité finie V5 au point
x = x¢ (figure 9.5). Comme |p(x)|? doit étre intégrable en zq, [p(x)| I'est éga-
lement. Il sera commode de récrire ’équation de Schrédinger indépendante
du temps (9.57) sous la forme

2 m(E —V(z
(% + W) p(z) =0 (9.70)
V(z)
ST T T A
| i Vo
N ¢
| %0 : i$0 +e
xro — € x

F1G. 9.5 — Discontinuité de potentiel.
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Au voisinage de la discontinuité, nous pouvons déduire le comportement de
¢ (x) grace a

L g [ [0 B

@' (xo+¢€)—¢'(z0—¢) = /

ro—E& 0—E&

La seconde intégrale est bien définie car p(z) est intégrable; cette intégrale
doit donc tendre vers zéro avec ¢, ce qui montre que ¢'(z) et a fortiori p(z)
sont continues tant que la discontinuité V{, reste finie.

Au lieu d’écrire les conditions de continuité de ¢(z) et de ¢'(x), il est
souvent commode d’écrire celles de ¢(x) et de sa dérivée logarithmique
¢'(z)/p(x). Une conséquence immeédiate de ces conditions est que le cou-
rant j(x) est égal & la méme constante de part et d’autre de zg, ce que l'on
voit & partir de I'expression suivante de j(x)

(@) = 5ol {% - (%H

Comme application de ces conditions de continuité, prenons le cas d’une
« marche de potentiel » (figure 9.6)

régionI  V(z) =0 pour z <0
région II  V(z) = V) pour z >0

V(z) A

Vo

\j

F1G. 9.6 — Marche de potentiel.
Pour fixer les idées, on choisit 0 < F < Vj. Si 'on définit k et x par

2mE 2m(Vp — E)

les solutions de (9.70) s’écrivent dans les régions I et IT

I o(z) = Ae'fr 4 Beik® (9.72)
II o(z) = Ce ™ + De™ (9.73)
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Si V(z) reste égal & V pour tout « > 0, le comportement (9.73) de la fonction
d’onde reste valable quel que soit > 0. Il est alors nécessaire que D = 0,
car dans le cas contraire la fonction |p(x)|? se comporterait comme exp(2kz)
pour x — oo : un comportement constant en module comme celui d’une onde
plane est acceptable, mais pas un comportement aussi divergent. Dans ces
conditions, la continuité & x = 0 de ¢ et celle de sa dérivée logarithmique
s’écrivent . k(A B)
¥ 1 -
p: C=A+1B o K= A+ B

Les coefficients A et B sont a priori définis & une constante multiplicative

pres puisque 'on n’a fait aucune hypothése sur la région z > 0. On peut fixer

arbitrairement A = 1, et la solution pour les deux autres coeflicients est alors
_ K+tik 2ik

B = = — .74
K — ik ¢ Kk — ik (9.74)

Nous pouvons déduire de ces expressions le cas limite ot V[y — oo, qui corres-
pond & une barriére infranchissable par une particule classique quelle que soit
son énergie, ou barriére de potentiel infinie. L’équation (9.71) montre alors
que kK — 00, et (9.74) que B — —1 et C' — 0. La fonction d’onde s’annule
dans la région II, en restant continue au point x = 0. En revanche sa dérivée
¢ (x) est discontinue en ce point.

9.3.3 Etats liés du puits carré

Comme premier exemple d’états liés, étudions ceux du puits carré infini
(figure 9.7)

V(r) =0 0<z<a
V(z) = +o00 r<0ouzxz>a

Les barriéres de potentiel en x = 0 et = a sont infinies : une particule
classique est enfermée dans la région 0 < x < a quelle que soit son énergie.
D’aprés la discussion précédente, la fonction d’onde de la particule quantique
s’annule en dehors de I'intervalle [0, a] et une particule quantique est également
strictement confinée dans [0, a] : sa probabilité de présence est nulle en dehors
de lintervalle [0,a]. En raison de 'annulation de la fonction d’onde a z = 0
les solutions de (9.70) sont de la forme

. 2mE
p(x) = Asin(kx) k= =

et comme ¢(x) doit aussi s’annnuler & = a, les valeurs de k sont de la forme

1
k:k,;% n=01,23,... (9.75)



9. Mécanique ondulatoire 307

®1
B,

®0

Ey

(a) (b)

F1a. 9.7 — Puits carré infini et fonctions d’onde de ses deux premiers niveaux.

Nous voyons que I’énergie prend des valeurs discrétes étiquetées par un nombre
entier positif® n

n

h2k2 h2 2
== (g) (n+1)? n=0,1,23,... (9.76)

En d’autres termes, nous venons de montrer que les niveaux d’énergie du
puits infini sont quantifiés, et c’est le premier exemple ou nous démontrons
explicitement cette quantification. La fonction d’onde correctement normali-
sée correspondant au niveau FE,, est

on(r) = \/g sin @ (9.77)

11 est facile de vérifier que deux fonctions d’onde ¢, (x) et ¢, (x) sont or-
thogonales pour n # m. Les valeurs k,, et —k, correspondent au méme état
physique car la substitution k, — —k, conduit a un simple changement de
signe de la fonction d’onde, qui est un facteur de phase : c’est pourquoi nous
n’avons pas pris en compte les valeurs négatives de n dans (9.75). Remarquons
également que la fonction d’onde ¢, () s’annule n fois dans Uintervalle [0, a] :
on dit que la fonction d’onde a n neeuds dans cet intervalle. Le nombre de
neeuds donne une classification des niveaux par valeurs croissantes de ’éner-
gie : plus I'énergie est grande et plus la fonction d’onde a de noeuds. Ceci est
un résultat général que nous admettrons lorsque le potentiel V(z) est suffi-
samment régulier, ce que nous supposerons toujours : si F, est ’énergie du
niveau n, la fonction d’onde correspondante aura n nceuds. La fonction d’onde

6. Notre convention (qui n’est pas la convention habituelle dans ce cas précis) est choisie
de telle sorte n = 0 corresponde a I’état fondamental, ce qui permet de se conformer & une
convention usuelle : en général ’énergie de I’état fondamental est notée Ejg.
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de I’état fondamental Fy ne s’annule pas. Une autre remarque est que l'inéga-
lité de Heisenberg permet de trouver I'ordre de grandeur de I’énergie de 1’état
fondamental. En effet p ~ h/x ~ h/a, ce qui donne

p2 h2

T om " 2ma?

en accord avec (9.76) pour n = 0 & un facteur 72 prés. Contrairement au
cas de l'atome d’hydrogéne, le résultat heuristique différe du résultat exact
par un facteur ~ 10 : ceci provient de la variation brutale du potentiel &
x = 0 et x = a qui oblige la fonction d’onde & s’annuler de fagon brusque,
avec comme conséquence une énergie cinétique importante. En effet 1’énergie
cinétique moyenne (K'),, dans I’état ¢ est

2 2 -
(K)p = (plKlp) = /dx o022

et elle est d’autant plus importante que la dérivée seconde de () est grande.
Déterminons maintenant les niveaux d’énergie du puits carré fini (fi-
gure 9.8)
V(z)=0 |z] > a/2
Viz) =-W |z] < a/2

—V

F1G. 9.8 — Puits carré fini.

On cherche les états liés, et on doit donc choisir ’énergie dans intervalle
[V, 0]. Définissons k et x par

2mVjy
B2

2mE 2w+ B)

02 2 0snts

. (9.78)
Le potentiel V(x) est invariant dans lopération parité II : © — —z. En

effet V(—x) = V(z), ce qui entraine I'invariance du hamiltonien dans cette



9. Mécanique ondulatoire 309

opération : H(—x) = H(x). D’aprés la discussion du § 8.3.3, on peut chercher
les vecteurs propres |¢4) de H qui sont pairs ou impairs dans 'opération
parité

Olp+) = £[p+)

En termes de fonction d’onde, si (x|¢o1) = pi(x)

p+(—x) = p(z) p-(—2) = —p-(2)
En effet, compte tenu de II|z) = | — x)

(z[Ofps) = (—2|ps) = px(—2)
= £(z|p+) = tp+(z)

Les solutions de I’équation de Schrodinger (9.70) se divisent donc en solutions
paires et impaires. Ecrivons les fonctions d’ondes paires et impaires dans les
régions I : ¢ < —a/2, 11 : |z| < a/2 et III : > a/2; la colonne du milieu du
tableau ci-dessous donne les fonctions d’onde paires, la colonne de droite les
fonctions d’onde impaires

I Ae—m\z\ _ A/e—m\f\
I Becos(kx) B’ sin(kz)
I Ae ™™ Ale™r®

Les conditions de continuité de ¢’/¢ au point = a/2 donnent

Solutions paires k = ktan(ka/2) (9.79)
Solutions impaires k = —kcot(ka/2) (9.80)

La solution graphique de ces équations est représentée sur la figure 9.9. On
voit qu’il existe un nombre fini d’états liés, et qu’il existe toujours au moins
un état lié.

9.3.4 Diffusion par un potentiel

Apreés I'étude des états liés, nous passons a celle des états de diffusion.
Nous nous proposons d’étudier le comportement d’une particule quand elle
traverse une barriére de potentiel de la forme suivante (figure 9.10)

Région 1 r<—a : V(x)=0
RégionII —b<ax<b : V(z)=W
Région III x>a : V(r)=0

Nous nous limitons au cas E > Vp, le cas E < Vj sera examiné au § 12.4.5.

Définissant

k- 2mE B 2m(E — Vo)

= = (9.81)
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=

=Y

F1G. 9.9 — Détermination graphique des états liés du puits carré fini par intersection
des courbes tan ka/2 et — cot ka/2 avec VU — k2/k, ot U = 2mVy/h>.

A V(z)
Vo

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
b

F1G. 9.10 — Une barriére de potentiel.

les fonction d’onde dans les trois régions sont

I:z2<—a o(x) = Ae'h® 4 Beike (9.82)
II: b<z<b o)=Fe**4qGe e (9.83)
IM: z>a o(x) = Ce'™ 4 De ke (9.84)

Nous examinons d’abord le passage de la région I a la région II, c’est-a-dire
I'intervalle [—a, —b]. Comme I’équation de Schrodinger est linéaire, A et B sont
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reliés linéairement a F' et G, ce que I'on peut écrire sous forme matricielle

(@)1

ol R est une matrice 2 x 2. Il est possible de déterminer des propriétés de
R sans résoudre explicitement ’équation de Schrodinger. On observe en ef-
fet que si () est solution de I’équation de Schrédinger indépendante du
temps (9.57), alors son complexe conjugué ¢*(z) est également solution de
cette équation parce que le potentiel V(z) est réel. Cette propriété est une
conséquence de I'invariance par renversement du sens du temps comme on le
montre & 'annexe A. La fonction ¢*(x) dans les régions I et II est

I ¢*(z) = A*ehe 4 Brelke (9.86)
I o*(z) = Fre Wo 4 Grelt's (9.87)

Comparant les coefficients de exp(Fikx) et exp(+ik’z) avec ceux de (9.82)

et (9.83) on déduit de (9.85)
B* G*
() =7(z)

R = Ra» Riy = Ra

soit

On peut donc écrire la matrice R en fonction de deux nombres complexes «

et B
K a B
R—\/% (ﬂ* a*) (9.88)

La raison pour lintroduction du facteur a priori arbitraire /k’/k va appa-
raitre dans un instant. La conservation du courant dans les régions I et II se
traduit par la relation

k(AP = |BI*) = K (|F|* - |G*)

Calculons le courant dans la région I en exprimant A et B fonction de F' et G

k,/
K(AP — |BI) = k5 (laF + BGI2 — |3°F + 0*GP)
=K (la* = 18P) (IFI* - |GI)
ce qui implique |a|?> —|3]? = 1 : la matrice \/k/k’ R est de déterminant un. On

voit Uintérét du coefficient /&’ /k dans (9.88) : en raison de la variation de la

vitesse entre les régions I et II, ¢’est la matrice \/k/k’' R qui a les propriétés
les plus simples.
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Pour passer de la région II a la région III, on remarque que le passage de
la région III vers la région II est identique au passage de I & II, & condition
de changer v — —x et k — k’, et donc

(e)=(7)
(2) - \/kE (—aﬂ _aﬁ**) <g> = é(g) (9.89)

Combinant (9.88) et (9.89), on obtient le passage (A, B) — (C, D)

(5)=7(a) =22 (5) = (5) o)

et I'on a donc M = RR. En utilisant les formes trouvées pour R et R, on
déduit

soit

M11 = M;Q M12 = M2*1 det M =1 (991)
A titre d’exercice, le lecteur pourra démontrer directement ces relations a
partir de l'invariance par renversement du sens du temps et la conservation

du courant, sans passer par l'intermédiaire des matrices R et R. La forme
générale de le matrice de passage M est par conséquent

(79 2 512 _
M= (10) hPE-lR= (9.92)

Cette expression de M est indépendante de la forme du potentiel, pourvu que
celui-ci s’annule suffisamment rapidement pour =z — +oc.

Il reste une propriété générale de M que nous n’avons pas encore exploitée :
lorsque le potentiel est invariant par parité, V(x) = V(—z), I'opération parité
x — —ux échange les régions I et III. Si p(z) est la solution initiale et x(z) =
©(—x), nous avons

région 1 x(z) = Ce ™ 4 Delte
région II1 x(z) = Ae7Fe 4 Belke

et la relation entre les différents coefficients est maintenant

(o) =4 (3)
(2) =2 () - (i) (o)

Nous avons utilisé det M = 1. Comparant avec (9.91), nous en déduisons que

M est une matrice antisymétrique : Mo = —Mo1, ce qui joint & M7, = Moy
implique que ¢ est imaginaire pur, § = in, i réel.

ou encore
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Au chapitre 13, nous étudierons la théorie de la diffusion dans l’espace a
trois dimensions. Nous verrons qu’un outil important de cette théorie est la
matrice S, que nous allons introduire dans le cas plus simple a une dimension.
Nous supposons le potentiel de forme quelconque s’annulant” dans la région
|z] > a. Des sources de particules & x = —00 et © = 400 générent des ondes
planes exp(ikz) et exp(—ikx) dans les régions © < —a et > a respective-
ment : nous appellerons ces ondes les ondes entrantes. Ces ondes entrantes
peuvent étre réfléchies ou transmises et donner des ondes sortantes exp(—ikx)
dans la région x < —a et exp(ikz) dans la région x > a. Par définition, la
matrice S relie les coefficients A et D des ondes entrantes (se propageant vers
la barriére) aux coefficients B et C' des ondes sortantes (cf. (9.82) et (9.84))

(0)=5(5)=(5s2) () .

La matrice S peut bien sir s’exprimer en fonction de M. Cependant, il est
plus instructif de répéter les raisonnements qui nous ont donné les propriétés
générales de M.

(i) Conservation du courant
|A? = |B* = |C]? = |D|* = |A* + |D]” = |B*| + |C?
8

Cette équation montre que S conserve la norme, et .S est donc unitaire®.

(ii) ¢*(z) solution de I’équation de Schrédinger
A*\  (B* B\ 1A
(o) =5(2) = () =61 ()

S=(S)"t=(S"H) =) =957 (9.94)

La matrice S est symétrique : S12 = So1. L’opération de conjugaison
complexe échange les ondes entrantes et les ondes sortantes, ce qui cor-
respond a renverser le sens du temps : la propriété de symétrie S1o = S21
est donc liée a 'invariance par renversement du sens du temps.

d’ou

Si on le souhaite, il est immédiat d’exprimer la matrice S en fonction de la
matrice M.

Un aspect intéressant de la matrice S est qu’elle permet de relier la dif-
fusion aux états liés, et plus généralement aux résonances (exercice 13.5.4).
Prenant un puits de potentiel de forme quelconque (mais tel que V(z) = 0

7. On peut généraliser au cas d’un potentiel s’annulant suffisamment vite pour z — 4o0.

8. Le raisonnement ne vaut que pour la dimension finie : nous avons seulement prouvé
que S est une isométrie, ce qui suffit & en faire un opérateur unitaire en dimension fi-
nie. Il se trouve que S est unitaire méme en dimension infinie, mais il faut un argument
supplémentaire pour le prouver.
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en dehors d’un intervalle fini pour simplifier la discussion), nous choisissons

E < 0 avec k = —ik donné par (9.81). Les fonctions d’onde dans les régions I
et III sont
Région 1 p(x) = Ae " 4 B
Région III plx) = Ce ™ + De™

On doit avoir A = D = 0 pour que ¢(x) soit normalisable. Compte tenu de
la relation (9.93), si 'on veut avoir (B,C) # 0, il faut que S ait un pole® a
k = ik. Cette propriété est générale et on peut la vérifier explicitement sur le
puits carré fini de la figure 9.8.

9.4 Potentiel périodique
9.4.1 Théoréme de Bloch

Comme dernier exemple de I'équation de Schréodinger & une dimension,
considérons le cas d'un potentiel périodique de période spatiale [

Vi(z) =V(z+1) (9.95)

Les résultats que nous obtiendrons sont d’une importance capitale en phy-
sique du solide : en effet un électron dans un réseau cristallin est soumis a
un potentiel périodique — & trois dimensions, mais les résultats obtenus ci-
dessous a une dimension se généralisent & trois dimensions —, provenant des
interactions de cet électron avec les ions du réseau cristallin. La périodicité du
potentiel conduit a l'existence de bandes d’énergie, qui, jointes au principe de
Pauli, sont a la base de notre compréhension de la conductibilité électrique.
Si le potentiel a la forme (9.95), le probléme est invariant par toute trans-
lation * — x + [, et d’aprés le théoréme de Wigner il existe un opérateur
unitaire 7; agissant dans ’espace de Hilbert des états, en I'occurence 1’espace
des fonctions d’onde L (R) tel que

(Tig)(x) = p(x — 1) T =1t (9.96)

Rappelons que la fonction obtenue a partir de ¢(x) par une translation de [
est p(x — ). Comme 'opérateur 7} est unitaire, ses valeurs propres ¢; sont de
module un et on peut les écrire en fonction d’un paramétre g

ti(q) = e7i¢! (9.97)

Le paramétre ¢ n’est défini qu’a un multiple entier prés de 27/l : en effet, si
2

q—>q/:q—|—$ p=0,+1, £2,... (9.98)

9. Ou plus généralement une singularité, mais on peut montrer qu’états liés et résonances
correspondent & des poles.
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la valeur de t; est inchangée. Comme T; commute avec le hamiltonien en
raison de la périodicité (9.95) du potentiel, il est possible de diagonaliser
simultanément T} et H. Soit ¢4(z) les fonction propres communes de T; et
de H

Tipg(x) = ti(q)pq(x) = e gy ()

Hepq(z) = Eqpq(x) (9.99)

La premiére de ces équations montre que

gz —1) = e pq(T)

et nous en déduisons le théoréme de Bloch'© : les état stationnaires dans un
potentiel périodique (9.95) sont de la forme

pql@) = €9 ugy () Usq(2) = Usq(z +1) (9.100)

ol ugq(x) est une fonction périodique de période . L’indice s est en général
nécessaire, car a une valeur de ¢ correspondent plusieurs solutions possibles :
nous verrons que s indice les bandes d’énergie. Il est facile d’écrire I’équation
différentielle que vérifie ugq(z) : comme P = —ihd/dz
Pl9* = hq el?®
Py, (r) = €9 (P + hq)usq(z)
P?p,(z) = €97 (P + hq)*usq(z)

soit, en divisant par exp(igz)

[_ﬁd_z_~@i+ﬁ292

o o7 g+ e V@) 1) = Bug(e)  (010)

La fonction d’onde dans un potentiel périodique s’obtient en résolvant (9.101)
par exemple dans 'intervalle [0, [] avec la condition aux limites usq(0) = usq ().
La quantité hq a les dimensions d’une impulsion et présente effectivement cer-
taines analogies avec une impulsion. Cependant il ne s’agit pas d’une impul-
sion véritable, ne serait-ce que parce que suivant (9.98) ¢ n’est pas unique :
on appelle hq une quasi-impulsion. On remarque enfin que si le potentiel est
pair, V(z) = V(—x), I'équation (9.101) est inchangée dans les transformations
simultanées © — —x, ¢ — —q; us,—q(z) est donc solution de (9.101) avec la
méme valeur de I'énergie, Fyq = F, g4, et tous les niveaux sont doublement
dégénéreés.

10. Ce théoréme est aussi connu sous le nom de théoréme de Floquet quand on traite
d’une périodicité temporelle.
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9.4.2 Bandes d’énergie

Examinons maintenant les propriétés des solutions de 1’équation de Schro-
dinger (9.101) dans le potentiel périodique de la figure 9.11 : V(x) est une
suite de créneaux, et V(z) est non nul dans des intervalles centrés autour de
z=pl,p=...,-2,—-1,0,1,2... et s’annule dans les intervalles'!

( —%)l—AxSxS( —%)H—Am (9.102)

ANWAWAN

F1G. 9.11 — Potentiel périodique de période [ & une dimension.

Dans les intervalles (9.102) ou V(x) s’annule, une solution ¢(z) de 'équa-
tion de Schrodinger est une superposition d’ondes planes de vecteur d’onde
+k, k= (2mE/h?)'/2. A gauche du créneau n et dans 'intervalle (9.102) pour
p =n, p(x) s'écrit

(,0(33) _ Aneikm +Bne—ikm

et a droite de ce créneau, dans l'intervalle (9.102) avec p=n + 1
(,O(LU) _ AnJrleikm + BnJrle—ikrc

Les coefficients (A,,, B,) sont reliés aux coefficients (A, 41, Bpy1) sui-
vant (9.90) par la matrice de passage M (9.92) correspondant au créneau

V(x)
()= (5 7) (o) (9109

D’autre part, compte tenu du théoréme de Bloch (9.100)

oz +1) = p(x)

et nous avons

An+1 elk:l elk:a: + Bn+1 eflkl eflkw _ elql (Anelkw + Bneflkra:)

ikl
iql An o e' An+1 o An+1 o -1 An
e =" =D =DM (9.104)
Bn € Bn+1 Bn+1 Bn
11. En fait il n’est pas nécessaire de supposer cette annulation pour obtenir les résultats
qui vont suivre, mais cette supposition simplifie ’argument.

soit
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D est la matrice diagonale d’éléments D11 = exp(ikl), Day = exp( —ikl) et

- * okl _g gikl
DM~ = (_g* oIkl ~ ikl (9.105)

ye
L’¢quation (9.104) implique que (A,, B,) est vecteur propre de la matrice
M = DM ™! avec la valeur propre exp(igl), qui est de module un. L’équation
aux valeurs propres A pour la matrice M est (det M = 1)

M2 —2)\Re(y*e*) +1=0

et posant © = Re (7" exp(ikl)) les valeurs propres Ay sont données par

Ar =zt Va2 -1 x| > 1
Ay =2 +iV1 —a? x| <1

Le cas |z| > 1 est exclu car les racines ne peuvent pas étre de module un :
leur produit est égal & un et elles sont réelles. En revanche les deux racines
complexes sont bien de module un pour |z| < 1; elles sont non dégénérées si
|z] <1 et dégénérées si |z| = 1.

Afin de simplifier au maximum les calculs, nous allons examiner un cas
limite, le créneau en fonction delta. Les résultats que nous obtiendrons se
généralisent qualitativement a tout potentiel périodique. Le potentiel pério-
dique (9.95) est donc

> 2

Viz)= > Z—ng(x—lp) (9.106)

p=—00
On montre dans l'exercice 9.6.7 que le coefficient v de M vaut

. g
=1 = 9.107
v=1+ig ( )
On en déduit

x = Re (y*e*) = cos kil + % sin kl
et 'équation aux valeurs propres s’écrit

x = cosql = coskl + % sin kl (9.108)
Notons que ¢ n’est pas fixé de fagon unique par (9.108) : ¢’ = ¢+ 27p/l avec p
entier vérifie aussi (9.108). Cette équation montre que certains intervalles en
k, et donc certaines zones d’énergie puisque E = h?k?/(2m), sont exclus parce
que le membre de droite de (9.108) peut étre plus grand que un en module :
ces zones sont appelées bandes interdites. Montrons-le explicitement dans la
région k ~ 0. Posons y = kl et

l
fly) = cosy + g—ysiny
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Comme f(0) =1+ gl/2 on voit qu'un intervalle 0 < y < yp ou 0 < k < kg est
interdit. Supposant gl < 1 pour une estimation analytique, on trouve

Yo = /gl ou ko ~+/g/l
Il existe d’autres zones interdites : en effet si
y=nmn+e |g| <1

alors

gl

2y c

et on met en évidence une région interdite ou |f(y)| > 1 pour 0 < ¢ < 1.
Ces remarques permettent de tracer qualitativement la courbe f(y) sur la
figure 9.12. On porte conventionnellement E en fonction de ¢ (rappelons que
hq est la quasi-impulsion), ce qui donne la figure 9.13 ou l'on distingue les
bandes permises indicées par s. Compte tenu de (9.98), on peut restreindre ¢
a lintervalle [0, 27 /1], ou de fagon équivalente a l'intervalle [—7 /1, 7/l], qui est
appelé premiere zone de Brillouin. Dans certaines régions on peut exprimer
simplement E en fonction de ¢. Examinons par exemple la région k ~ k.
Comme cos gl = 1 pour k = kg, (9.108) devient, compte tenu de f(kol) =1

lf(y) =1+

1
—5 ¢*1? = (k — ko)Lf' (kol)

+1

o
S |

F1G. 9.12 — Solutions de (9.108).
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B

= N

-
-

N - =

F Lz
| : A\_I__,.-/; i | I |
-3/l -2x/l —w/l O =W/l 2/l ¢ 0 7
(=) (b)

F1G. 9.13 — Bandes d’énergie : (a) ¢ varie sans restrictions (b) ¢ est limité a la
premiére zone de Brillouin.

Ceci permet d’estimer (E — Ej)

K2 R%ko(k — ko)
E—Fy=— (k> — k)~ 22" ™/
"7 9m ( 0) m
soit ) )
helkg 9 o,
E— E, = = 9.109
0 2m| f'(kol)| q 2m* q ( )

Au voisinage de k = kg le comportement de I’énergie est celui d’une particule
de masse effective m* )
. m|f'(kol)|

m' = (9.110)

Cette masse effective joue un grand role dans la théorie de la conductibilité
électrique : en premiére approximation, l'effet du réseau cristallin se traduit
par un simple changement de la masse.

9.5 Meécanique ondulatoire en dimension d = 3

9.5.1 Généralités

Soit R et P les opérateurs position et impulsion dans ’espace a trois
dimensions, de composantes'? X; et Pj, j = z,y,z. Rappelons les relations

12. Les composantes de R seront notées (X,Y, Z) et celles de 7 (z,vy, z).
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de commutation canoniques (8.45)
(X, Py] = ihs I (9.111)

Les composantes de R et de P commutent si j # k. On peut donc construire
Pespace des états comme produit tensoriel des espaces L;Q)(R), L;Q)(R) et
LY (R)
(2) 3y _ 7.2 2 2
LY R*) = LPR) ® LP(R) ® L (R) (9.112)

Dans cet espace la composante X de R sera lopérateur
X®1l,1,

Si @n(x) est une base orthonormée de Lg)(R), on construit une base

Onim (z,y, 2) de Lg) (R3) en prenant les produits'3

Onim (T, Y, 2) = on(2)om (y)p1(2) (9.113)

La construction de I'espace des états et des bases orthonormées est stricte-
ment paralleéle & celle de Pespace des états de deux spins 1/2. Nous avons
observé au § 6.1.2 que le vecteur d’état le plus général de I'espace des états
de deux spins 1/2 n’est pas en général le produit tensoriel |p; ® o) de deux
vecteurs d’état de spins individuels. De la méme fagon une fonction ¢ (z,y, z)
de Lg)(RS) n’est pas en général un produit ¢(z)x(y)n(z), mais ¥ (z,y, z) peut
se décomposer sur la base (9.113)

U(z,y,2) = Z Crmi Pn () Pm (y)@1(2) (9.114)
n,m,l
i = [ &1 61000 0)07 (0, 2) (9.115)

Il est immédiat d’écrire la généralisation a trois dimensions des formules de la
section 9.1. Nous nous contentons de donner quelques exemples, en laissant
au lecteur le soin d’établir les autres formules.

e Etats propres |7) de R
R|7) = 7| (9.116)

e Relation de fermeture (cf. (9.9))

/d37‘ |7 (7] = T (9.117)

13. Pour la simplicité de I’écriture nous avons pris les mémes fonctions de base dans les
espaces (z,y, z), mais nous aurions bien str pu choisir trois bases différentes.
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e Amplitude de probabilité ¢(7) pour trouver une particule dans l'état
|¢) au point 7, ou fonction d’onde de la particule

p(7) = (7lp) (9-118)

e Densité de probabilité de présence : |¢(7)|?d®r est la probabilité de
trouver la particule dans le volume dr autour du point 7.

e Action des opérateurs R et P sur o(7) (cf. (9.14) et (9.16))

(Be) @ =)  (Pye)(R) = —ihVe(P) (9.119)

e Transformée de Fourier

¢(p) = m /d3r o(7) e~ T/R (9.120)

—1/2

On notera le facteur (27h) pour chaque dimension d’espace.

Nous avons ¢tabli au § 8.4.2 la forme générale du hamiltonien en dimension
d_’: 3. Dans la suite de cette section nous supposerons que A est un gradient :
A = VA(7). Physiquement cela veut dire qu’il n’y a pas de champ magnétique ;
le cas d’un champ magnétique non nul sera étudié dans la section 11.5. Le
hamiltonien (8.74) est simplement

P2 5

H=—+V(R 9.121

— +V(R) (9.121)
L’équation de Schrodinger indépendante du temps'* qui généralise (9.57) a
trois dimensions est

( e V2 4+ V(F)) o(7) = Ep(F) (9.122)

“2m

La généralisation du courant (9.63) est

7(7,t) = Re [i o (7, ) VT, t)} (9.123)

m

qui vérifie I'équation de continuité (exercice 9.6.9)

Ole(7, 1)
ot

14. Nous laissons au lecteur le soin d’écrire ’équation de Schrédinger dépendant du
temps qui généralise (9.55) & trois dimensions.

+V-7(7t) =0 (9.124)
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9.5.2 Espace de phase et densité de niveaux

Dans de nombreux problémes, il est nécessaire de savoir compter le nombre
de niveaux d’énergie dans une certaine région de l'espace (7, p) : cet espace est
appelé espace de phase. Revenons au puits infini du § 9.3.3 en appelant L, la
largeur du puits. Les niveaux d’énergie sont étiquetés par un entier positif n,
et nous allons nous intéresser au cas o n > 1 et ot L, est grand : les niveaux
d’énergie (9.76) sont alors trés resserrés et on pourra remplacer les sommes
sur n par des intégrales. Soit un vecteur d’onde (9.75) k, = w(n + 1)/L,.
Calculons le nombre de niveaux d’énergie dans Uintervalle en k : [ky,, ky, + AK].
D’aprés (9.77) avec a — L,, le nombre de niveaux An (1 < An < n) dans
Uintervalle [k, k + AK] est

L
An = =X Ak (9.125)
T
Au lieu des conditions d’annulation de la fonction d’onde aux points = = 0
et x = L., il est souvent plus commode de choisir des conditions aux limites

périodiques : ©(0) = (L), soit pour les fonctions d’onde!®

. P
@n(x)Z\/L_elk”f knzgn n=...,-2-101,2... (9.126)

et par conséquent

L,
An == Ak (9.127)

A premicre vue (9.145) differe’® de (9.125) par un facteur 1/2. Cependant
nous avons déja observé qu’avec les fonctions d’onde (9.77), les valeurs k,
et —k, correspondent au méme état physique car la substitution k, — —k,
conduit & un simple changement de signe de la fonction d’onde. En revanche,
la substitution k,, — —k,, dans (9.126) conduit & un état physique différent : la
division par deux dans (9.127) est compensée par le doublement du nombre de
valeurs possibles de k,,. Pour compter les niveaux d’énergie, il est équivalent de
choisir les conditions aux limites périodiques ou les conditions d’annnulation
(voir aussi la note 17).

Passons au puits carré infini en dimension d = 3 : les fonctions d’onde
s’annulent en dehors des intervalles ou V (#) = 0

0<z<1L, 0<y<L, 0<z<1L, (9.128)

15. Ce choix de fonction d’onde est parfois appelé « quantification dans une boite ».
Il évite de travailler avec les ondes planes du spectre continu, puisque les « ondes
planes » (9.126) sont normalisables. Cependant les intégrales de Fourier sont alors rem-
placées par des sommes de Fourier, ce qui alourdit les calculs.

16. Comme n > 1, on fait pas de différence entre n et (n + 1).
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Ces fonctions d’onde sont de la forme

g0[”7: Mgy, Mz ] ($7 Y, Z) -

\/LwLTyLz sin (W(nmL—: 1)3@) ‘i <7T(nyL4y— 1)1/) sin (ﬂ(nzLii—l)z> (0.129)

avec (ng,ny,n.) =0,1,2,... Les valeurs correspondantes de 'énergie sont

Rr? ((ny+1)*  (ny, +1)%  (n,+1)2

( 72 + L2 + I ) (9.130)
Lorsque L, = L, = L. = L, ces valeurs propres sont en général dégénérées
(exercice 9.6.8).

Effectuons le décompte des niveaux & trois dimensions. Il sera commode
d’utiliser des conditions aux limites périodiques

o(x,y,2) = (x4 Lo,y + Ly, z+ L) (9.131)

Soit AKC I'élément de volume Ak, Ak, Ak, de I'espace des E, tel que 'extrémité

du vecteur d’onde k se trouve dans AK : les composantes (z,y, z) de ce vecteur
sont comprises dans les intervalles

o ki + Ak, [ky, by + Ak, [k, ke + Ak, ]

Le nombre de niveaux d’énergie dans AKX s’obtient en généralisant (9.127)

(L L, L. _ LiLyL.

E(na:anyanz) = o

Prenant AK infinitésimal, AKX = d®k, on définit la densité de niveauz (ou
densité d’états) D(k) dans I’ espace des k¥ comme suit : D(k)d®k est le nombre
de niveaux dans le volume d*k centré en k. D’ apres (9.132)

D(k)d*k = dk (9.133)

@)

ou V = L,L,L, est le volume de la boite de cotés (L, Ly, L,)'". Compte
tenu de p’' = Ak, la densité de niveaux'® dans l’espace des p est

v
(27h)3  h3

D(p) = (9.134)

17. Le résultat est aussi valable pour une boite qui n’est pas un parallélépipéde. Les
termes correctifs sont en puissances de (kL) !, oil L est une dimension caractéristique de
la boite. Le premier terme correctif représente un terme de surface. La différence entre
conditions aux limites périodiques et conditions d’annulation, qui est un effet de surface,
se traduit aussi par ce type de correction. Ces corrections sont négligeables dans une boite
suffisamment grande.

18. En toute rigueur nous devrions utiliser une notation différente pour les différentes
densités de niveaux; nous avons utilisé la méme lettre D dans tous les cas afin de ne pas
multiplier & I’excés les notations.
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Ce résultat est fondamental. On en déduit la densité de niveaux par unité
d’énergie!? ; comme D(p) dépend seulement de p = |p]

D(p) = e P = 2P (9.135)
La densité de niveaux par unité d’énergie D(F) est
1% dp 1%
D(E) = =
(E) = 5@V g =~ 2o P
ou
Vm
D(E) = m@mE)l/2 (9.136)

Le nombre de niveaux dans [E, E + dE] est D(E)dE. On peut également cal-
culer D(E) a partir de ®(E), qui est le nombre de niveaux d’énergie inférieure
a E:DE) = 9(FE) (exercice 9.6.10). La quantité D/V est la densité de
niveaux par unité de volume, qui est indépendante du volume.

En remarquant que V = [, d®r, on déduit de (9.134) que le nombre de
niveaux dans d°r d*p est

AN — &Br d3p _ d3r d3p
(27h)3 h3

(9.137)

d3r d®p est un volume infinitésimal de Pespace de phase (7, ). On peut in-
terpréter (9.137) de la fagon suivante : le volume élémentaire de 'espace de
phase est h3, dans le sens ot I'on peut placer un niveau d’énergie par volume
élémentaire. L’inégalité de Heisenberg permet de le comprendre : si une parti-
cule est confinée dans un intervalle Az, son impulsion p ~ h/Az. Ce résultat
s’exprime sous forme imagée : alors qu’une particule classique dont 1’état est
défini par sa position 7 et son impulsion p’ occupe un point (7, o) dans l’espace
de phase, une particule quantique doit occuper au minimum un volume ~ h3.

Les résultats (9.135) ou (9.136) sont d’une importance capitale en méca-
nique statistique quantique : la probabilité qu’'un systéme a ’équilibre ther-
mique ait une énergie E (voir (1.12) et la note 16 du chapitre 1) est

p(E) = ND(E)e PE

ot NV est une constante de normalisation fixée par

/dEp(E) =1

19. Avec des conditions d’annulation de la fonction d’onde, il s’introduirait un facteur

1/8 dans (9.133) pour tenir compte du fait que les composantes de k sont positives. Le
résultat final serait toutefois identique, & cause du facteur 1/2 de différence entre (9.125)
et (9.127) : (1/2)3 =1/8.
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9.5.3 Reégle d’or de Fermi

La notion de densité de niveaux va nous permettre de montrer une des for-
mules les plus importantes de la physique quantique, la regle d’or de Fermi,
qui permet de calculer les probabilités de transition vers les états de diffu-
sion, aussi appelés états du continu car appartenant au spectre continu d’un
hamiltonien, dans le cas présent le hamiltonien Hy (9.138). Considérons un
systéme physique régi par le hamiltonien H(¢) dépendant du temps

H(t) = Ho + W (t) (9.138)

ot Hy est indépendant du temps et de spectre supposé connu : les valeurs
propres de I’énergie sont F,, et les vecteurs propres |n)

Hy|n) = E,|n) (9.139)

Nous nous proposons de résoudre le probléme suivant : au temps t = 0, le
systéme est dans 1’état initial |¢)(0)) = |i), état propre de Hy d’énergie E;,
et nous voulons calculer la probabilité p,_ () de le trouver au temps ¢ dans
I'état propre |f) de Hy d’énergie Ey. Pour ce faire nous devons obtenir le
vecteur d’état [1(t)) du systéme au temps ¢, puisque

pif(t) = [{flW()* avec |y(t=0)) = |i) (9-140)

Nous avons déja rencontré ce probléme dans un cas simple : nous avons cal-
culé dans la section 5.3 la probabilité de transition d’un niveau a l'autre de la
molécule d’ammoniac plongée dans un champ électromagnétique oscillant. Le
hamiltonien (9.138) généralise (5.54), Hy étant 'analogue de (5.55). Nous sui-
vrons la méthode du § 5.3.3 en 'adaptant & un nombre de niveaux quelconque.
Comme au § 5.3.3, il est commode de passer dans le point de vue de l'interac-
tion, et suivant (4.44), de définir le vecteur d’état [)(t)) et I'interaction W (t)
dans ce point de vue

[9(t)) = e ol |y(t)) W (t) = et W (1) e et (9-141)

Soit 7y, (t) les composantes de [¢(t)) dans la base |n)
[9(8) =Y yn(t) In) (9.142)

L’équation d’évolution

dl())

ih T

= W(0)l(1)) (9-143)
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s’écrit en terme des composantes v, (t). Compte tenu des équations (9.141)
a (9.143), on obtient pour les coefficients v, le systéme d’équations différen-
tielles

i (t) = ZWIW( () =Y (nlW (t)[1)e! Fn =0t/ by (1)

l

_ZWM el “ntt oy (t) (9.144)

avec
E, - E
h

Ces équations sont exactes, mais ne sont pas solubles analytiquement, sauf
cas particulier. Il faut avoir recours a des approximations : nous allons suivre
une méthode appelée la théorie des perturbations dépendant du temps. 11 est
commode d’introduire un paramétre réel A\, 0 < A < 1, qui multiplie la per-
turbation W : W — AW, ce qui permet de faire varier artificiellement la
perturbation®. La théorie des pertubations consiste & obtenir une solution
approchée de I'équation de Schrodinger sous forme d’un développement en
puissances de A et on rétablit A = 1 a la fin des calculs. Dans ce qui suit, nous
allons nous contenter du premier ordre?! en \. Au temps ¢ = 0, le systéme est
supposé dans ’état |7)

Wi (£) = (n|W (#)|1) Wt = (9.145)

’Yn(o) = 0ni
Ecrivons

Yu(t) = 6ni + 757 (8)

Lorsque ¢ est suffisamment petit, |*yy(ll)(t)| < 1 car le systéme n’a pas eu le
temps d’évoluer de fagon appréciable. L’équation (9.145) devient en introdui-
sant le parameétre A

((1:1 <5m + ’Yn ) Z AW (t [5lz + ’Y( )( )} iwnt

On observe que 71(1)(25) est d’ordre A, et que le terme ), AWy, (t)’yl(l)(t) sera
donc d’ordre A\2. Ce terme est négligeable au premier ordre en )\, ce qui donne
en rétablissant A =1

ihA (D () ~ Wi(t) elemit (9.146)

Un cas particulier important est celui du potentiel oscillant

W(t) = Ae ' 4 Afel! (9.147)

20. Si la perturbation est due a l'interaction avec un champ extérieur, on peut la faire
varier en ajustant ce champ.
21. La complexité des formules augmente trés rapidement avec la puissance de .
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ou A est un opérateur. C’est par exemple ce type de potentiel qui décrit
Iinteraction d’un atome avec un champ électromagnétique oscillant

5(t) _ 50 efiwt +56k eiwt

Si nous nous intéressons comme au chapitre 5 a la transition ¢ — f vers un
niveau final | f) bien déterminé, lamplitude de probabilité (f|1(t)) est donnée
a un facteur de phase prés par vy(t) ~ yj(pl)(t) qui est solution ’équation

différentielle (9.146)
iy (1) = Aps e i @mwo)t gz gilwteot (9.148)

avec wg = wy; = (Ef — E;)/h. Cette équation différentielle s’'intégre immeédia-
tement car les coefficients Ay; = (f|A]¢) sont indépendants du temps

1 e—i(w—wg)t -1 . ei(w+wo)t -1

1
%(f)(t)zﬁ Afi ooy

9.149
E— (9-149)

Cette amplitude de probabilité sera importante si w ~ +wg, c’est-a-dire,
comme au chapitre 5, & la résonance. Dans le cas w >~ wy

Ef:Ei—i—hw

et le systéme absorbe une énergie hw : s’il s’agit de 'interaction avec une onde
électromagnétique, il absorbe un photon d’énergie fiw. Dans le cas w ~ —wy

Ef:Ei—hw

et le systéme fournit une énergie iw, par exemple en émettant un photon??
d’énergie hw. Pour fixer les idées, examinons le premier cas. La probabilité de
transition p,_, ¢(t) vaut

1
i (®) = VO = = AR flw — woit) (9.150)
ou la fonction f a été définie en (5.66)

sin?[(w — w ™

On retrouve les résultats du § 5.3.3 dans un cas plus général. Compte tenu des
approximations, une condition nécessaire pour la validité de (9.150) est que
Pif (t) < 1. Cependant, il est en général impossible d’isoler une transition
vers un état f particulier, et on s’intéresse le plus souvent & une transition
vers un ensemble d’états finaux d’énergie voisine

r=>Tiy
!

22. Voir cependant la mise en garde de la note 27 du chapitre 1.

flw—wo;t) =
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La sommation sur f est équivalente a une intégration sur 1’énergie si on tient
compte de la densité de niveaux D(E)

Ef: — /dED(E)

Par exemple si I'état final correspond a celui d’une particule et si |Af;|* est
isotrope, la densité de niveaux sera donnée par (9.136). Si |As;|? n'est pas
isotrope, et dépend par exemple de la direction de I'impulsion p'de la particule

finale, on utilisera
ym E)/2 dQ

DIE) = oo CmE) T 4

ou Q2 repére la direction de p. Compte tenu de (9.150) et (9.151), nous obtenons
une probabilité de transition par unité de temps I'

sin?[(w — wo)t/2]

g (@ — wo)t/2P

1
= /dE\Afi|2D(E)t

1

% /dE Ap2 D(E) 21 8(E — (E; + hw))

En effectuant I'intégrale on obtient la régle d’or de Fermi

2
r= % A2 D(EY) E;=E; + hw (9.152)

Cette équation est aussi valable dans le cas d’émission d’énergie, en prenant
E; = E; — hw, et aussi pour un potentiel W (t) constant, avec Ey = E;
(exercice 9.6.11).

Les conditions de validité du calcul sont les suivantes.

e Il est nécessaire que la probabilité de trouver le systéme dans 1’état
initial (7) soit proche de un, soit

Z piﬂf(t) <1 ou, en termes de I';_.f : (Z Fi_>f) t<k1

f#i f#i

ce qui implique que ¢ doit étre suffisamment court : ¢ < 7o.

e Dans 'intégrale sur I’énergie F, on doit pouvoir remplacer f(w — (F —
E;)/h;t) par une fonction delta

Japae)s (- E555e) — [ awo(e) o - hon) = 5 o)

Si AFE; est lintervalle caractéristique de variation de ¢(E) =
|Ati|? D(E), 71 = h/AE; doit étre petit par rapport a ¢ : ¢t > 7.
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En résumé, il faut que t vérifie 'encadrement 7 < t < 75. Une application
importante de la régle d’or de Fermi est la désintégration d’un état instable ¢
(état excité d’un atome ou d’un noyau, particule instable...) vers un conti-
nuum d’états f. La perturbation est alors indépendante du temps et Ey ~ F;
dans (9.152). Pour des temps suffisamment courts, la probabilité de trouver
le systéme dans 1’état initial instable 7 est

pii(t)=1—-Tt~e 1t t< ™ (9.153)

et il est tentant d’identifier I" & U'inverse de la vie moyenne 7 : I' = fi/7. Le
calcul que nous venons d’effectuer ne nous permet pas cette identification, car
il n’est pas a priori valable quel que soit t. On peut cependant justifier la loi
exponentielle (9.153) pour des temps longs, grace a une méthode due & Wigner
et Weisskopf décrite a I’annexe B. Cette méthode montre que la dispersion en
énergie AE sur l'énergie Ey des états finaux est AE = h/27 = hl'/2.

9.6 Exercices

9.6.1 Inégalités de Heisenberg

1. Soit ¢(z) une fonction de carré sommable normalisée a 'unité et I(«) la quantité positive
ou nulle

o0 de |2
I(a) = / dx)xgp(x)—{—a— >0

J—oo dzx
« étant un nombre réel. En intégrant par parties, montrer que

I(a) = (X?) — a + a?(K?)

ou K = —id/dz et

oo oo 2
o= [ awapte? = [~ @TE

[e'e] — 00 d:l)2

En déduire
(X?) (K?) >

=

2. Comment faut-il modifier le raisonnement de la question précédente pour obtenir 1’in-
égalité de Heisenberg

Ax Ak > =7

N | =

Montrer que Az Ak = 1/2 implique que ¢(z) est une gaussienne

1
p(z) o exp <—§ o2 x2>



330 Physique quantique

9.6.2 Etalement du paquet d’ondes
1. Montrer que [P?, X] = —2ih P

2. Soit (X?)(t) la position quadratique moyenne dans I’état |p(t))
(X2)(1) = (e X>|e(1))
Montrer que

D ix2ye) = %(PX—%—XP}

dt
LT [0 0
Com e @83: waz

Ces résultats sont-ils valables si le potentiel V(x) # 07

3. Montrer que si la particule est libre (V(z) = 0)

d? 2 2 2 2
Frel (X4)(t) = o (P?) = 2v{ = cste
4. Déduire de ces résultats
d(x?
(0 = (=0 + ot +25? Go= T

ainsi que I’expression de (Axz(t))?

(Az(t))? = (Az(t = 0))% + [€o — 200 (X)(t = 0)]t + (v] — v§)t?
avec vg = (P/m) = cste.

9.6.3 Paquet d’ondes gaussien

1. On suppose que la fonction A(k) de (9.44) est une gaussienne

_ (k —k)?
AR) = Gozyrn &P {_%2
Montrer que
1
A(K)|2dk = 1, Ak = —
/ AW 2’

et que la fonction d’onde p(z,t = 0) vaut

1/2 _ 1
p(z,t=0) = % exp {ika: 5 o2 a:Q]

Tracer la courbe représentative de |¢(z,t = 0)|2. Quelle est la largeur de cette courbe ?

Identifier la dispersion Az et vérifier que Az Ak =1/2.
2. Calculer ¢(z,t). Montrer que si ho?t/m < 1 on a

72
ihk

oz, t) =exp | —1t| p(z —vgt,0) vg = —
2m m

>
|
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3. Calculer exactement ¢(z,t)

1\ V4 _ — 1
oz, t) = <m> o' exp {ikzz —iw(k)t — 5 o' (z — vgt)Q}
avec
11 ik
a2 2 m

et en déduire |¢(z,t)|2. Montrer que

1
Az?(t) = Py <1+ —

Donner l'interprétation physique du résultat.

4. Un neutron sort d’un réacteur nucléaire avec une longueur d’onde de 0.1 nm. On suppose
que sa fonction d’onde & t = 0 est un paquet d’ondes gaussien de largeur Az =1 nm. Au
bout de combien de temps la largeur du paquet d’ondes aura-t-elle doublé ? Quelle distance
aura parcouru le neutron ?

9.6.4 Heuristique de I'inégalité de Heisenberg

1. Si ’électron émis dans la désintégration 8 du neutron
n—p+e +Ve

était initialement enfermé dans le neutron dont le rayon ~ 0.5 fm, quelle serait son énergie
cinétique 7 Quelle conclusion peut-on en tirer ?

2. Une particule quantique de masse m se déplace sur ’axe des x dans le potentiel harmo-
nique

V(z) = Emw2 z?

Utiliser I'inégalité de Heisenberg pour estimer ’énergie de son état fondamental.

9.6.5 Potentiel de Lennard-Jones pour I’hélium

1. L’énergie potentielle de deux atomes séparés par une distance r est souvent bien repré-
sentée par le potentiel de Lennard-Jones

vor=e[()" ()]

ol € et o sont des paramétres ayant respectivement les dimensions d’une énergie et d’une
longueur. Calculer la position g du minimum du potentiel et tracer qualitativement V'(r).
Montrer qu’au voisinage de r = 7g

T —T0

0

V(r) ~ —¢ |:1—36< )2} = %mwQ('I‘—To)Q-i—VO

2. Dans le cas de I’hélium € ~ 1073 eV et ro ~ 0.3 nm. Calculer la fréquence de vibration
w et Iénergie hw/2 du niveau fondamental. Pourquoi 1’hélium reste-t-il liquide méme si la
température T — 07 Le raisonnement vaut-il pour les deux isotopes *He et “He ?

3. Pour I’hydrogéne, ¢ ~ 4¢eV. Pourquoi I'hydrogéne se solidifie-t-il & basse température ?
Que pensez-vous des gaz rares : argon, néon, etc. ?
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9.6.6 Marche de potentiel et retard a la réflexion

1. Cas E > V. On suppose que les particules sont envoyées de la gauche et arrivent sur la
marche de potentiel : dans la région II, on trouve uniquement des particules se propageant

vers la droite. Définissons
B — 2m(E — Vp)
=\
Les fonctions d’onde sont dans les régions I et 11
1 (p(:l?) — eikm _,’_Be—ikz
I ex)=C cik'e

Soit R le coefficient de réflexion et T'= 1 — R le coefficient de transmission. Montrer que

—k\? AkE'
R:(k ) T—1-R= kK

k+ K
Pourquoi n’a-t-on pas T' = \C’|2 ? Veérifier que la conservation du courant est

hk hk Rk’
== iRt 2o
m m m

2. Cas E < Vp. L’équation (9.74) donne le coefficient B de I'onde réfléchie quand une onde
incidente exp(ikz) arrive sur une marche de potentiel avec une énergie £ = h?k?/(2m) < Vb,
Vo étant la hauteur de la marche de potentiel. Montrer que |B| = 1, B = exp(—i¢).
Déterminer ¢ et d¢/dE.

3. On suppose que 'onde incidente est un paquet d’ondes du type (9.44)

dk
z,t) = | — A(k) exp(ikx — iw(k)t
elant) = [ S AW expika = iu(h)0)
Quel sera le paquet d’ondes réfléchi 7 En déduire que la réflexion se fait avec un retard

d¢
R
T dE

9.6.7 Potentiel en fonction &

On considére un potentiel & une dimension de la forme

m étant la masse de la particule soumise au potentiel. Ce potentiel donne parfois une ap-
proximation commode. Par exemple il peut représenter une barriére de potentiel de largeur
a et de hauteur Vp, dans la limite ot a — 0 et Vj — oo, le produit Vpa restant constant et
égal & h%g/(2m). Dans le cas d’une barriére (potentiel répulsif), g > 0, mais on peut aussi
modéliser un puits (potentiel attractif), auquel cas g < 0.

1. Montrer que g a pour dimension 'inverse d’une longueur.
2. La fonction ¢(x) obéit a I’équation de Schrédinger

_ 2mbE
=3

[ L 76()] o(@) (@)

da?
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Montrer que la dérivée de ¢(x) vérifie au voisinage de x = 0

¢'(07) = ¢'(07) = g p(0) P(0F) = lim, ()
e
Supposant g < 0, montrer qu’il existe un état lié et un seul. Déterminer son énergie et la
fonction d’onde correspondante. Montrer que I’on retrouve les résultats en prenant la limite
du puits carré avec Vopa — h2|g|/(2m) et a — 0.

3. Modéle pour une molécule diatomique. Supposant toujours g < 0, on modélise trés
grossiérement le potentiel auquel est soumis un électron d’une molécule diatomique par

V(z) = % Sz +1)+d6(x—1)

La droite des noyaux est prise comme axe des x et les deux noyaux sont situés en z = —[ et
x = +!1. Montrer que I’on peut classer les solutions de I’équation de Schrodinger en solutions
paires et impaires. Si la fonction d’onde est paire, montrer qu’il existe un seul état lié donné
par

‘g ‘ —2kl \/ 2m‘ E ‘
r=—(1+e K=
5 ( ) =

Tracer qualitativement sa fonction d’onde. Si la fonction d’onde est impaire, déterminer
I’équation donnant I’énergie des états liés

|g| —2kl
= = (1 —
p= 01— e

Existe-t-il toujours un état 1ié 7 Sinon, quelle condition faut-il imposer ? Tracer qualitative-
ment la fonction d’onde lorsqu’il y a un état lié.

4. Puits double et effet tunnel. On reprend la question précédente en supposant que xl > 1.
Montrer que les deux états liés constituent un systéme & deux niveaux dont le hamilto-

nien est
[ Ey —A
1= (%%

et relier A & VT, o T est le coefficient de transmission par effet tunnel entre les deux puits.

5. Barriére de potentiel. On s’intéresse maintenant au cas g > 0, qui modélise une bar-
riére de potentiel. Calculer la matrice de passage et donner l'expression du coefficient de
transmission.

6. Potentiel périodique. Un électron se déplacant dans un cristal & une dimension est soumis
a un potentiel périodique de période ! que 'on modélise par (9.106). Pour fixer les idées,
on prendra g > 0. Utiliser les conditions sur ¢’(z) pour obtenir directement (9.108)

cosql = coskl + 2‘% sin ki

Montrer qu’il existe des régions interdites pour I’énergie. Tracer qualitativement 1’énergie
E4 en fonction de q.

9.6.8 Niveaux d’énergie du puits cubique infini
en dimension d = 3

Déterminer ’énergie des six premiers niveaux d’énergie du puits cubique infini en fonc-
tion du c6té L du cube ainsi que leur dégénérescence.
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9.6.9 Courant de probabilité a trois dimensions

Montrer I’équation de continuité

dp = N
L4v.7=0 = |p(7,t
o TV p = (1)

pour le courant (9.123).

9.6.10 Densité de niveaux

1. Calculer la densité de niveaux d’énergie D(E) en dimension d = 2. Montrer qu’elle est
indépendante de E.

2. Calculer directement le nombre de niveaux ®(E) dont ’énergie est inférieure & F, en
comptant le nombre de niveaux possibles dans une sphére de rayon |p| = v2mE dans
I’espace des impulsions, et en prenant garde aux conditions aux limites. Retrouver I’expres-
sion (9.136) de D(E) par
d®(FE)

dE

D(E) =

3. Calculer la densité de niveaux d’énergie D(FE) pour une particule ultrarelativiste dont
I’énergie est donnée par E = cp. Généraliser au cas F = (p?c? + m264)1/2. Montrer que
d3p/E est un invariant de Lorentz. En raison de cette invariance, cette expression est
souvent prise comme densité de niveaux.

9.6.11 Reégle d’or de Fermi

1. Comparaison avec la formule de Rabi. Dans un systéme & deux niveaux, la formule de
Rabi (5.62) donne exactement la probabilité de transition entre deux niveaux sous l’effet
d’une perturbation harmonique, par exemple

2
1

wy .50 1/2

Pr__(t)= =3 sin? — 02 = [(w —wp)? +w%] /
Q 2

Montrer que la formule approchée (9.150) s’obtient comme la limite de la formule de Rabi

si

o |w— wp| > w1, c’est-a dire loin de la résonance
e ou siwit K 1, c’est-a-dire pour des temps assez courts.

2. Potentiel constant. Donner I’expression de ’'amplitude (9.149) v(1) (¢) et de la probabilite
de transition par unité de temps I' lorsque le potentiel W (t) de (9.147) est indépendant du
temps.

9.6.12 Etude de I’expérience de Stern-Gerlach

1. Etude classique. Les notations sont celles du § 3.2.2. La trajectoire des atomes d’argent
(figure 3.8) est supposée contenue dans le plan de symétrie yOz et voisine de 'axe Oy.
Montrer que B /0z|z—0 = 0 et que B /dy = 0 si 'on néglige les effets de bord. Montrer
qu’'une forme approchée du champ magnétique vérifiant les équations de Maxwell dans
I’entrefer de 'aimant au voisinage de x = 0 et 2 = 0 est

—

B = Bo2 + b(2% — a2)
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ot b = OB, /dz|,—0. Lexpression classique de la force est F = —V(ji - B). En déduire les
composantes Fy, Iy et .. Montrer que sous 'effet de By le moment magnétique ji précesse
autour de ’axe Oz avec une fréquence w = |yBy|, ou 7 est le facteur gyromagnétique, et que
si 1/w est trés petit par rapport au temps de transit de I’atome dans I’entrefer de I’aimant,
alors la composante p; donne une force moyenne nulle : tout se passe comme si le moment
magnétique était soumis a une force effective F= buzz.

2. Données numériques. Les atomes d’argent de masse m = 1.8 x 1027 kg sortent du four
avec une vitesse v =~ 500 m.s~! et une dispersion des vitesses Av ~ 10m.s~!. Les fentes
collimatrices ont une hauteur Az = 10~% m, la longueur de Pentrefer est L = 5 x 10~ 2 m,
le champ magnétique Bg = 1T et b = 10* T.m~!. Montrer que 1’écart § entre les deux
trajectoires correspondant a S, = h/2 et S, = —h/2 a la sortie de ’entrefer vaut

st (LY’
m \v
Evaluer numériquement §. Calculer le produit AzAp, et montrer que AzAp, > h. On peut

donc traiter les trajectoires des atomes de fagon classique.

3. Description quantique. Soit ¢+ (7, t) la fonction d’onde d’un atome dont le spin est dans
Iétat |+). Montrer que p4 vérifie ’équation de Schrédinger

. Opt n? 2
h——=|—-——V B
22— (- ) o

On définit la position moyenne (74 )(t) et 'impulsion moyenne (p+)(t) des paquets d’ondes
¢+ (7, t) par

(7)) = /d‘”’rﬂwi(ﬁt)lz

F)0) = [ i o [-inTes(o)

Ecrire les équations d’évolution de ces valeurs moyennes en calculant d(7y)(t)/dt et
d(p+)(t)/dt al'aide du théoréme d’Eherenfest (4.26). Montrer que I’écart ¢ entre les centres
des deux paquets d’ondes est le méme que celui calculé & la question 2 pour les trajectoires
classiques.

4. Invariance par parité. Dans une configuration expérimentale ou l’on analyse un spin
dirigé suivant Oz a ’aide d’un appareil de Stern-Gerlach tel que B || Oz, on suppose que
le spin est dévié préférentiellement dans la direction z > 0; par exemple (Sz) > 0. En
examinant I'image de ’expérience dans un miroir situé dans le plan Oy, montrer qu’une
telle déviation préférentielle est exclue si les interactions pertinentes dans l’expérience sont
invariantes par parité (ce qui est effectivement le cas).

9.6.13 Modéle de mesure de von Neumann

1. Dans le modéle de mesure quantique imaginé par von Neumann, on se propose de mesurer
une grandeur physique A d’un systéme quantique S en faisant interagir ce systéme avec
une particule (quantique) II dont Iopérateur d’impulsion est P ; on se place pour simplifier
a une dimension d’espace. Le hamiltonien d’interaction est supposé de la forme

H=g(t)AP
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ot g(t) est une fonction positive présentant un pic aigu de largeur 7 autour de ¢ = 0 et telle
que

o= [ gwar= [ g
—oo —7/2

On suppose que ’on peut négliger I’évolution de S et de IT pendant la durée trés courte 7
de l'interaction entre S et II, qui a lieu entre les temps t; et ty : t; >~ —7/2 et ty ~ 7/2. En
déduire 'opérateur d’évolution (4.14)

U(tf7 ti) >~ e l9AP/R
2. On suppose que ’état initial S + IT est

[¥(ti) = In® )

ol |n) est un vecteur propre de A, dont le spectre est supposé pour simplifier non dégénéré,
Aln) = an|n), et |¢) un état de la particule localisé au voisinage d’un point z avec une
dispersion Axz. Montrer que ’état final est

[$(t5)) = In® pn) avec |pn) = e 94PN )
Soit pn(x) = (z|en) la fonction d’onde finale de la particule. Montrer que
pn(@) = (- gan)

La fonction ¢n (z) est donc localisée au voisinage du point  — gan, et si glan — am| > Az
quel que soit n # m, la position de la particule permet de remonter a la valeur a, de A
et effectue donc une mesure de A. L’état final de la particule est parfaitement corrélé a la
valeur de A et a I’état final de S car les états |¢n) et |¢m) sont orthogonaux pour n # m :

(nlem) = onm.

3. Quel est ’état final de IT si I’état initial de S est la superposition linéaire

|X> = Z Cn|n>

n

Montrer que la probabilité d’observer S dans I’état final |n) est |cp|? : la mesure est idéale
car elle ne modifie pas les probabilités |cy, |2.

9.6.14 Transformation de Galilée

Considérons une onde plane classique, par exemple une vibration sonore, se propageant
suivant ’axe des x
f(z,t) = Acos(kx — wt)

et une transformation de Galilée de vitesse v
o =x+ ot =t
1. Montrer que pour une onde classique ’amplitude transformée f/(x’,t") vérifie
£@¢) = f(z,1)
d’ott I'on tire la loi de transformation des vecteurs d’onde et des fréquences

E =k W' =w+vk
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Quelle est I'interprétation physique de la loi de transformation des fréquences ? Supposons
maintenant que ’on ait affaire & une onde de de Broglie pour une particule de masse m. Les
relations précédentes sont-elles compatibles avec les lois de transformation de I'impulsion
et de I’énergie

1
p=p+mu E':E+pv+5mv2?
2. Montrer que pour une onde de Broglie on ne doit pas exiger
@ t) = (1)

mais seulement

if(z,t)
h

@' (a',t) = exp { } e(z,1)

En utilisant les relations (a démontrer)

o 8 9
o~ o o
o a
oz~ O

déterminer la forme de la fonction f(z,t) en exigeant que si ¢(z,t) obéit a I’équation de
Schrodinger, il en soit de méme pour ¢’ (z’,t').

9.7 Bibliographie

Les résultats de ce chapitre sont trés classiques et se retrouvent sous une forme voisine
dans la plupart des traités de mécanique quantique. Parmi les exposés les plus clairs, on peut
retenir celui de Merzbacher [1970], chapitre 6. Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 6,
donnent également une discussion trés compléte et illustrée par de nombreux exemples. Voir
aussi Messiah [1959], chapitre III, Cohen-Tannoudji et al. [1973|, chapitre I ou Basdevant et
Dalibard [2001], chapitre 2; cette derniére référence est accompagnée d’un CD réalisé par
M. Joffre, qui permet de visualiser le mouvement de paquets d’ondes. Pour la régle d’or de
Fermi, on pourra consulter Messiah [1959], chapitre XVII ou Cohen-Tannoudji et al. [1973],
chapitre XIII.
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Chapitre 10

Moment angulaire

ANS CE CHAPITRE, nous allons développer I’étude des propriétés du mo-

ment angulaire que nous avons introduit au chapitre 8. La propriété fon-
damentale du moment angulaire est d’étre le générateur infinitésimal des ro-
tations. Tous les résultats que nous allons obtenir dans ce chapitre sont des
conséquences plus ou moins directes de cette propriété. Dans la section 10.1,
nous construirons explicitement une base de vecteurs propres communs & J?
et & J,, qui sont des opérateurs hermitiens compatibles. La rotation d’un
état physique, que nous avions déja introduite au chapitre 3 pour la polari-
sation d’un photon et pour le spin 1/2, sera traitée dans le cas général dans
la section 10.2. La section 10.3 est consacrée au moment angulaire orbital,
dont lorigine est le mouvement des particules dans ’espace. La section 10.4
transpose a la mécanique quantique les résultats classiques du mouvement
dans une force centrale, tandis que la section 10.5 contient des applications
aux désintégrations de particules et d’états excités. Enfin la section 10.6 dé-
veloppe 'addition des moments angulaires.

N. B. Dans tout ce chapitre, on utilisera un systéme d’unités ot h = 1.

10.1 Diagonalisation de J 2 et de J,

Nous avons établi au chapitre 8 les relations de commutation (8.31)
et (8.32) entre les différentes composantes du moment angulaire, que nous
rappelons ci-dessous dans un systéme d’unités ot i = 1 (rappelons qu'un
moment angulaire a la dimension de A, et ¢’est pourquoi les notations se sim-
plifient dans un tel systéme d’unités)

\ oy =i [Jy, o) =10e  [Jon Ja] = iJ, \ (10.1)

ou

[Jk,Jl] = iZEklme (10.2)
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La seule connaissance de ces relations de commutation va nous permettre
de diagonaliser le moment angulaire, c¢’est-a-dire trouver les vecteurs propres
et les valeurs propres de combinaisons convenablement choisies de J,, J, et
J.. Comme ces trois opérateurs ne commutent pas entre eux, on ne peut
évidemment pas les diagonaliser simultanément : les trois composantes de J
sont mutuellement incompatibles. Une autre observation est que J? est un
opérateur scalaire et, d’aprés (8.33), un tel opérateur commute avec les trois
composantes de J

[J2, 0] =0 (10.3)

ce que l'on peut vérifier par un calcul explicite (exercice 10.7.1). On choisit
en général de diagonaliser simultanément J2 et J, : clest ce que l'on appelle
souvent quantifier le moment angulaire suivant Oz. On dit aussi que 'axe Oz
est choisi comme axe de quantification du moment angulaire. Il est commode
de définir les opérateurs J4 = J; par

T =J, £1J, (10.4)

On vérifie immédiatement les relations de commutation et les identités sui-
vantes

[J., Ji] = £J (10.5)
[Ty, J_] = 2J, (10.6)
J? = %(J,J+ + I )+ J? (10.7)
Jod_=J?—J.(J.—1) (10.8)
J_Jy =J2—J.(J.+1) (10.9)

Ces relations nous seront utiles pour la diagonalisation. Soit |jm) un vecteur
propre de J? et de J., ol j étiquette la valeur propre de J2 et m celle de J,.
Comme J 2 est un opérateur positif, ses valeurs propres sont > 0, et on les
écrit sous la forme j(j + 1) avec 7 > 0; on justifiera bientot cette écriture des
valeurs propres de J2. Le nombre m est appelé nombre quantique magnétique.
En résumé

J2|jm) = j(j + 1)|jm) (10.10)
Jo|gm) = m|jm) (10.11)

D’apres (10.5), les vecteurs Jy|jm) sont vecteurs propres de J, avec la valeur
propre m £+ 1

Jo[Jxlim)] = (Jed. £ Ji)|jm) = Jo(m £ 1)[jm)
= (m £ 1)[Jx|jm)]
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De méme, comme [jz, Ji] =0
T2 Jxljim)] = § (5 + 1)[Jx]im))

Nous venons de montrer que les vecteurs J|jm) sont vecteurs propres de J?
avec la valeur propre j(j + 1) et de J, avec la valeur propre m + 1. De plus,
supposant |jm) unitaire : (jm|jm) = 1, on peut calculer la norme de J|jm)
a partir de (10.9)

1T lgm)l|? = GmlJ_Jy|jm) = (jm|J? = J.(J. + 1)|jm)
=ji+1)-mm+1)=(G-m)(j+m+1)>0(10.12)

et celle de J_|jm) a partir de (10.8)

T |jm)|[> = (jm|JpJ_|jm) = (jm|J? — J.(J. — 1)|jm)
=j(G+1)—m(m—1)=(G+m)(j—m+1) >0 (10.13)

La positivité n’est assurée simultanément pour les deux normes que si —j <
m < j. Partant de |jm), par application répétée de J, on obtient une série
de vecteurs propres communs a J 2 et .J,, étiquetés par (Jym+1), (J,m+ 2),
etc. Ces vecteurs propres ont une norme positive tant que m < j, mais la
norme deviendrait négative pour m > j. Il faut donc que la série s’arréte, ce
qui n’est possible que si 'un des vecteurs (J4)™|jm) s’annule pour une valeur
entiére de n = ny + 1 telle que m +ny = j

JL[(J3)™ [jm)] =0
Le méme raisonnement avec J_ montre qu’il doit exister un entier ns tel que
J_[(J-)"*]jm)] =0
Des relations
Jj=m-+n —Jj=m—ng

on déduit que 27, et donc (27 +1) doit étre un nombre entier, d’ot le théoréme
de diagonalisation de J 2 et de .J..

Théoréme : Les valeurs possibles de j sont entiéres ou demi-entiéres : j =
0,1/2,1,3/2,... Si |jm) est vecteur propre commun & .J?2 et .J., m prend
nécessairement 'une des (25 + 1) valeurs

m:_.ja_.j+1a_j+27 """ 7j_2aj_17j.

Lorsque j prend les valeurs 0, 1,2, ... on dit que le moment angulaire est entier,
et quil est demi-entier! lorsque j = 1/2,3/2, ... Examinons la normalisation
et la phase des vecteurs |jm). Partant d’un vecteur |jm) on construit par

1. Bien que la moitié d’un entier pair soit aussi un demi-entier. ..
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application répétée de J4 et de J_ une série de (254 1) vecteurs orthogonaux,
sous-tendant un sous-espace vectoriel a (2j + 1) dimensions £(j) de H. Ces
vecteurs ne sont pas de norme unité, mais si 'on définit |j, m — 1) par

jom = 1) = [§(G +1) = m(m = 1)]7V2J_|jm) (10.14)

alors |j,m — 1) est bien de norme unité d’aprés (10.13). D’autre part, en
utilisant (10.8)

Jpd_|jm) = [j(j + 1) —m(m — 1)]/2 T |j,m — 1)
= [j(j + 1) — m(m — 1)]|jm)

soit
Jelgm = 1) = [j(j + 1) — m(m — 1)]/2|jm)

ou bien, avec la substitution m — m + 1
Tilim) = [5G + 1) = m(m + D]/?[j,m +1) (10.15)

Les relations (10.14) ou (10.15) fixent complétement la phase relative des
vecteurs |, 7), 7,7 — 1), ..., |J, —j)- Une base de £(j) formée de vecteurs |jm)
qui satisfont a (10.14) ou (10.15) est appelée base standard |jm).

Il peut arriver que la donnée de (j,m) ne suffise pas a spécifier de fagon
unique un vecteur de H : J2 et J, ne forment pas un ensemble complet de
propriétés physiques compatibles. Nous en verrons un exemple au § 10.4.2 avec
Patome d’hydrogéne : la donnée du moment angulaire (orbital), noté dans ce
cas [, ne suffit pas a spécifier un état lié, il faut en plus se donner un nombre
quantique n = [ + 1,1 4+ 2,---, ou nombre quantique principal. En général
on doit utiliser un nombre quantique, ou un ensemble de nombres quantiques
supplémentaires 7 pour étiqueter des vecteurs propres |j,m = j) de J2 et de
J., normalisés par

<Taj7j‘7/7jvj> = 57’,7'/
Par application répétée de J_ on forme une base standard de E(7, j)
|7—7j7j>7 |7—7j7j_1>7 """ 7|7—7j7_j+1>7 |7—7j7_j>

Résumons les propriétés essentielles d'une base standard |7, jm)

T2\, jm) = j(j + 1|7, jm) .|, jm) = mlr, jm) (10.16)
Jolrgm) = [jG 4+ 1) —m(m+ D]V?|7r, j,m +1) (10.17)
J_|r,jm) = [ (G+1) —m(m— D)3, j,m —1) (10.18)
Jil7,3,5) = J_|1,4,—j) =0 (10.19)
(', j'm/ |7, jm) = 5T 6515 0mm (10.20)
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Nous supprimerons par la suite l'indice 7 qui ne jouera aucun role dans ce
chapitre. Les éléments de matrice de J 2, J, et J+ dans une base standard
sont

(G| T2 jm) = (5 + 1)8j130mm (10.21)
G'm/| T |gjm) = m b i0mim (10.22)
(G'm/ | T lim) = [5G + 1) = mm'1M?60 6 msa (10.23)

Dans le sous-espace £(j) ou J? a une valeur propre j (j + 1) fixée, les opéra-
teurs J, et Jy sont représentés par des matrices (254 1) x (25 + 1), la matrice
représentant .J, étant diagonale. Il est instructif (exercice 10.7.4) d’expliciter
ces matrices dans le cas j = 1/2 et de retouver les matrices 2 x 2 (3.47) du
spin 1/2, ainsi que dans le cas j = 1, ou 'on retrouve les générateurs infinitési-
maux des rotations dans ’espace & trois dimensions : la loi de transformation
d’un vecteur est celle d’'un moment angulaire j = 1. L’équation (10.23) donne
pour les générateurs infinitésimaux du cas j = 1 (exercice 10.7.4)

L (010 L (010 100

Jo=—1101 Jy=— |10 —i J.=[00 0

v2\o10 V2\o i o 00 -1
(10.24)

Ces générateurs infinitésimaux ont superficiellement une forme différente de
celle des générateurs T; déterminés en (8.26). En fait ils y sont reliés par la
transformation unitaire (10.64) qui fait passer des composantes cartésiennes
de 7 & ses composantes sphériques : exercice 10.7.4.

10.2 Matrices de rotation

Nous avons vu au chapitre 3 comment faire tourner un spin 1/2 : partant
d’un état |+) obtenu a 'aide d’un appareil de Stern-Gerlach dont le champ
magnétique est parallele & Oz, nous savons construire grace a (3.57) 1'état
|+, 7) obtenu a laide d’un appareil de Stern-Gerlach dont le champ magné-
tique est parallele & #2. On fait agir sur I’état |[+) un opérateur de rotation
U[R] qui transforme |+) en |+, n)

[+, 7) = U[R][+) = [+)=

La rotation R ameéne l'axe Oz sur la direction 7 ; cette rotation n’est pas
unique, et nous verrons que cette absence d’unicité correspond a ’arbitraire
de phase dans la définition de |+,7). Un autre exemple de rotation d’un
état physique a été donné au chapitre 3 dans le cas de la polarisation d’un
photon : partant d’un état de polarisation linéaire |x), on obtient un état de
polarisation linéaire |f) en lui appliquant un opérateur de rotation U[R ()]
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correspondant & une rotation d’angle # autour de la direction de propagation
Oz du photon (3.29)

|0) = exp(—16%;)|z) = U[R-(0)] |2)

Dans le cas général, I'état |p)r transformé par une rotation R d’un état |p)
est

lp)r = U[R] |¢)

Nous allons donner la forme matricielle explicite des opérateur de rotation
U[R] dans la base |jm). L’opérateur de rotation U[R] s’exprime en fonction
des générateurs infinitésimaux Jg, J, et J; : ¢f. (8.30). Comme les compo-
santes de J commutent avec J 2, le commutateur [U(R), J 2] = 0 et les élé-
ments de matrice de U sont nuls si j # 5/

(3'm/[U[R]|jm) o< b
Dans le sous-espace £(j), opérateur U(R) sera représenté par une matrice
(25 4+ 1) x (24 + 1) notée DY [R]. Ses éléments de matrice sont
D[R] = (m/|U[R]|jm) (10.25)

Les matrices DY) sont appelées matrices de rotation, ou matrices de Wigner.
Examinouns la transformation par rotation d’un état |jm) qui donne le vecteur

lJm)r
jm)r = U[R] |[jm) = Z\Jm (gm/| U[R] |jm)

ou l'on a remarqué que dans la relation de fermeture

Sl (' m| =1

5 /
J,m

seuls les termes j = j' contribuent. On peut donc écrire

lim)r Z DY) [R]|jm) (10.26)

Rappelons les propriétés de groupe des opérateurs U[R] : dans le cas d’une
représentation vectorielle (8.12)

U[R2JU[R1] = U[R2RA] (10.27)
et dans celui d’une représentation spinorielle (8.13)
UR2)U[R1] = £U[R2R4] (10.28)

Nous montrerons a la fin de ce paragraphe que (10.27) correspond au cas d’un
moment angulaire entier et (10.28) a celui d’un moment angulaire demi-entier.
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A la propriété de groupe pour les opérateurs U correspond une propriété
analogue pour les matrices de rotation

DY) RoRi) =+ > DY) [Ro]DY),, [R]

m”

m//
Revenons a 1’étude de la rotation qui améne l'axe Oz dans la direction n
d’angles polaire et azimutal (6, ¢)

iy = sin 6 cos ¢ fly = sinfsin ¢ i, = cosf (10.29)

Nous allons choisir par convention la rotation suivante : R, noté R(0, ¢),
sera le produit d’une premiére rotation d’angle 6 autour de Oy suivie d’une
rotation de ¢ autour de Oz (figure 10.1)

[R(0,0) = R.(0)R,(6) | (10.30)

z

z

<

e

n

F1G. 10.1 — Rotation R(6, ¢) amenant 'axe Oz sur f.

Compte tenu de (10.30) et de la loi de groupe, l'opérateur de rotation
U[R(6, ¢)] est donné en fonction des générateurs infinitésimaux J, et J. par

U[R(O, ¢)] = e 197z ¢ 7107y (10.31)

et ses éléments de matrice dans une base |jm) par

D}, [R(8, 9)] = (jm'le 7= e 70

Jm) (10.32)

Cette équation se simplifie en

D[RO &) = D0 (6,6) = e 7% ' [e 0 |jm) - (10.33)
e 0 qY) (p) (10.34)
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Nous avons défini la matrice d¥)(6) par

d9) (0) = (jm/|e 197v|jm) (10.35)

Les matrices d\) vérifient une propriété de groupe déduite de celle des matrices
DWW
d) (02 +01) =" d), L (02)d), (61)
mll

Il n’y pas de signe + dans cette équation car I'angle de rotation peut étre
supérieur a 2.

Nous avons déja mentionné l'arbitraire dans le choix de la rotation (6, ¢) :
nous aurions pu effectuer une premiére rotation d’un angle ¢ autour de Oz
sans modifier I’axe 7 final. Le nouvel opérateur de rotation serait

U[R'] = U[R(H, ¢)le

et le résultat (10.26) serait modifié par le facteur de phase exp(—im). La
définition la plus générale des matrices de rotation fait intervenir trois angles,
appelés angles d’Euler, (¢,0,1), et notre convention correspond au choix
d’angles d’Euler? (¢,0,0).

Dans la base |jm), iJ, est représenté par une matrice réelle, car
d’apres (10.23) les éléments de matrice de Jy et de J_ sont réels et

Jy = (Jy = J-)

i
2
La matrice exp(—ifJ,) est aussi une matrice réelle et la propriété de groupe
U'R]=U Y[R =U[R™]
se traduit par
. Il .
[d(J)(Q)] — [d(])(_g)}

ce qui donne pour les éléments de matrice

d9) (6) =dY) ,(—6) (10.36)

Il existe une autre propriété de symétrie (exercice 10.7.12)

a5 (0) = (1™ v, . (0) (10.37)

2. La notation habituelle pour les matrices de rotation est

DW(0,¢) — DY ($,0,4 = 0)
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Enfin on peut montrer que les matrices D) forment une représentation dite
irréductible du groupe des rotations, c’est-a-dire que tout vecteur de £(j)
peut étre obtenu a partir d’'un vecteur arbitraire de cet espace par application
d’une matrice de rotation D), et que toute matrice commutant avec toutes
les matrices D) est multiple de la matrice identité.

Le test pour la présence du facteur & dans (10.28) est donné par ’examen
des rotations de 27 : ce facteur apparait lorsqu’une rotation de 27 est repré-
sentée par l'opérateur —I dans 'espace £(j). Examinons une rotation de 27
autour de I'axe Oz

e AT S i = Opm ] entier

(im'|U[R(2m)]|jm)

— o 2imm Om'm = —O0mrm j demi-entier

Comme le choix de I'axe Oz est arbitraire, 'opérateur de rotation d’angle 27
vaut I pour j entier et —I pour j demi-entier. En revanche les opérateurs de
rotation d’angle 47 sont égaux a I pour toute valeur de j. Examinons deux
rotations successives d’angles 6, et 6, autour d’un axe n, avec

0 +0,=0+2mn 0<60<21m n entier >0

Des équations

e—i(el+92)fﬁ _ e—ie(fﬁ)e—Qirm(fﬁ) _ e—ie(fﬁ) j entier

= (=" e~ 10 j demi-entier

on déduit que (10.27) est valable pour j entier et (10.28) pour j demi-entier.
En d’autres termes, & toute rotation R correspondent deux opérateurs de
rotation de signe opposé pour j demi-entier, et un seul pour j entier.

Dans le cas du spin 1/2, vérifions que nous retrouvons bien la ma-
trice D(/2 (9, ¢) déja calculée au chapitre 3. La matrice d(*/?) () vaut
d’aprés (3.59)

d/2) (0) = exp(—ibo,/2) = cos g I—ioy Sing

ou sous forme explicite

(1/2) g\ _ [ c0os0/2 —sinf/2
¢0) = (sin0/2 cos /2 (10.38)

les lignes et les colonnes étant rangées dans lordre m = 1/2,—1/2;
I’équation(10.33) donne alors la matrice D) (6, ¢)

—igp/2 10/2 —e /240 0/2
1o (e cosf/2 —e sin 6/
DU/2)(9,¢) = ( ei®/25inf/2 /2 cos0/2 >

en accord avec (3.58).
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La matrice de rotation dV)(f) d’un moment angulaire j = 1 s’obtient &
partir de 'expression (10.24) des générateurs infinitésimaux pour le moment
angulaire un, les lignes et les colonnes étant rangées dans 'ordre m = 1,0, —1
(exercice 10.7.4)

$(1+ cosd) —% sinf £(1 — cosf)

dV (@)= 5sin®  cos§  ——5sind (10.39)
(1 = cosb) \% sing 1(1+ cosb)

On vérifie que les matrices d(1/2) et d1) obéissent aux propriétés de symé-
trie (10.36) et (10.37).

10.3 Moment angulaire orbital

10.3.1 Opérateur moment angulaire orbital

Considérons un champ scalaire classique () et faisons lui subir une ro-
tation R.(¢) d’angle ¢ autour de Oz ; soit 77/ = R7 le vecteur transformé du
vecteur 7 dans cette rotation
' = xcos¢p — ysin g

zsin ¢ + ycos ¢

<
Il

Z =z

La valeur du champ scalaire transformé ’(7) au point 7’ doit étre identique
a sa valeur au point 7
P(") = p(F)

ou encore

/(") = w(R™17))| (10.40)
Cette loi de transformation est correcte pour un champ scalaire classique,
mais si ¥(7) est une fonction d’onde, (R ~17) et ¢'(F) pourraient a priori
différer par un facteur de phase
v'(7) = "D $(R™'F)
(voir la discussion suivant (9.17)). En toute rigueur nous savons seulement
que [¢'(7")| = |(7)| et nous devons montrer que le facteur de phase éventuel
est absent. Le vecteur U(R)|7) représente physiquement un état propre de
Popérateur position R, obtenu a partir de 1’état propre |) de R par une
rotation U(R). Vérifions-le explicitement en utilisant le fait que R est un
opérateur vectoriel dont les composantes X}, se transforment suivant (8.34)
XlUR)IF)] = URUHR) XU (R)|7)
= UR)(D_ RuXi)I7) = UR) (Y Rua ) I7)
1 1

= (R [UR)[7)]
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ce qui montre que 'on peut définir le vecteur d’état |R7), c’est-a-dire fixer sa
phase, par
|R7) = U(R)|F) (10.41)

e |¢) : [¢f) =U(R)|¢), alors
V) = ) = FIURI) = (U R)7I)
= U R)FI) = (RF|) = v(R7)

ce qui démontre (10.40). A premiére vue I'argument R~ dans (10.40) qui
s’écrit aussi

Si [¢') est le transformé par U(R) d

[U(R)Y)(7) = (R~
peut surprendre, mais nous avons déja rencontré une situation analogue pour
les translations dans I’équation (9.15), écrite ci-dessous dans le cas de la di-
mension 3 avec h =1

[ P70 ] () = v - a)
alors que3 )
e Py = |7+ @)
La transformée par translation de @ de la fonction ¥ (7) est bien (7 — @) et

non ¥ (7+ @) ! Si angle de rotation ¢ devient infinitésimal pour une rotation
autour de Oz

U[Rz(¢)] ~1— 1¢Jz
et d’aprés (10.40)

(I =g J))(F) ~ b(x + yo, —26 +y, 2)
=+ o (v5e a5 )
Y(7) — (X P, — Y Pu)yp
d’ou
[L)(7) = (X Py = YP)P|(F) = (B x P).g](7) = (L9)(7)  (10.42)

L’opérateur moment angulaire de la particule décrite par une fonction d’onde
Y(7) est appelé moment angulaire orbital (car associé au mouvement d’une
particule sur une orbite dans l'espace), et il est en général noté L

L=RxP (10.43)

L a été construit comme générateur infinitésimal de rotations et vérifie né-
cessairement les relations de commutation d’un moment angulaire (10.1)
u (10.2)

Ly, L) =1 gl (10.44)
l

3. On remarquera que cette équation fixe la phase du vecteur |7+ a ) relativement a celle
de |7), de méme que (10.41) fixe la phase de |R7) relativement a celle de |7).
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On peut vérifier ces relations par un calcul explicite utilisant les relations de
commutation canoniques (8.45) : exercice 10.7.5. On note |Im) les vecteurs
propres de L2 et de L.,

L2Im) = I(1+1)|Im) (10.45)
L.|[lm) = ml|lm) (10.46)

Ces équations peuvent étre transformées en équations différentielles, si 'on
écrit les opérateurs L; sous forme d’opérateurs différentiels agissant dans
LA)(R3). Le calcul est laborieux si 'on effectue le changement de variables
(x,y,z) — (r,0,¢) mais il se simplifie si 'on utilise la propriété des L; d’étre
les générateurs infinitésimaux des rotations. Le cas de L, est particuliérement
simple : considérant ¢ comme fonction de (r, 6, ¢) nous avons

(e 7= 9) = 4(r,0,¢ — )
et en prenant « infinitésimal

: N
([I - IO‘LZ}¢) (T7 07 QS) = ¢(T7 67 QS) - aa_¢
soit L,¢ = —i(0/0¢). Le calcul de L, et L, prend quelques lignes de plus,
car dans une rotation autour de Oz ou autour de Oy les angles 6 et ¢ varient
tous les deux ; on trouve (exercice 10.7.5)

0

L, = —ia—¢ (10.47)
Ly =iet? (cot 9% F i%) (10.48)
pr_ (L 0150071, L 9

L™= (sin@ 00 {Smaﬁﬁ] + sin? @ O¢? (10-49)

Les opérateurs L; dépendent seulement des angles, et non de r, d’ot la dénomi-

nation moment angulaire. Les fonctions propres de L2 et de L, ne dépendent
que des angles 6 et ¢ ou, de facon équivalente, de 7. Ces fonctions propres
sont appelées harmoniques sphériques

Y™ (0,¢) =Y, (F) = (F|im) (10.50)
Les équations (10.45) et (10.46) deviennent

L2Y(7) = (L [im) = 101+ )Y (7) (10.51)
L)) = (7 |Lalim) = mY;™ (7) (10.52)

tandis que (10.15) s’écrit

[LeY™)(7) = (7 |Lxlim) = [+ 1) — m(m + 1)]V/2 V"5 (7)
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F1G. 10.2 — Rotateur sphérique.

L’equation (10.52) devient, compte tenu de (10.47)

0
[L2Y/")(0,6) = =iz ¥i"(6,6) = m¥"(0,0)
ce qui implique .
Yi(0,6) = ™ £7(0) (10.53)

La loi de tranformation (10.40) montre que dans une rotation de 27 la fonction
d’onde est inchangée. et qu’il ne s’introduit donc aucun signe (—) dans une
telle rotation. Ceci implique que les moments angulaires orbitaux sont toujours
entiers.

Une application simple et importante est le rotateur sphérique : consi-
dérons une molécule diatomique en rotation autour de son centre de masse
pris comme origine des coordonnées (figure 10.2 et exercice 1.6.1). Son mo-
ment d’inertie est I = ur3, ot u est la masse réduite et ro la distance entre
les noyaux (la contribution des électrons est négligeable). Si w est la vitesse
angulaire de rotation, le hamiltonien classique H.j est

1 (Iw)? 12
Hy=-1uw?== = —
S R R Y
ol | = Iw est le moment angulaire. La version quantique du hamiltonien est
2
H=—
21

et les valeurs de I’énergie sont

1(141)
Y

(10.54)

Les fonctions propres sont les Y, (6, ¢), ou les angles 6 et ¢ donnent l'orien-
tation de la droite joignant les deux noyaux : ¥;"(0, ¢) est 'amplitude pour
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Jj=4
4
J=3
3
Jj=2
2
J=1
1
J=0

F1G. 10.3 — Spectre du rotateur sphérique. Le niveau j est séparé du niveau (5 — 1)
par j/I, ou h%j/I si Pon rétablit A.

trouver cette droite orientée suivant la direction (6, ¢). Le spectre des niveaux
de rotation est donné dans la figure 10.3, et il reproduit bien les donnnées
expérimentales sur les spectres des molécules diatomiques. Une justification
plus compléte de (10.54) sera donnée au § 16.3.2.

10.3.2 Propriétés des harmoniques sphériques

Nous allons maintenant résumer les principales propriétés des harmoniques
sphériques, celles qui sont les plus souvent utilisées.

1. Base sur la sphére unité. Les harmoniques sphériques forment une base
orthonormée pour les fonctions de carré sommable sur la sphére unité 72 = 1

/ sin 00 do [Yi" (0, 6)]* ;"(6, 6) = / dQ[YE" (6, 8)]° Y™ (0, ) = 6016

(10.55)
On utilise fréquemment la notation angle solide : Q = (6, ¢) et

dQ = sinf dh d¢ = d?7 (10.56)

Si une fonction f(6,¢) est de carré sommable sur la sphére unité, on peut
écrire un développement analogue & un développement de Fourier

f(ev ¢) = Z CleEm(07 ¢)
l.m

i — / A [Y7(0, 6)]" £(6. 0) (10.57)
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2. Relation avec les polynémes de Legendre. Une définition possible des poly-
noémes de Legendre Pj(u) est

1 d

2 l

Fi(u) =

Py(u) est un polynome de degré I, de parité (—1)"

Pi(~u) = (=1)'P(u)

Les polynomes de Legendre forment un systéme complet de polyndémes ortho-
gonaux dans 'intervalle [—1, +1]. Les premiers polynomes de Legendre sont

Py(u) =1 Pi(u) =u Py(u) = % (3u? — 1) (10.59)

Les fonctions de Legendre associées P/™(u) sont définies par

Py = (0 -y S p) R) = Aw) (10.60)

et on montre que les harmoniques sphériques sont reliés aux P/™ par

O O e

Ylm(oad)) = (_l)m[}/lim(eﬂﬁ)]* . m<0

1/2 .
] P™(cosf) €™ : m >0 (10.61)

D’aprés (10.53), Y,° est indépendant de ¢ et est proportionnel a Pj(cos 6)

Y0(0,6) = 2 Pileost) (10.62)

Comme cas particuliers, écrivons ¥, pour [ =0et [ =1

1
1=0 Y)=4/—
0 0 4dm
3 3
= 0: —_ S = — 7 1063
=1 Y| 1 cosf o 7o (10.63)
3 b 3
Yi=+ 3 +9 ging = P!

A un facteur de normalisation /3 /47 prés, les Y™ ne sont pas autre chose
que les composantes sphériques du vecteur unitaire 7

7 = (sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos )

3 3 7 :|:17"
0 __ 2 T Y "
Y = in 70 T/ — i i Ty (10.64)
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Ces formules justifient les conventions de phase utilisées pour les polarisations
droite et gauche dans (3.11).

3. Transformation par rotation. En multipliant & gauche la relation (10.26)

écrite pour j = par le bra (| on obtient

YR =Y DY (R (7) (10.65)

On peut montrer également (exercice 10.7.6) une relation entre harmoniques
sphériques et matrices de rotation

4

0 _
Dio(0,0) = 2041

Y, (0, 0)]" (10.66)

On déduit de ces deux équations le théoréme d’addition des harmoniques
sphériques. En effet, prenant # suivant la direction d’angles polaires («, 3),
soit R la rotation d’angles (0, ¢) amenant z sur 7, et © Pangle entre 7 et la
direction définie par les angles (0, ¢) (figure 10.4)

cos © = cosacosf + sinasin 6 cos(8 — ¢)

F1G. 10.4 — Configuration des angles dans (10.67).

L’angle © entre R~'7 et 1'axe des z est le méme que I’angle entre 7 et 7. Il
suffit alors de faire m = 0 dans (10.65) pour obtenir

l

3 0.0 Y (. ) (10.67)

m=—

4
20+ 1

Pi(cos©) =

Parité des harmoniques sphériques. L’opérateur parité II défini au § 8.3.3 agit
sur une fonction d’onde 4 (7) suivant

[My](F) = (=7 (10.68)

II commute avec le moment angulaire orbital I_:, et plus généralement avec
J. En effet, la matrice représentative de I'opérateur parité dans ’espace a
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trois dimensions R? est la matrice —I, qui commute avec toute matrice de
rotation R, d’ot

[U(R), 1] =0=[J,1] =0 et [L,I]=0 (10.69)
Ceci implique les équations

LY = HL2Y" = I(1+ 1)1 Y™
LIY,™ = IIL, Y™ = mIL Y™

qui montrent que II'Y;™ est proportionnel & Y,
Iny;™ = a(l,m)y;™

Y;™ est donc fonction propre de II et comme I1? = I, a(l,m) = £1. Montrons
que a(l,m) est en fait indépendant de m en utilisant le fait que Ly commute
avec 11

LY = a(l,m) Ly Y™ = a(l,m)[I(1 + 1) — m(m + 1))/ v+
= LY = [I(1+ 1) — m(m+ 1)]/2 1Y
= [I(l +1) —m(m + D2 a(l,m + 1)y,

ce qui entraine que a(l,m + 1) = a(l,m) : a(l,m) est indépendant de m et
TY;](7) = a()Y/™ (7) = Y{" (~7)
La transformation 7 — —# correspond &
6 —m—0 oO— o+ (10.70)

Sim =0, Y? o Pcosf); d’aprés (10.62) et compte tenu de Pj(—u) =
(=1)!Py(u) on trouve a(l) = (—1)! et

Y"(0,¢) = (-1)'V"(r = 0,6+ ) ou V"(7) = (-1)'V"(—F)  (10.71)

10.4 Particule dans un potentiel central

10.4.1 Equation d’onde radiale

Nous allons utiliser les résultats précédents pour montrer que 1’équation de
Schrédinger a trois dimensions, qui est une équation aux dérivées partielles, se
raméne & une équation différentielle ordinaire lorsque le potentiel est central,
c’est-a-dire invariant par rotation

V() = V(7)) = V(r)



356 Physique quantique

Dans ce cas, comme 1’énergie cinétique est un opérateur scalaire, le hamilto-
nien total pour une particule de masse M
P2
H=_—+V(r 10.72
i H V() (10.72)

=

est invariant par rotation : [H,J] = 0. Dans notre probléme, seul intervient
le moment angulaire orbital, puisque les seuls opérateurs dont nous disposons
sont P et R

[H,L]=0 ou [H,L,)=[H,L,|=[H,L.]=0 (10.73)
@)

Dans l'espace L’ (R?), Popérateur énergie cinétique est proportionnel au la-

placien V?
= 1 02 1 1 0 0 1 02
—P? = (-iV)??’=V?=- — = | —= = [ sinf— — =
(=1v) r8r2r+r2 sin @ 00 s o0 +sin29 0>
(10.74)
en écrivant le laplacien en cordonnées sphériques. Comparant avec (10.49), on
reconnait dans la partie angulaire du laplacien I'opérateur L 2

1 02 1 -
Vi=-_—r——1L? 10.75
rorz 2 ( )
Cette équation confirme la relation de commutation [H, E] = 0, puisque
[L2, L] = 0 et que la partie radiale du laplacien, qui ne dépend pas des

angles, commute manifestement avec L. Nous pouvons donc écrire le hamil-
tonien (10.72)

116
"oy o o
Compte tenu de leurs relations de commutation, nous savons qu’il est possible
de diagonaliser simultanément H, L% et L.. Soit Y1m (7) une fonction propre
commune & ces trois opérateurs. Comme il n’existe qu’un seul harmonique

sphérique (1, m), si
Elem - l(l + 1)wlm et Lz¢lm - m¢lm

alors 1);,, doit étre proportionnel* a ym

L2+ V(r) (10.76)

Vi (1,6, 0) = fi(r)Y,™ (0, ¢) = Y"™(0,9) (10.77)

Il est commode de factoriser 1/r : w;(r) est la fonction d’onde radiale. Exa-
minons 'action de H sur ¥y,

11 92 ()+(l(l+1)

lem (T, 67 ¢) =

oM 7 wul r O 12 +V(T)> @} Y0, ¢)

4. Nous anticipons sur le fait, prouvé quelques lignes plus bas, que f; ne dépend pas
de m.
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L’équation aux valeurs propres
Hpym = Eihim

devient

1 d*  I(l+1)

2M dr? 2M 2

+ V()| w(r) = Eyw(r) (10.78)

La fonction d’onde radiale et I’énergie sont affectées uniquement d’un indice
I, et non m, car elles sont indépendantes de m d’apres (10.78). Chaque valeur
de D’énergie aura donc — au moins — une dégénérescence (21 + 1). Ceci aurait
pu étre prévu a partir de la relation de commutation [H, Ly] =0 : si

Hiyn = EimYim,

en utilisant un raisonnement analogue a celui qui nous a permis de montrer
que «a(l,m) est indépendant de m, on déduit que Ej,, est indépendant de m
(exercice 10.7.7). Pour chaque valeur du moment angulaire [, ou pour chaque
onde partielle [, nous avons réduit ’équation de Schrédinger & une équation
différentielle ordinaire dans la seule variable r. Suivant une tradition histo-
rique, les ondes partielles sont étiquetées s, p,d, f,g,h,. ..

[ =0 :onde s; [ =1:onde p; [ =2 :onded; l=3:onde f

et ensuite par ordre alphabétique : [ = 4 : onde g, etc. Dans chaque onde
partielle, ’équation (10.78) montre que le potentiel V(r) doit étre remplacé
par un potentiel effectif V(r) (figure 10.5)

1(1+1)

Vilr) = V() +

(10.79)

Le terme [(l + 1)/(2M7r?) est appelé terme de barriére centrifuge. Ce terme
est aussi présent en mécanique classique, ot ’énergie peut s’écrire
Lo o 1 2 2,2
E= §Mv +V(r) = §M(vr—|—w r*)+ V(r)
v, est la vitesse radiale et w la vitesse angulaire. Comme® [ = Mwr? et que [
est constant dans le cas d'une force centrale
2 1

oM 2 +V(r)= §Mv£ + Vi(r)

1
E:§va+

Le terme [?/(2M7?) correspond & la force centrifuge

d [ P 2
() = = MW
dr <2Mr2) M T

5. Suivant notre convention habituelle, les lettres minuscules désignent des quantités
classiques (nombres), ou des nombres quantiques.
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1(141)

2Mr2

F1G. 10.5 — Potentiel effectif. Les lignes en trait plein représentent les potentiels
V(r) et la barriére centrifuge I(I + 1)/(2mr?) et les tirets leur somme, le potentiel
effectif Vi(r) dans 'onde partielle de moment angulaire .

Ce terme tend a éloigner la particule du centre de force et correspond a un
potentiel répulsif. En mécanique quantique, on remplacera pour chaque valeur
de I Popérateur L2 par sa valeur propre [(I41), et au potentiel V (r) s’ajoutera
un potentiel répulsif I(I + 1)/(2Mr?).

Toutes les fonctions ¢, () de type (10.77) avec u;(r) solution de (10.78) ne
sont pas acceptables physiquement. En effet, si la fonction ¥, (7) représente
un état lié, elle doit obéir & la condition de normalisation

/d3r|wlm(f')|2 =1 (10.80)

Si Yy, () représente un état de diffusion, un comportement a Uinfini en onde
plane plus onde sphérique exp(=+ikr)/r est acceptable (¢f. (10.81)). Dans le cas
d’un état lié, I’équation (10.78) posséde en général a [ fixé plusieurs solutions :
en effet cette équation est identique a celle d’un probléme unidimensionnel
dans D'intervalle [0, +o0o[, car 0 < r < oo, le potentiel effectif étant le potentiel
Vi(r) (10.79). La fonction d’onde radiale et 1’énergie sont étiquetées par un
nombre quantique supplémentaire n’ : n’ = 0,1,2,... La fonction d’onde et
Pénergie seront notées wu,/(r) et E,/. Si le potentiel V(r) est suffisamment
régulier, on montre que n’ est égal au nombre de zéros, aussi appelé nombre de
neeuds, de la fonction d’onde radiale w,/ () (cf. § 9.3.3). Le nombre quantique
n’ classe les valeurs de I’énergie par ordre croissant

/ /
ny > ng = En'll >En/2[
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Nous verrons au chapitre 13 que les fonctions d’onde des états de diffusion
sont étiquetées par le vecteur d’onde k

e +ikr

r— oot () ~ e 4 (6, ¢) (10.81)

r

11 est possible d’analyser le comportement des fonctions d’onde w,/(r) pour
r — 0. En effet, dans tous les cas d’intérét physique, le terme de barriére
centrifuge est le plus singulier lorsque 7 — 0 et il controle le comportement de
U (1) dans cette limite. Si 'on suppose un comportement en loi de puissances®

r—0 : w(r)ocr®

et que l'on reporte dans (10.78), on obtient pour les deux termes les plus
singuliers en r®—2

+1) .5

1 a—2 -2
—ma(a—l)r +WT —0
ce qui implique
ala—1) =11 +1)
soit « = I+ 1 ou a = —I[. La seconde valeur est exclue car lintégrale

dans (10.80) divergerait a lorigine, sauf si [ = 0. Cependant, pour [ = 0,
une solution ug(r) o cste, soit ¥;(7) o< 1/r, bien que normalisable, n’est pas
acceptable car elle ne peut pas étre solution de I’équation de Schrédinger ; en
effet

1
V2= = —476(7)
r
En résumé le comportement des fonctions d’onde radiales pour r — 0 est
r—0 : u(r) ocrtt (10.82)

La fonction d’onde radiale s’annule & 'origine. Ceci peut se comprendre in-
tuitivement : comme 0 < r < 0o, tout se passe comme s’il y avait une barriére
de potentiel infinie & » = 0, et nous savons que dans ce cas (voir § 9.3.2)
la fonction d’onde doit s’annuler. Toutefois, les solutions en 7! peuvent étre
utiles dans la résolution de I’équation de Schrédinger lorsque I'on se trouve
dans une région ot r est strictement positif.

L’exemple de I'atome d’hydrogeéne, étudié dans la sous-section suivante,

conduit & redéfinir le nombre quantique radial

n—n=n"+1+1 (10.83)

6. La loi de puissances donnant le comportement a l'origine ne dépend pas du nombre
quantique n’ ou de k, et nous supprimons la dépendance en n/ ou en k.
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10.4.2 Atome d’hydrogéne

Les résultats de la sous-section précédente permettent d’aborder le calcul
des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde de l'atome d’hydrogéne, un
des quelques problémes physiques pour lesquels on dispose d’une solution
analytique. La masse M dans (10.78) est la masse de ’électron m., ou plus
exactement la masse réduite p (exercice 8.5.6)

memp
W= me t Me (10.84)
ot m, est la masse du proton. Nous conserverons néanmoins m. dans les
équations, afin de souligner l'ordre de grandeur (a 0.1 % pres!) de la masse
pertinente dans ce probléme. Le potentiel V' (r) est le potentiel coulombien
attractif entre ’électron et le proton

2

2
de €
V = ——— = — — ]_ . 5
(r) dmegr r (10.85)

et ’équation (10.78) devient

1 d® ii+1) e
T om. dr2 Q(m Tz) = | uni(r) = B un(r) (10.86)

Il est toujours conseillé en physique de rendre les équations adimensionnelles
par des changements de variables appropriés. Dans le présent probléme, 'unité
de longueur naturelle est le rayon de Bohr (1.41) ag = 1/(m.e?) et l'unité
d’énergie le Rydberg (1.42)7 Ry, = €%/(2ag) = mee?/2. Ceci suggere de définir
les quantités sans dimensions x et &,

2 Enl _ 2aO Enl

-
T = — = mer Enl = —— =
ao R e?

(10.87)

Dans la suite du calcul, nous nous limitons aux états liés pour lesquels E,; < 0
et donc €,; > 0, ce qui explique le choix du signe moins. Définissant également

Unl(l‘) = Un] (7‘) = unl(aox)

nous obtenons aprés simplification par (2m.a)~!

4 1(l+1) 2
2 T T | @) = —emn(@) (10.88)

Nous nous contenterons de déterminer la solution dans le cas [ = 0, c’est-a-
dire dans 'onde s, en renvoyant le cas général a 'exercice 10.7.9. Afin d’alléger
les notations, nous posons

Uno(z) = v(x) Eno = €

7. Rappelons que nous avons choisi un systéme d’unités ot h = 1 : si 'on rétablit &,
ap = h?/(mee?) et Roo = mee*/(2h?).
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(oo

D’apreés la sous-section précédente, nous savons que v(z) x x pour x — 0.
Cherchons le comportement dominant pour x — oo en négligeant le terme en
2/z. Nous avons alors®

t (10.88) devient

v(@) ~ exp(£v/e )

Le comportement en exp(y/¢ x) est inacceptable car la fonction d’onde ne se-
rait pas normalisable, en raison de la divergence exponentielle. Le seul compor-
tement possible est en exp(—y/ x). Afin de prendre en compte I'information
contenue dans le comportement & 'infini, définissons une nouvelle fonction

f(z) par

v(x) =e™* f(x) o’ =c¢
Ce changement de fonction transforme I’équation différentielle pour v(z) en
d*f daf
- _92a =0 10.89
12 wa f (10.89)

Cherchons pour f(z) un développement en puissances de x, sachant que
f(z) ocz pour x — 0

=> apa® (10.90)
k=1

L’équation (10.89) détermine une relation de récurrence sur les coefficients ay,

ik kE—1) akx —QaZkakxk 1+22akx =
k=1

En remarquant que pour k£ = 1 le premier terme de 1’équation précédente
s’annule et en réétiquetant k

i [k(k 4+ Dags1 — 2(ak — Dag] 21 =0 (10.91)
k=1

L’annulation du coefficient de z~! donne une relation entre ap+1 et ag

2(ak — 1)

k(k+1) “*

Ap4+1 =

Si l'on fixe arbitrairement aq, tous les aj se déduisent de aq. Pour &k > 1 la
relation de récurrence est approximativement

(2)"
!

8. En fait ce comportement n’est déterminé qu’a un polynéme multiplicatif preés.

2a
ak+1§?ak:>ak': ai




362 Physique quantique

et

o0 o0

2a)F
2 :akkaE :(k') alkaale%xz
k=1 k=1 :

Ce comportement entraine pour x — 0o

U(Jf) ~ eQame—am ~ aleaz
qui rend la fonction d’onde non normalisable. La seule facon d’éviter la diver-
gence exponentielle est que développement (10.90) s’arréte pour une valeur
entiére k£ = n, ce qui ne peut se produire que si an = 1. Les valeurs possibles
de ¢ sont donc étiquetées par un entier n
9 1

En=0a" = —
n2

et il en est de méme pour celles de I’énergie

met 1 R

L’exercice 10.7.9 montre que les énergies possibles pour [ # 0 sont de la forme

R
Enl:__zo n=1+1,1+2--- (10.93)
n
Les fonctions d’onde radiales v,,o(x) pour n = 1 et 2 des états liés de l'atome
d’hydrogéne dans l'onde s, normalisées a un, sont données par

vio(x) = 20e™ " (10.94)
1 T\ _./9
v(e) = 5 (1 - 5) e/ (10.95)

La fonction d’onde radiale de 'état n =2, I =1 (onde p) est

1
vor(x) = Wi x2e™o/? (10.96)

En conclusion, nous avons obtenu le spectre de l'atome d’hydrogene (fi-
gure 10.6). On remarque que les niveaux sont dégénérés, sauf dans le cas
n = 1. Pour une valeur donnée de n, toutes les valeurs de [ comprises entre
[ =0et ] =mn—1 sont possibles, et la dégénérescence est

n—1

G(n) = Z(?l +1)=n?

=0
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A
E (eV) spectre continu
0 £
B - B B -
=0 =1 =2 =3 =4
5s op 5d 5f 59
-1 L
4s 4p 4d 4f
_o | 3s 3p 3d
_3—+
2s 2p
4 |
13—+
1s

F1c. 10.6 — Spectre de 'atome d’hydrogéne et exemples de transitions possibles.

Cette dégénérescence est propre au potentiel coulombien. Le spectre de 1’élec-
tron externe d’un alcalin est qualitativement semblable & celui de ’atome
d’hydrogeéne (figure 10.7), mais il n’y a plus de dégénérescence. En méca-
nique classique, le potentiel coulombien présente aussi une particularité re-
marquable : il est le seul, avec le potentiel harmonique V (r) o< 72, pour lequel
les trajectoires se referment sur elles-mémes®. Dans les deux cas cette pro-
priété du mouvement classique, ainsi que les dégénérescences associées du
probléme quantique, ont pour origine une symétrie supplémentaire. Cette sy-
meétrie conduit & une loi de conservation supplémentaire, celle du vecteur de
Lenz dans le cas coulombien.

9. Les deux comportements peuvent étre reliés : ¢f. Basdevant et Dalibard [2001], cha-
pitre 11, exercice 3.
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F1G. 10.7 — Spectre de I'atome de sodium et exemples de transitions possibles.

10.5 Distributions angulaires
des désintégrations

10.5.1 Rotations de 7, parité, réflexion par rapport
a un plan

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier les désintégrations d’une
particule C' en deux particules A et B

C—A+B (10.97)

Nous choisissons un référentiel d’inertie ou la particule C est au repos; les
particules A et B partent donc avec des impulsions opposées p’ et —p respec-
tivement. Les processus (10.97) comprennent les désintégrations (ou transi-
tions) radiatives, avec émission d’un photon : un niveau excité A* d’un atome,
d’une molécule ou d’un noyau atomique émet un photon ~ tandis que le sys-
téme passe dans un niveau d’énergie inférieure A, qui peut étre ou non ’état



10. Moment angulaire 365

fondamental
A" — A+~ (10.98)

Les états A* et A peuvent aussi correspondre a des particules différentes,
comme par exemple dans la désintégration

20— A4y (10.99)

oil les particules X9 et A sont des particules neutres formées d’un quark up,
un quark down et un quark étrange (exercice 10.7.17).

L’invariance par rotation du hamiltonien responsable de la désintégration
entraine la conservation du moment angulaire, ce qui conduit a des contraintes
sur les amplitudes de désintégration et & des conséquences importantes sur la
distribution angulaire des particules finales. Si le hamiltonien responsable de
la désintégration est invariant par parité, ce qui est le cas pour les interac-
tions électromagnétiques et fortes, mais non pour les interactions faibles, on
obtiendra des contraintes supplémentaires. Il est commode d’introduire I'opé-
rateur ), produit d’une rotation de 7 autour de I'axe Oy et de 'opération
parité IT (§ 8.3.3)

Y =e '™y Y=Y=e "Il =Ie " (10.100)

Cette opération n’est autre qu'une réflexion par rapport au plan Oz : ) est
Iopérateur de réflexion par rapport & ce plan. Etudions tout d’abord ’action
de Y. Cet opérateur transforme J, en —J,, J, en —J, et laisse J, inchangé

YUY = —J, YL = —J4 (10.101)
Examinons l'action de Y sur un état |jm)
J(Y|jm)) = =Y I.|jm) = —m(Y]jm))
L’état Y|jm) est donc égal & |j, —m) & un facteur de phase prés
Y|jm) = et |j, —m)

car Y est unitaire et conserve la norme. Ce résultat n’est pas surprenant car
Paction de Y équivaut a renverser la direction de l'axe de quantification du
moment angulaire. Suivant une stratégie déja mise en ceuvre dans le cas de la
parité, on utilise 'action de J, pour relier a(j,m) a a(j,m + 1)

J1Y|jm) = e U™ Jy[j, —m) = Vj(j + 1) = m(m — 1) ¢'*U™ |j, —m 4 1)

~YJ_|jm) = =V/j(j +1) = m(m —1) Y]j,m — 1)

= GG+ D) —m(m = 1) ™G [ 1 1)

soit
elalim=1) — _gia(jm)
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Comme Y est une rotation de 7, Y2 est une rotation de 27, Y2 = (—1)% et
Y2|jm) = e?eUmeialmmm)|jm) = e U (—1)27 | jm) = (=1)* |jm)
d’ott les deux solutions possibles

eia(j,m) — (_1)jfm ou eia(j,m) — (_1)j+m

Les deux solutions sont identiques pour j entier, et pour j = 1/2 on vérifie
sur (10.38) que la premiére solution est la bonne; on peut montrer que c’est
aussi le cas pour tout j demi-entier. En fin de compte

Yljm) = (<1 "lj,—m) Y ~ljm) = (1)F"]j,—m)  (10.102)

10.5.2 Transitions dipolaires

Nous examinons dans cette sous-section les transitions radiatives du
type (10.98). Revenons tout d’abord sur la description de la polarisation d’un
photon que nous avions étudiée au chapitre 3, en la replacant dans le cadre
général du moment angulaire. Nous avions déterminé le générateur infinité-
simal des rotations de la polarisation lorsque la rotation se faisait autour de
la direction de propagation, prise comme axe Oz. Dans la base des états de
polarisation linéaire |x) et |y), ce générateur infinitésimal est donné par (3.26)

0 —i
o (03)

En effet nous avons vu en (3.29) que exp(—i0%,) effectue une rotation d’angle
0 de la polarisation dans le plan 2Oy, et on peut identifier 3, et la com-
posante z du moment angulaire du photon : ¥, = J,. L’action de l'opéra-
teur exp(—i0X,) sur les états de polarisation circulaire droite |D) et gauche
|G) (3.11) est d’apres (3.29)

exp(—i0%.)[D) =e7D)  exp(~i6%.)|G) = '’|C)

ce qui prouve que les états | D) et |G) ont des nombres quantiques magnétiques
m = 1 et m = —1 respectivement'C. Par ailleurs la description du champ élec-
tromagnétique par un potentiel vecteur montre que le photon a un caractére
vectoriel, et donc un spin 1, ce qui permet lidentification de |D) et |G) avec
des états [jm) (figure 10.8)

D) =|j =1,m=1) = [11) Gy =|j=1,m=—1)=[1,-1) (10.103)

I’axe de quantification Oz du moment angulaire étant pris le long de la di-
rection de propagation du photon. La valeur de m est appelé [’hélicité du
photon : m = +1 correspond & une hélicité positive, m = —1 a une hélicité

10. Un argument équivalent consiste & remarquer que 3.|D) = |D) et que X.|G) = —|G).
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D) = [11) G)=1-1)
Fi1G. 10.8 — (a) Polarisation circulaire droite (b) Polarisation circulaire gauche.

négative. Comme & un moment angulaire 1 correspondent trois valeurs pos-
sibles du nombre quantique magnétique, m = +1, m = 0, m = —1, on peut se
demander ce que devient la valeur m = 0 dans le cas du photon. Une analyse
générale due & Wigner montre que, pour une particule de masse nulle et de
spin j, les seules valeurs propres permises de J, sont m = j et m = —j, l'axe
Oz étant pris le long de la direction de propagation de la particule. Lorsque
la parité n’est pas une symétrie du hamiltonien, les deux valeurs possibles
sont indépendantes : si le neutrino avait une masse nulle!!, le neutrino, par-
ticule de spin j = 1/2, aurait toujours m = —1/2, et Uantineutrino, particule
différente, m = +1/2. Les interactions du photon, qui sont les interactions
électromagnétiques, conservent la parité, ce qui fait que la méme particule
peut avoir m =1 et m = —1.

Reste a vérifier que la définition (10.103) correspond bien & une base stan-
dard du moment angulaire. Nous allons utiliser 'opérateur ¥ = exp(—irJy)
qui change la direction de propagation du photon, 'axe Oz restant inchangé.
Son action sur les états de polarisation linéaire est (figure 10.9)

Vi) = —|z) Yiy) =ly)

On en déduit P'action sur les états de polarisation circulaire |D) et |G) (3.11)

1 . 1 .
VD) =¥ | S (leh i) | = (k0 - i) =16) (100
La phase relative des états |D) et |G) correspond bien a celle d’une base
standard puisque d’aprés (10.102)

Y|D) =Y[1,1) = (=)L, -1) = |G)

Le choix (3.11) est aussi confirmé par le fait que |D) et |G) sont donnés par
les mémes combinaisons que les composantes sphériques 71, 71 et 7o (10.64)
de 7.

11. Ce qui a longtemps semblé probable, mais a été contredit par ’expérience : exer-
cice 4.4.6. et note 4 du chapitre 1.
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F1G. 10.9 — Action de Y sur les états de polarisation linéaire.

Appelons p I'impulsion du photon, que nous choisissons comme axe Oz,
soit |jm) I'état de moment angulaire de A* — on dit souvent que I'état excité
aun spin j —, [7/m’) Pétat de moment angulaire du niveau final A, ou spin du
niveau final A, et |1u) celui du photon. En raison de 'invariance par rotation,
le moment angulaire est conservé dans la transition

J=J+S+1L

ot S est le spin du photon et L le moment angulaire orbital. La projection de
cette équation sur Oz donne

m=m'+pu+my

Il est facile de se convaincre que le nombre quantique magnétique du moment
angulaire orbital est nul : m; = 0. En effet, la fonction d’onde spatiale du
photon est une onde plane

eiﬁ-f‘ _ eipz
qui est invariante par rotation autour de Oz : la composante suivant Oz
du moment angulaire orbital doit étre nulle. On peut aussi remarquer que
d’apres (10.47)

. o .
L.eir? — _i_elprcos9 =0
z a¢
La conservation du moment angulaire suivant Oz donne donc
hoton droit final m=m'+1
P , (10.105)
photon gauche final m=m'—1

Si A et A* ont un spin nul (j = j/ = 0), alors m = m’ = 0 et les équa-
tions (10.105) n’ont pas de solution : il n’y a pas de transition radiative & un
seul photon j = 0 — j' = 0, souvent appelée transition 0 — 0. Les transitions
radiatives 0 — 0 ne sont possibles qu’avec I’émission d’au moins deux pho-
tons, et la probabilité d’une telle transition est défavorisée par une puissance
de la constante de structure fine o ~ 1/137.
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Un cas plus intéressant, et qui se présente souvent en pratique, est celui
ot j =1 et 5/ = 0. Si le photon est émis suivant Oz avec une hélicité pu = +1,
deux cas sont possibles, compte tenu de j' =m’ =0

photon droit final m =1 p=1 (10.106)
photon gauche final m=-1 p=-1 (10.107)

Soit a 'amplitude de probabilité de (10.106), b celle de (10.107). Il faut bien
comprendre qu’il s’agit de I'amplitude de probabilité d’une transition, ana-
logue a celle calculée en (9.149), et non des amplitudes de probabilité telles
qu’elles sont définies dans le postulat IT du chapitre 4. Le module carré d’une
amplitude de transition donne la probabilité de transition par unité de temps.
Les amplitudes a et b peuvent étre vues comme les éléments de matrice d’un
opérateur T', appelé matrice de transition, calculable, au moins formellement,
en fonction du hamiltonien et qui a les mémes symétries que le hamiltonien.
Anticipant sur ce qui va suivre, on définit un angle 6 qui est I’angle entre la
direction d’émission prise dans le plan Oz du photon et 'axe Oz, et on écrit

les amplitudes de transition a et b (dans (10.105) m’ = 0 puisque j' = 0))
a=(D,0=0|T|j =1,m=1) = (D,d = 0|T|11
(.6 = 0[] )= (D0 =0Ty .
b=(G,0=0|T|j =1,m=-1)=(G,0 =0|T|1,-1)

Si la parité est une symétrie du hamiltonien responsable de la transition, T’
commute avec ) (10.100) : comme les deux amplitudes a et b correspondent a
des transitions qui se déduisent I'une de I'autre par une réflexion par rapport
au plan zOz (figure 10.10 (a) et (b)), on doit avoir |a| = |b|]. Pour déterminer
la phase dans cette relation, on utilise

a=(D,0=0Y'TY|1,1) = n,nana-(G,0 = 0|T|1, 1)
= Nynana-b (10.109)

ol x = £1 est la parité d’une particule X : sila particule X a une impulsion
P et que Pon écrit son vecteur d’état | X, p)

11X, p) = nx|X, —p) (10.110)
La description du champ électromagnétique par un potentiel vecteur, qui est
un vecteur polaire, montre que la parité du photon est n, = —1. Soit n =
nana-; il y a deux cas possibles
1. n=-—1 a="b
2. n=+1 a=—b

Nous allons montrer que le premier cas est celui d’une transition dipolaire
électrique, le second celui d’une transition dipolaire magnétique!?, par com-
paraison avec le cas classique le plus simple, le rayonnement d’une charge

12. Ce résultat dépend des conventions de signe utilisées pour les états |D) et |G); on
trouve le signe opposé dans Feynman et al. [1965], volume III, section 18.1, en raison d’une
convention de signe différente dans la définition de |D).
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F1G. 10.10 — Emission de photons avec 77 || Oz. Les amplitudes (a) et (b) se dé-
duisent l'une de l'autre par réflexion par rapport au plan xOz. (c) Polarisation
linéaire du photon final. La charge ¢ effectue un mouvement oscillant le long de Oz.

se déplacant le long de Oz avec un mouvement harmonique. Le moment an-
gulaire classique de cette charge par rapport & l'origine, et en particulier sa
composante suivant z, est toujours nul, et le cas quantique se rapprochant le
plus de cette situation est celui ou I'état excité A* posséde un moment an-
gulaire nul suivant Oz, c’est-a-dire qu'il est dans I’état [j = 1,m = 0). Afin
de comparer la distribution angulaire du photon avec celle du rayonnement
classique, il nous faut envisager le cas o 'angle d’émission du photon 6 # 0,
létat initial de Patome étant [10). On obtient I'état |D, ) (resp. |G, 0)) du
photon par une rotation d’angle 6 autour de Oy a partir de |D, 60 = 0) (resp.
|G7 0= 0>)

|D7 9> = U[Rﬁ(e)”D? 0= 0>
G, 0) = U[Ry(6)]/G, 6 = 0)
L’amplitude d’émission dans la direction #, par exemple pour un photon droit
et un état initial [j = 1,m = 0), est
aB=o(0) = (D,0|T|10) = (D,0 = 0|UT[R4(6)]T|10)
= (D,0 = 0|TU'[R;(6)]|10)
(D,0 = 0|T[11)(11|UT[R4(6)]|10)

(1) a

=ady, (f) = — sinf 10.111
5o =7 (10.111)
Nous avons utilisé I'invariance par rotation de 7', introduit un ensemble d’états
intermédiaires dans le sous-espace j = 1, > |1m)(1m| et obtenu I'’élément de
matrice de rotation grace a (10.39). Un calcul analogue donne pour I’émission
d’un photon gauche

_ b
a=0(0) = bdV, (0) = i sin (10.112)
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Si la polarisation finale est linéaire, on peut la décomposer sur les états'® |z)
polarisés dans le plan Oz et |y) polarisés suivant Oy (figure 10.10 (c))

0= (-D+6) W= —=(1D)+16) (10.113)

on déduit

a=%(0) = (x,0|T|10) = —%(a +b)sind
. (10.114)
al"=(0) = (y,0|T|10) = %(a — b)sing

Dans le cas dipolaire électrique a = b les photons sont polarisés suivant Ox ;
dans le cas dipolaire magnétique ils sont polarisés suivant Oy. C’est bien ce qui
correspond au cas classique : si I’on prend par exemple une charge animée d’un
mouvement d’oscillation harmonique suivant Oz, avec un moment angulaire
nul suivant Oz, le rayonnement est polarisé dans le plan xOz. Au contraire,
un dipdle magnétique donnerait un rayonnement polarisé suivant Oy. Une
transition dipolaire électrique correspond a n = —1, et donc a un état initial et
final ayant des parités opposées, tandis qu'une transition dipolaire magnétique
correspond & un état initial et un état final ayant la méme parité. Dans les
deux cas la distribution angulaire est en sin? 6.

10.5.3 Deésintégrations : cas général

Revenons a la désintégration générale a deux corps (10.97), en appelant
ja, jB et jo les spins des particules A, B et C. Définissons les amplitudes de
transition pour un état initial [jome) de la particule C vers les états finaux
|[7ama) et |jgmp) des particules A et B, et supposons la particule A émise
avec une impulsion p' dirigée suivant une direction (6, ¢)

UGy (0,0) = (mamsp; (0, ¢)|Tme) (10.115)
Si la particule A est émise dans la direction p = (0, ¢), 'état
Imamg; (0, ¢)) = U(R)|mamp; (0 =0,¢ = 0))

est le transformé de |mamp; (0 = 0,¢ = 0)) par la rotation (6, ¢) qui améne
laxe Oz sur la direction p. I faut souligner que, dans cet état, nous avons
choisi I'axe de quantification du moment angulaire suivant p, et que my4 et
mp sont les valeurs propres de (f - p), et non J, (figure 10.11). Lorsque la
particule A est émise dans la direction Oz : 8 = ¢ = 0, la conservation de la
composante z du moment angulaire implique, comme dans le cas de la sous-
section précédente, que mc = ma + mp. Les seules amplitudes de transition
non nulles sont

bmamy = (mamp; (0 =0,¢0=0)|T|mc =ma +mp) (10.116)
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F1G. 10.11 — Désintégration C — A + B.

En reprenant le raisonnement utilisé dans (10.111)

amS iy (0,0) = (mamp; (0, 9)|T|mc)
(ma,mp;(0=0,¢=0)U(R)T|mc)
(ma,mp; (0 = 0,6 =0)|T|me =ma+mp)

x (mg = ma+mplUT(R)|mc)
= b (DS sms (6:9)) (10.117)
= by Ay oy (0) €77 (10.118)

Si la parité est conservée dans la désintégration

bmasms = (ma,mp; (0 =0,¢=0)| YV TY|mc =ma+mp)
= (=1 g (10.119)

ol 11 = nanpnc est le produit des parités des trois particules. La conservation
de la parité divise par deux le nombre d’amplitudes indépendantes. Les am-
plitudes définies dans (10.118) sont appelées amplitudes d’hélicité. Toutefois,
il faut prendre garde au fait que I'axe de quantification du moment angulaire
de la particule B est souvent pris suivant la direction de son impulsion, soit
—p, ce qui fait que mp — —mp. Les nombres quantiques magnétiques m 4 et
—mp (avec notre définition) sont les hélicités des particules A et B.

13. Les états |z) et |y) sont définis par rapport a la direction p de propagation : fi-
gure 10.10(c).
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10.6 Composition de deux moments angulaires

10.6.1 Composition de deux spins 1/2

Nous avons construit au § 6.1.2 I'espace a quatre dimensions H; ® Ho
produit tensoriel des espaces a deux dimensions de deux spins 1/2, Sy et S,.
Une base possible de cet espace est formée des vecteurs propres |e1e3), € = +,
de Si, et de Sy,

+4+), [+-), |—+) et |——) (10.120)
Les propri¢tés physiques diagonales dans cette base sont S2, 52, S, et So.
= 3
Stleres) = 1 le1e2) Si:lere2) = e1]erea) (10.121)
= 3
Sileres) = 1 le1e2) Sy:le1e2) = ealerea) (10.122)

Cette base correspond au choix suivant d’un ensemble complet d’opérateurs
compatibles : {52,52, 5., S5.}. Il est possible de former une autre base inté-
ressante en considérant le moment angulaire total S obtenu en additionnant
§1 et §2 . .

§=25+5, (10.123)
S est bien le moment angulaire total, car il permet de construire le générateur
infinitésimal dans l’espace produit tensoriel H; ® He d’une rotation R (0)
d’angle 6 autour d'un axe n

U(Ra(6)) = e 051 ¢ =i0(52n) — o —i0(52) (10.124)

olt nous avons utilisé [S1, 53] = 0. Comme S? et S3 sont des opérateurs

=

scalaiﬂres,ﬂ ils commutent avec S, et un autre ensemble d’opérateurs compatibles
est {S7,52,592, 5.} ; nous vérifierons ultérieurement que cet ensemble est aussi
complet. Cherchons les vecteurs de base de ce nouvel ensemble. Posant |1,1) =
| ++) on vérifie

52‘171> = |1’1>

S¢l1,1) = (Si4 + S24)|++4) =0

S_IL1) = (S1-+ S )|+ +) = |+ )+ —+) = V21,0)
Cette derniére équation définit le vecteur unitaire |1,0), qui vérifie
1
8:[1,0) = (S1: + S2:) = (1 + =)+ = +)) =0
1,0) = (512 + S2:) 7 [+ 1=+
Enfin
1
S-IL0) = (S1-+52) 75 (I+=+1-4) =v2I--)=Vv2[1,-1)
5.1, —-1) = —|1,-1) S_]1,-1)=0
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Ces équations montrent que les trois vecteurs

{|1’ 1>7 ‘17O>’ ‘17 _1>}

forment une base standard pour un moment angulaire 1. Il suffit de vérifier
les propriétés de la base standard pour S, et S_, car S, = ST et §2 =
$(S4S_ +S_5,) + S2. Le calcul ci-dessus montre que I'on a bien construit
une base standard, par exemple

S-11,1) = Vj(j + 1) =m(m — 1) [1,0) = V2 |1,0)

Il faut enfin, pour obtenir une base de H; ® Ho, construire un quatriéme
vecteur orthogonal aux trois autres

L
V2

Ce vecteur n’est autre que le vecteur |®) (6.15). Ce vecteur étant invariant
par rotation correspond & un moment angulaire zéro, et on peut vérifier ex-
plicitement que

0,0) = —= (1+ =) =1 = +))

5.10,0) =0 5410,0) =0

En résumé, en composant deux moments angulaires 1/2, nous avons obtenu
un moment angulaire s = 1 et un moment angulaire s = 0. Une base standard
de S? et de S, est formée des vecteurs correspondant & s = 1

11,1) =|++)
s=1 11,0) = % (| + =)+ —+>) (10.125)
1L,-1)=]--)
et as=
€

s=0  [0,0)= (| +-)— | —+>) (10.126)

7
Comme nous avons trouvé quatre vecteurs orthogonaux, ces vecteurs forment
une base de H1®Hs et I'ensemble des opérateurs compatibles {512, 522, 52, S.},
ou simplement {§ 25,1}, est bien complet. Les états s = 1 sont appelés états
triplets et I'état s = 0 état singulet.

Comme application, retrouvons les résultats de lexercice 6.6.4, ot nous
avions a diagonaliser U'opérateur (&7 - 02). Cet opérateur est diagonal dans la
base {S2,5.}. En effet

§2= (G +)? =

1
—
DO W

& -y (10.127)

=~

ou
GGy =282 31 =[2s(s+1)—3]I
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L’opérateur &7 - &5 est égal & I dans I’état triplet et & —317 dans ’état singulet.
On en déduit les projecteurs Py et Py sur les états triplet et singulet

Po+Pr=1 G102 =—-3Py+P1
d’ott 1
(1—51 0_"2) Pl = 1(34-5'1 0_"2) (10128)
L’opérateur &1 -02 est un opérateur scalaire qui commute avec S , mais non avec
les opérateurs de spin individuels S7 et S3. On remarque aussi que les états
triplets sont symétriques (c’est-a-dire qu’ils ne changent pas de signe) dans

la permutation des spins 1 et 2, tandis que ’état singulet est antisymétrique
dans cette permutation.

Po =

] =

10.6.2 Cas général : composition de deux moments
angulaires J; et Jy

Nous allons généraliser ce qui précéde a la composition de deux moments
angulaires Jy et fg Le raisonnement utilisé en (10.124) peut étre répété pour
montrer que J = Jy+Jo est le moment angulaire total. Suivant la sous-section
précédente, nous construisons ’espace produit tensoriel & (251 +1) X (2j2+ 1)
dimensions

E=E(h)®E(j2)

Une base possible de cet espace est constituée des vecteurs propres
|j1jamama) = [jima) @ |jama) (10.129)
communs a J?, J_g, Ji. et Jo,

(71 + 1) |j1j2mims)

T2 jrjemims) = ji
= J2(j2 + 1) [j1j2mimsz)
=m
=m

j22|j1j2m1m2
Jiz|71jamime

J2z |71 jamame

1 [J1j2mima)

2 |j1jamima)

-~ -~ —

Cette base correspond a l’ensemble complet d’opérateurs qui commutent
{E,E,le,hz}. Nous allons construire une autre base de &, celle ou les
opérateurs {j%, f;, J2, J.} sont diagonaux. Nous partons des deux observa-
tions suivantes.

e Tout vecteur |j1jomime) est vecteur propre de J, avec la valeur propre
m = mi+ ms.

e Si une valeur de j est possible, on doit avoir par application de J; et
J_ une série de (2j+ 1) vecteurs [jm). A priori, on pourrait méme avoir
plusieurs séries de vecteurs de ce type, et nous noterons N(j) le nombre
de ces séries pour une valeur de j donnée.



376 Physique quantique

[} [} [} ? [} [} [}
F1G. 10.12 — Composition de deux moments angulaires.

Soit n(m) la dégénérescence de la valeur propre m de J,. Comme m apparait
si et seulement si j > |m|, on aura (figure 10.12)

j=|m]

et par conséquent
N(j) =n(j) —n(G +1)

Mais n(m) est égal au nombre de couples (mq,ms) tels que m = my + mo.
En supposant par exemple j; > jo

0 si |m|>j1+j2
n(m)=4q ji+je+1—|ml si j1—j2< m<ji+j2
2jo + 1 si 0< |m|<j1—72

On en conclut

N(j) =1 pour ji1 —j2 <j<ji+jo

et N(j) = 0 dans tous les autres cas. Pour tenir compte du cas jo > j1, il
suffit de remplacer (j; — j2) par |j1 — j2|- Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant.

Théoréme de composition des moments angulaires. Dans ’espace produit
tensoriel £ = £(j1) ® E(j2)

1. Les valeurs possibles de j sont
1 —Jals lj1 —Jaf + 1, -oon e Jitie—1 ji+ 2 (10.130)

2. A chaque valeur de j correspond une seule série de vecteurs propres
ljm)

T2|jm) = j(j + 1)|jm) J.|jm) = m|jm) (10.131)
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11 est instructif de vérifier que la dimension de £ est bien correcte (j1 > j2)

dim & = > @i+
J1—72<7<j1+j2
= (1 +72)U1 +i2+1) = (1 —j2 — V({1 — j2) + (j1 + J2)
—(1—j2—-1)
= (21 +1)(252+1)

On passe de la base orthonormée |j;j2mims) & la base orthonormée |jm) par
une transformation unitaire. Les éléments de la matrice unitaire qui effec-
tue cette transformation sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan (C-G)
Cgﬁljfﬂzﬂm
gm) =" Y Ol mlitjzmims) (10.132)

mi+mo=m
qui ne peuvent étre différents de zéro que si m = mq + ma et |j1 — jo| < j <
j1 + j2- On choisit la convention de phase suivante

Cﬁffng;j,m:j réel > 0
et on peut alors montrer par application de J_ que tous les C-G sont réels. Les
coefficients de Clebsch-Gordan sont les éléments d’une matrice unitaire réelle,
les indices matriciels étant (mimg) et (jm). Ils vérifient donc les conditions
d’orthogonalité

Ji J2
Yo D Ol Clmame = 0 Omm (10.133)
mi=—7j1 me=—j2
et inversement
Jitjz2 J o .
DD OOl i = St Sy (10.134)
J=lji—jel m=—j
Les équations (10.125) et (10.126) donnent des exemples de C-G
1
%;10 - \/5
Comme application de la composition des moments angulaires, étudions le
couplage spin-orbite : en raison d’effets relativistes, le moment angulaire or-
bital et le spin d’un électron atomique, par exemple I’électron de ’atome
d’hydrogéne ou I’électron de valence d’un alcalin, ne sont pas indépendants,

comme nous le verrons au § 15.2.2. Le moment angulaire total de 1’électron
est la somme de son moment angulaire orbital L et de son spin S

| o=

c =1 c

;11

BJ= pof=
[SIEINIT
[N

J=L+S5 (10.135)
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Les valeurs possibles de j sont donc j =1+ 1/2et j =1—1/2 (sauf sil =0,
auquel cas j = s = 1/2). Le moment angulaire orbital et le spin sont couplés
par un potentiel spin-orbite

Vio(r)=V(r)L-§ (10.136)
Ce potentiel prend des valeurs différentes selon que j =1+1/20uj=1-1/2;
en effet

= —

(L+8?=J2=L*+S*+2L-

105)

soit
L-S= %[j(j—kl)—l(l—i—l)—s(s—kl) (10.137)

ce qui donne pour le potentiel spin-orbite

sVl s j=141)2
m(ﬂ-{_gv(r)(z“) D i—i-1)2 (10.138)

10.6.3 Composition des matrices de rotation

La loi de composition des moments angulaires se refléte dans une loi de
composition des matrices de rotation. Considérons les éléments de matrice de
Vopérateur de rotation U(R) entre les états |jm) et |jm') du type (10.132)

(Gm|U(R)|jm’) = DY) (R)
=> > Ot maiim Conil g s (T172mama|U (R) | jr j2miymy)

mimz m’ml

Dl (R) = 3 37 Ot i Conlty o D (RODE), (R (10.139)

mima mim}

Compte tenu des relations d’orthogonalité (10.133) et (10.134) des C-G, on
peut inverser (10.139)

JitJ2 o o o)
’2(R) = Z Cﬁf?nz;jmcﬁijilé;jm'Dnjzm/(R) (10'140)

|71—J2|
Cette équation peut étre interprétée de la maniére suivante : dans l'espace
E(j1) ® E(j2), on forme la matrice A(R), produit tensoriel de DU (R) et
D2)(R)

_ pli (42)
Amlmz;mim’z (R) =D} (R) ® szm'2 (R)

mim/}
Par un changement de base effectué grace & une matrice unitaire dont les

éléements sont les coefficients de C-G G777 la matrice

A'(R) = CA(R)C™!
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devient une matrice diagonale par blocs

DUti2) 0 .0
C’A('R)C_l B 0 pUiti2—1)
0 0 DUir—iz

En termes mathématiques, ceci s’appelle réduire le produit de deux représen-
tations DUV et D2) du groupe de rotation en composantes irréductibles

D(jl) ® D(jz) _ D(j1+j2) + D(jl*jz*l) et D(Ul*sz (10.141)

10.6.4 Théoréme de Wigner-Eckart (opérateurs scalaires
et vectoriels)

Nous avons donné en (8.33) la définition d’un opérateur scalaire S : ¢’est
un opérateur qui commute avec J : [S,.J| = 0. Examinons les éléments de
matrice (7'm’|S|jm) de S dans une base standard du moment angulaire

S, 2] =0=j = [S,J.]=0=m'=m
De plus
[S,J1] = 0= (jm|S|jm) = (j||S||j) indépendant de m (10.142)

La quantité (j||S||j) est appelée élément de matrice réduit de S.

Nous passons maintenant aux opérateurs vectoriels \7, dont nous avons
donné la définition en (8.34) : les composantes cartésiennes Vi, d’un opérateur
vectoriel se transforment par rotation suivant la loi

UNR)VAU(R) =Y R Vi (10.143)
l

En considérant des rotations infinitésimales nous en avions déduit les relations
de commutation avec les composantes du moment angulaire

e, VIl =1 epVp (10.144)
p

Les équations (10.143) et (10.144) sont strictement équivalentes et peuvent
servir 'une comme 'autre pour définir un opérateur vectoriel. Il est commode
d’utiliser les composantes sphériques V, de V'

1 1
Vi=——(Vu + iV Vo=V, Vo= —
1 ( y) 0 1 \/§

7 (Vy —iV,)  (10.145)
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Ces composantes sont aussi appelées composantes standard de V car dans
le cas ou V est lopérateur position, V= R les composantes rl,ro et 7_1
du vecteur 7 ne sont autres que les harmoniques sphériques Y1 et Y a un
facteur \/3/4m prés (cf. (10.64)). Ceci implique d’aprés (10.65) la loi de trans-
formation
(RiYm = > DY) (R )iy (10.146)
o

La loi de transformation des composantes sphériques de V est donc'*

U(R)V,U(R Z DR (10.147)

On pourrait naturellement vérifier cette expression en utilisant les formules
explicites pour D) et la définition des composantes sphériques.

Notre objectif est de relier les éléments de matrice des diverses compo-
santes d’un opérateur vectoriel entre des états |jm). Pour ce faire, examinons
les propriétés de transformation par rotation du vecteur |1jgm) = V,|jm)

U(R)[1jgm) = U(R)V,UT(R)U(R)|jm)
= Z D(l) Dg?m(R)qu’m’)

Les vecteurs |1jgm) se transforment par rotation exactement de la méme fagon
que les vecteurs [j1jamims) avec j1 = 1,j2 = j,m1 = ¢,ma2 = m. On peut
donc construire des vecteurs

i)=Y Comgm [Liam) (10.148)

m-+q=m

qui se transforment par rotation suivant la loi
jiit) = D)
m/

Cette équation montre que les vecteurs |Jm) forment une base standard de
Pespace £(7), a un facteur global multiplicatif prés. Ces vecteurs ne seront pas
en général normalisés & un, mais ils auront une norme identique, quel que soit
m

(Gm|7m') = 035 0 a(])
Inversant (10.148)

j+1
. 1 -~
Vyljm) = [1gjm) = > C.J - nlim)
j=i-1

14. On remarquera que 'ordre U, UT, ainsi que 'ordre des indices, sont différents de
ceux de (10.143).
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d’ont
('m|Vylgm) = Zijnjm ('m |1 )
= chznjmég 30mmB(7"s 3) = Copnsgo e B )
J

Deéfinissant ’élément de matrice réduit (5'||V,||j) par

GIvIlg) =BG 4)

on obtient le théoréme de Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels

(G'm! [Valim) = Copirmr (G1IVI1) (10.149)
Toute la dépendance dans les nombres quantiques magnethues m,m’ et g
est contenue dans le coefficient de Clebsch-Gordan C’qm y m,, que l'on trouve

dans des tables. A j fixé, les seules valeurs possibles de j’ sont j' = j —
1, j, j + 1. Ce théoréme se généralise aux opérateurs tensoriels irréductibles :
voir ’exercice 10.7.18.

Comme application, calculons les éléments de matrice d’'un opérateur vec-
toriel lorsque j = j’, en utilisant le fait que J est un opérateur vectoriel dont
les éléments de matrice obéissent a (10.149)

(/| Jglgm) = Cp2 s (Il T115)

Il en découle une relation de proportionnalité pour les composantes carté-
siennes Vj,
(G [Vi|jm) = K (jm’|Jy|jm)

Pour évaluer la constante K, nous calculons le produit scalaire J -V, qui est
un opérateur scalaire

Gml(J - V)lgm) = > (GmlJelgm”) (im" |Vic|jm)

k,m”
=K Y (jmlJilim”)(Gm" [ Je|jm)
k,m”

= K (jm|J?|jm) = K j(j + 1)

En combinant ces équations on obtient pour les éléments de matrice de Vi

(jm|Vi|jm) = GIT - V)Y G| Tl jm) (10.150)

1
i +1)

Comme (J - V) est un opérateur scalaire, (jm|(J - V)|jm) est indépendant de
m et égal & 'élément de matrice réduit (j]|(J - V)||5).
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10.7 Exercices

10.7.1 Propriétés de J

Vérifier par un calcul explicite que [fz, J.] = 0. Vérifier également les identités (10.5)
a (10.9).

10.7.2 Rotation d’un moment angulaire

Soit R la rotation (10.30) d’angles (0, ¢). Vérifier que le vecteur
U(R)|jm) = e 71?7z e 7100 |jm)
est vecteur propre de 'opérateur
Jysin@cos ¢ 4 Jysinfsing + J. cos = J-h

avec la valeur propre m; 7 est le vecteur unitaire dans la direction (6, ¢). Suggestion :
adapter (8.29).

10.7.3 Rotations (0, ¢)

Montrer que l’on peut écrire la rotation (10.30) R(0, ¢) sous la forme
R(0,¢) = Ry (0)R=(4)

ot Oy’ est I'axe obtenu a partir de Oy par une rotation de ¢ autour de Oz. Suggestion :
montrer

Ry (0) = Rz(#)Ry (0)R=(=¢)

10.7.4 Moments angulaires 3 = % et =1

1. Retrouver a partir de (10.23) les opérateurs Sz, Sy et S. du spin 1/2.

2. Toujours & partir de (10.23), calculer les matrices 3 x 3 représentatives de Jz, Jy et J.
pour le moment angulaire j = 1.

3. Montrer que pour j = 1, Jg, Jy, J. sont reliés aux générateurs infinitésimaux (8.26)
T, Ty, T, par la transformation unitaire qui fait passer des composantes cartésiennes de 7
a ses composantes sphériques (10.64) : J; = UTT;U avec

Sl
-

4. Calculer la matrice de rotation d*)(6)
dM () = exp(—i6.Jy)

et vérifier (10.39). Suggestion : montrer que JS = Jy.
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10.7.5 Moment angulaire orbital

1. Utiliser les relations de commutation canoniques
[Xi, Pjl = 1051
et I’expression L=RxP pour montrer
[Ly,Ly] =1L.

2. Démontrer les équations (10.47) a (10.49). Suggestion : montrer que pour une rotation
infinitésimale d’angle da autour de Oz, les angles 0 et ¢ varient de

d6 = — sin ¢dar e = — 959 44
tan 6
En déduire L, et Ly, =i[Ls, L-].
3. Comme L, = —i0/d¢, on pourrait s’attendre a une inégalité de Heisenberg

AGAL. > %

Or dans un état propre de L, ou m est fixé, AL, = 0, tandis que A¢ < 2, puisque 0 < ¢ <
27 et I'inégalité de Heisenberg est violée dans cet état. Ou est la faute de raisonnement ?
Suggestion : voir ’exercice 7.4.3, question 2. Pourquoi le raisonnement de ’exercice 9.6.1
est-il en défaut ?

10.7.6 Relation entre les matrices de rotation
et les harmoniques sphériques
1. Soit ¢(7) = p(z,y, ) la fonction d’onde d’une particule. Montrer que

(e _io‘ngo) (0,0,2) = (0,0, 2)

et en déduire que si une particule est localisée sur ’axe Oz, la composante z de son moment
angulaire orbital est nulle. Interpréter qualitativement ce résultat.

2. On suppose que le moment angulaire orbital de la particule est [ et on écrit sa fonction
d’onde comme le produit d’un harmonique sphérique et d’une fonction d’onde radiale g;(r)
qui ne dépend que de r = |7]

Yim (1) = Y7 (0, 9)g1(r) = (0, dlim)gi(r)
On s’intéresse uniquement & la partie angulaire. En utilisant

0,6) = U(R)|0 = 0,¢ = 0)

ou R est la rotation d’angles (6, ¢), montrer que
l *
Y™ (0,6) o [DS (6, 9)]

On peut montrer que le coefficient de proportionnalité est /(20 + 1)/(4n)

2041 *
Y (0,6) = \/ = [ 6.0)]



384 Physique quantique

10.7.7 Indépendance de I’énergie par rapport a m

En supposant le potentiel V(r) invariant par rotation, soit 1;,, une solution de I’équa-
tion de Schrodinger indépendante du temps

Hym = Epm¥im

Utiliser la relation de commutation [L4, H] = 0 pour montrer que I’énergie Ej,, est en fait
indépendante de m.

10.7.8 Puits sphérique
1. Soit le potentiel V(7) a symétrie sphérique (voir la figure 13.4)
V() = -W 0<r<R
=0 r>R
appelé puits sphérique. Etablir I’équation donnant les états liés dans 'onde s (I = 0). Y
a-t-il toujours un état lié 7 Comparer avec le cas du puits & une dimension.

2. On modélise le potentiel neutron-proton par un puits sphérique de rayon R ~ 2fm. Il
existe un seul état lié neutron-proton dans I’onde s, le deutéron'®, dont I’énergie de liaison
est B ~ 2.2MeV. Calculer la profondeur Vjy du puits nécessaire pour qu’il y ait juste un
état lié. Comparer Vg avec ’énergie de liaison et montrer que Vo > B.

3. Trouver les niveaux d’énergie dans ’onde s d’une particule dans le potentiel

A B
V(T):—Q—— A,B>0
r r

10.7.9 Atome d’hydrogéne pour I # 0

1. Ecrire équation qui généralise (10.89) lorsque le moment angulaire orbital I # 0. En
déduire que ’on doit rajouter a (10.91) le terme

a e
_l(l + 1) ;1 + Z (lk+1$k_l
k=1

2. Montrer la relation de récurrence

2(ak — 1)

k(k+1) —10+1) ™"

Ak+1 =

1

et en déduire « = —, k > [+ 1 et par conséquent [ + 1 < k < n. Montrer que le spectre de
n

I’atome d’hydrogéne est donné par (10.93).

10.7.10 Eléments de matrice d’un potentiel

L’électron externe d’un atome est supposé dans un état p (I = 1). Sa fonction d’onde est

w1 (r)

P1m () = Y{" (0, ¢)

15. En fait le deutéron a ausssi une petite composante d’onde d.
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Il est plongé dans un potentiel extérieur de la forme
V(7) = Az? 4+ By? — (A + B)z?
ol A et B sont des constantes.

1. Montrer sans calculs que la matrice représentative de V' dans la base |Im) est de la forme

a0 g
Vm/m: 0’70
B0«

les lignes et les colonnes étant rangées dans 'ordre m’, m = 1,0, —1.

2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de V. Montrer que (L.) = 0 dans un
état propre de V.

3. Utiliser (10.63) pour calculer explicitement «, 8 et 7 en fonction de A, B et

00
I= / |ua (r)|2r2dr
Jo

10.7.11 Equation radiale en dimension d = 2

On se propose d’écrire I'équivalent de ’équation (10.78) lorsque l’espace est a deux
dimensions et le potentiel invariant par rotation. L’équation de Schrodinger indépendante
du temps est

1
. VZivV(r 7) = E(7
SV V)| 9 = Bl
On utilise les coordonnées polaires dans le plan zOy
x =rcosf y =rsinf
On rappelle I’expression du laplacien en coordonnées polaires

2 10 0 19
v 77‘87"7"87" r2 962

et l’expression du moment angulaire

LZ:XPy—YPZ:—i%

1. Montrer que les fonctions propres de L. sont de la forme exp(im#).

2. On cherche des solutions de I’équation de Schrodinger de la forme
Y (7) = —= " (1)
e

Montrer que Unm (1) et Enm vérifient ’équation radiale

1 d? m2 +1/4

—m m V(r) + M2 Unm (1) = Bunm(r)

Quelle est I'interprétation de n? Quel est le comportement de wnm (r) lorsque r — 07
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10.7.12 Propriété de symétrie des matrices d¥)

En utilisant 'opérateur Y (10.100), démontrer la propriété de symétrie des matrices de
rotation d(¥) (B)

d9) (@) =) (-p)

10.7.13 Diffusion de la lumiére

1. On reprend ’étude de la transition radiative A* — A 4 v avec j = j(A*) = 1 et
7" = j3(A) = 0. Déterminer dans le cas dipolaire électrique les amplitudes de transition pour
un état initial m = 1 lorsque les photons polarisés circulairement sont émis dans le plan
2Oz avec une impulsion p faisant un angle 6 avec 'axe Oz

_ 1
an=1(0) = 3 a(l + cos )
1
am=1(0) = 5 a(l — cosf)

Généraliser au cas ou le photon est émis dans la direction (0, ¢).

2. On suppose que des photons d’impulsion p || Oz arrivent sur atome dans son état
fondamental A. L’atome absorbe le photon et est porté dans son état excité A* ; il revient
dans son état fondamental en émettant un photon dans une direction du plan Oz faisant
un angle 0 avec Oz. On appelle b amplitude d’absorption d’un photon de polarisation
circulaire droite D

b=(j=1,m=1|T'|D)

Montrer que si les transitions sont dipolaires électriques, on a aussi
b=(j=1,m=-1T"|G)

Soit ¢p_, pr(#) Pamplitude de transition pour la diffusion d’un photon initial de polarisation
circulaire P (P = D ou G) sous un angle 0 avec une polarisation finale P’. Montrer que

b
cp_p/(0) = % (1+cos0)

ou le signe (+) correspond & P = P’ et le signe (—) a P # P’. En déduire pour une
polarisation linéaire |z) du photon initial et pour des polarisations linéaires |z’) ou |y) du
photon diffusé, définies par rapport & la direction de propagation de ce photon

Cprgr(0) = abcos O
ce—y(@) =0
Donner une analogie classique qui conduit également & une distribution angulaire en cos? @

avec un rayonnement polarisé dans le plan xOz. Généraliser au cas ou le photon est émis
dans la direction (6, ¢).

10.7.14 Mesure du moment magnétique du A°

La particule A® est une particule de charge nulle, de masse M ~ 1115MeV /c?, de
spin 1/2 et de vie moyenne 7 ~ 2.5 X 10105, Un de ses modes de désintégration principaux
(66 % des cas) est

A% — proton + méson 7~

ou le proton a un spin 1/2 et le méson 7~ un spin 0.



10. Moment angulaire 387

1. Dans le référentiel oit le A° est au repos, on suppose le proton émis avec une impulsion 7’
dans la direction Oz, choisie comme axe de quantification du moment angulaire. Soit m la
projection suivant Oz du spin du A° et m/ celle du proton. Pourquoi doit-on avoir m = m/’?
Soit a et b les amplitudes de probabilité des transitions

1 1

a - AO <m:§)—>proton (m/:52ﬁ” Oz)

b : A m——1 — t, ,__1'_) o
. =5 proton (m' = 2»27” z

Montrer que |a| = |b] si la parité est conservée dans la désintégration. Suggestion : examiner
P’action d’une réflexion par rapport au plan xOz.

2. Le proton est maintenant émis avec une impulsion p’ paralléle & une direction 7 du plan
20z, faisant un angle 6 avec Oz. Soit m’ la projection du spin du proton sur la direction 7
et a,,m,(60) Pamplitude

1
Ay (0) = A° (m = 5) — proton (m'; 7| A)

Exprimer

s

1(0) = a4+ (0) et a1 1(0) =a—1(0)

=

1
3
en fonction de a, b et 6.

3. On suppose que le A? est produit dans un état de spin m = 1/2. Montrer que la
distribution angulaire du proton est de la forme

w(0) = wo(l + acosh)
Calculer « en fonction de a et b. L’expérience montre que
a ~ —0.645 £ 0.016

Que peut-on en conclure sur la conservation de la parité dans la désintégration ?

4. Le AY est produit en bombardant une cible de protons au repos par un faisceau de
mésons 7~ dans la réaction (figure 10.13)

méson 7~ + proton — A® + méson K°

Par conservation de I'impulsion, p_—, Ppo et Pro sont situés dans un méme plan. On choisit
pour axe Oz une perpendiculaire a ce plan

5= Pr— X Da0

|Pr— X Dpo]

et comme axe Oy la direction 7,0 de I'impulsion du A°. Sachant que la parité est conservée
dans la réaction de production et que les protons cibles ne sont pas polarisés, montrer que
si S est l'opérateur de spin du A, alors les valeurs moyennes des composantes Sy et Sy
sont nulles : (Sz) = (Sy) = 0.

5. On suppose pour simplifier'® que (S.) = 1/2 et que tous les A? ont la méme durée de
vie 7 et se désintégrent au méme point. Le systéme est plongé dans un champ magnétique

16. En fait |(S2)| < 1/2 et on doit faire appel au formalisme de I'opérateur statistique.
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F1G. 10.13 — Cinématique de la production et de la désintégration du A°.

B uniforme et constant paralléle & Oy. Le A? posséde un moment magnétique [ relié & son
spin 5 par un facteur gyromagnétique v : i = 7§ . Décrire qualitativement le mouvement
du spin du A°. Déterminer son orientation au moment de la désintégration en fonction de
7, de B et v. Montrer que la distribution angulaire du proton émis dans la désintégration
est

w(B,¢) = wo(l+ acos O)

avec
cos © = cos A cos 6 + sin Asin 0 cos ¢

ou les angles 6 et ¢ sont les angles polaire et azimutal de I'impulsion du proton. Quelle
est la valeur de I’angle A ? En déduire que la détermination de w(6, ¢) permet de mesurer
le facteur gyromagnétique . On négligera la courbure de la trajectoire du proton due au
champ magnétique ainsi que les transformations des angles dues au mouvement du A°.

10.7.15 Production et désintégration du méson p™

1. Le méson pT est une particule de spin 1 qui se désintégre en deux mésons 7, particules
de spin 0
ot =t 470

On choisit de se placer dans un référentiel oti le méson p* est au repos ; on suppose que son
spin est quantifié suivant axe Oz et qu’il se trouve initialement dans ’état de spin |1m),
m = —1,0, 1. Soit

am(97 d)) = <9’ ¢|T‘1m>

Pamplitude de transition pour la désintégration du méson pT dans I’état initial |1m) avec
émision du méson 71 dans la direction d’angles polaire et azimutal (6, ¢). Montrer que 1’on
peut écrire

am(0,9) = a[D5}0,9)]"

Quelle est la signification physique de a ? En déduire la distribution angulaire Wy, (6, ¢) du
méson 71, c’est-a-dire la probabilité d’émission du méson 7+ dans la direction (6, ¢) lorsque
le méson pt est initialement dans I’état |[1m). Montrer que Wiy, (6, ¢) est indépendant de ¢
(pourquoi 7) et donner son expression explicite en fonction de 6 pour les trois valeurs de m,
m = —1,0,1.
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2. Si I'état initial du méson pt est une combinaison linéaire d’états |1m)
V=D emlim) Y lemf=1
m=-1,0,1 m=-1,0,1
quelle sera la distribution angulaire Wy (6, ¢) ?

3. En général le méson pt n’est pas produit dans un état pur, mais dans un mélange décrit
par un opérateur statistique p

P = PN pr=0 dopa=1
Iy Iy
Montrer que la distribution angulaire est alors
1.
W(0,¢) = poo cos? 0 + 5 sin? 0(p11 + p—1,—1)

+ L sin 260 Re (p,w e 1 P10 ei¢) — sin® Re (pl _1 e2i¢)
\/5 k)

4. Le méson pt est produit dans la réaction : méson 7+ (71)+proton(fy = 0) — mé-
son pt(pa)-+proton(ps), ot F; dénote I'impulsion des particules. On choisit pour axe Oz la
normale n au plan de la réaction

P1 X P2

|P1 X P2

La parité II est conservée dans cette réaction et on suppose que les protons cibles ne sont
pas polarisés. Montrer que la valeur moyenne (f) = Tr(pf) du spin du méson pT est dirigée
suivant 7 : (J) = ch. En déduire

Tr (pJz) = Tr (pJy) =0

n =

Utiliser le fait que la cinématique de la réaction de production est invariante dans ’opération
Z=Ie "2 [0, 2] =0

pour montrer que
m—ml

Pmm! = (_1) Pmm/

p ne dépend en fait que de quatre paramétres réels et a la forme d’un damier

pi1 0 p1,—1
0 poo O
pi—l 0 p-1,-1

10.7.16 Interaction de deux dipodles

Le hamiltonien d’interaction de deux dipéles magnétiques portés par des particules de
spin 1/2 s’écrit
Kr,o 2 s = =
H = 3 {3(01 -7)(F2 - ) — 51 -0'2] =

K

— S12
3

oul 7 est le vecteur joignant les deux dipdles et &1 et g2 les matrices de Pauli des deux
particules. Soit

= 1
S _ 1z .
5 (61 + G2)
le spin total. Montrer que
512:2{3Q2—i2} Q*=(2-7)?

et que Q* = Q2 : Q? est un projecteur. En déduire que S%Q =452 28, et que les valeurs
propres de Si2 sont 0, 2 et —4.
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10.7.17 Désintégration du X°

La particule X9, formée d’un quark up, d’un quark down et d’un quark étrange, de masse
1192 MeV /c? et de spin 1/2, se désintégre par une transition radiative en une particule
AQ, également formée d’un quark up, d’un quark down et d’un quark étrange, de masse
1115 MeV /c2 et de spin 1/2

20 5 AV 44

Le X0 est supposé au repos, son spin quantifié suivant Oz et la projection de son spin sur
cet axe est m; 'impulsion 7 du photon est située dans le plan Oz et fait un angle 6 avec
l'axe Oz.

1. On suppose d’abord que le photon est émis dans la direction Oz (6 = 0). Si m’ est
la projection du spin du A® sur Oz, montrer que les amplitudes non nulles sont (T est
Popérateur de transition)

1 1
a=(Dm =—-=;0=0[Tm= =)
2 2
1 1
b= {(G,m ==;0=0TIm=—=)
2 2
tandis que
, 1 1
c=(D,m' ==;0=0T/m==)=0
2 2
, 1 1
d=(Gm' =—=;0=0/Tm=—-=)=0
2 2
autrement dit m/ = m est interdit et les transitions permises correspondent & m’ = —m

quand 6 = 0. La notation (D, G) spécifie I'état de polarisation circulaire droite (D) ou
gauche (G) du photon.

2. L’opérateur de transition 7" est invariant dans ’opération parité. En déduire |a| = |b]. Si
7 est le produit des parités du %9 et du A, aussi appelé parité relative des deux particules

71 = T1207]70
montrer que a = nb. L’expérience montre que n = 1, et donc a = b.

e . . . . /
3. Onlsuppose que la valeur initiale de la projection du spin du %9 est m = 1/2. Soit a'’ly (0)
et at (0) les amplitudes de transition ot m’ est la projection du spin du AY sur la direction

de p': c’est donc la valeur propre de §-;[J. Calculer ag”/ et a’crjl en fonction de a et 6. Quelles
sont les valeurs permises pour m’ ?

10.7.18 Opérateurs tensoriels irréductibles

Un opérateur tensoriel irréductible d’ordre k, (%) posséde (2k + 1) composantes Tsk)

et se transforme par une rotation R suivant

URTVUNR) = 3 DY RITY

Montrer que le vecteur
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se transforme par rotation comme un vecteur |jijomima) avec j1 = k, jo = j, mi1 =
q, m2 = m. En passant par I'intermédiaire des vecteurs

e~ kj .
|kjjm) = Z ngn;jm|k‘7qm>

qgt+m=m

montrer la forme générale du théoréeme de Wigner-Eckart

G'm! | TP |jmy = ¥, GIT ) |jm)

qm;j’m’

et en déduire
li—kl<j <j+k

10.8 Bibliographie
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trices de rotation. Pour une présentation plus classique, on se reportera & Messiah [1959],
chapitre XIII, Cohen-Tannoudji et al. [1973|, chapitre VII ou Basdevant et Dalibard [2001],
chapitre 10. On trouvera de nombreuses applications a la physique des particules élémen-
taires dans le livre de Gasiorowicz [1966] ; le chapitre 4 de ce livre expose aussi I’analyse de
Wigner fondée sur l'invariance par le groupe de Poincaré, qui montre en particulier qu’une
particule de masse nulle a seulement deux états d’hélicité. Sur ce dernier sujet, voir aussi
Weinberg [1995], chapitre 2.
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Chapitre 11

Oscillateur harmonique

9 OSCILLATEUR HARMONIQUE est un systéme d’une grande importance en

mécanique classique, car il décrit les petites oscillations de systémes phy-
siques autour d’une position d’équilibre stable; son importance n’est pas
moindre en mécanique quantique. Pour fixer les idées, et afin de prendre
I'exemple simple d’un mouvement a une dimension, examinons le cas des
vibrations d’une molécule diatomique dont les deux noyaux ont des masses
my et ma. On prend pour axe des z la droite joignant les deux noyaux et on
note ¥ = x1 — 2 la coordonnée de la particule relative (exercice 8.5.6). A
I’équilibre, les deux noyaux se trouvent a une distance x = xy. En physique
classique, le hamiltonien de la particule relative s’écrit

p?
ol m = mima/(mi+ms) est la masse réduite. Développons V(z) au voisinage
de x = x¢ :

V =V(zo) + (z — 20)V'(x0) + % (x — xo)zv/’(xo) 4.

La constante V' (zg) est en général sans intérét et on peut la prendre égale
a zéro par une redéfinition du zéro d’énergie. Comme xzy est une position
d’équilibre, V' (zg) = 0, et si cette position d’équilibre est stable, V" (zg) > 0.
Posant

g=1z— 10, C=V"(x), w= ¢
m
le hamiltonien (11.1) devient
2
p 1 2 2
Hy=—+2 11.2
' om + g M ( )

ou w est la fréquence des oscillations autour de la position d’équilibre.
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Nous venons d’introduire ’exemple le plus simple, celui d'un oscillateur
isolé, dont le traitement quantique fera l'objet de la section 11.1 dans une
base particuliére, celle des états propres de I'énergie. Une autre « base », celle
des états cohérents, sera examinée dans la section suivante. Elle trouve de
nombreuses applications en optique quantique. L’oscillateur harmonique est
a la base de la quantification du champ électromagnétique décrite dans la
section 11.3, qui nous permettra de donner un statut théorique au concept de
photon. La section 11.4 développe plusieurs applications importantes de cette
quantification.

Il peut sembler surprenant de trouver dans la derniére section de ce cha-
pitre ’étude du mouvement d’une particule chargée dans un champ magné-
tique. Nous verrons que, dans le cas d’un champ magnétique constant, les
équations du mouvement se raménent a celles d'un oscillateur harmonique.
L’étude des niveaux d’énergie dans un champ magnétique, ou niveaux de
Landau, sera précédée d’une définition de I'invariance de jauge locale, qui fixe
la forme de Uinteraction d’une particule chargée avec le champ électromagné-
tique.

11.1 L’oscillateur harmonique simple

11.1.1 Opérateurs de création et d’annihilation

Notre point de départ sera le hamiltonien (11.2). Ce hamiltonien se trans-
pose en mécanique quantique si ’on interpréte les quantités p et ¢ comme des
opérateurs : p — P, ¢ — @ et si 'on impose les relations de commutation
canoniques

[Q, P] = ihl (11.3)

Comme souvent en physique, il est utile de définir des quantités sans dimen-
sions, et nous introduirons les opérateurs P et ) par

B /2 .
Q= <—> Q P = (mhw)/?P (11.4)
mw

qui obéissent a relation de commutation
[Q, P] =il (11.5)

Nous allons construire les vecteurs propres de H par une méthode algébrique,
suivant l’esprit de celle qui a été utilisée pour le moment angulaire. Le prin-
cipe de cette méthode consiste & introduire des opérateurs a et af, appelés
respectivement opérateur d’annihilation (ou de destruction) et opérateur de
création de 'oscillateur harmonique, qui feront passer d’une valeur propre de
H a une autre, tout comme J_ et J; font passer d’'une valeur propre de J, a
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une autre. Nous définissons donc les opérateurs’

(Q+iP) (11.6)
(Q —iP) (11.7)

Un calcul immeédiat permet d’établir les relations de commutation de a et af

[a,a] =1 (11.8)

ainsi que trois expressions utiles de H

H:%m(p2+@2):ﬁw(a+a+§)=hw(N+§) (11.9)

Nous avons introduit I'opérateur IV, ou opérateur nombre de particules®
N =d'a (11.10)
qui vérifie les relations de commutation suivantes avec a et af
[N,a] = —a [N,al] = af (11.11)

Compte tenu de (11.9), il est équivalent de diagonaliser N ou H.

11.1.2 Diagonalisation du hamiltonien

Supposons que nous ayons trouvé un vecteur propre |v) de N, normali-
sable, mais pas nécessairement unitaire, de valeur propre v

Nlv) =vv)
On doit avoir v > 0 : en effet
0 < [lalv)|[* = (vlatalv) = (VIN|v) = v(v|v)
ce qui implique que si v = 0, alors alv) = 0. Dans le cas contraire, a|v) est
un vecteur de norme carrée v{v|v), et c’est un vecteur propre de N avec la

valeur propre (v — 1), car, en utilisant (11.11)

Na[lv)] =a(N - 1)[v) = (v —1)[alv)]

1. Afin de nous conformer aux notations usuelles, nous dérogeons & notre régle selon
laquelle les opérateurs sont notés par des lettres majuscules.

2. Cette terminologie sera justifiée pour les photons au § 11.3.1 et au chapitre 14 dans
le cas général.
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Enfin a'|v) est certainement un vecteur non nul, de norme carrée (v+1)(v|v),
et c’est un vecteur propre de N avec la valeur propre (v + 1). En effet, d’'une
part

0 < |laf|v|* = (vlaal|v) = (W[(N +1)|v) = (v + 1) {v|v)

et d’autre part
Nla'v)] = a'(N + 1)|v) = (v + 1) [al|v)]

Siv > 0, nous avons vu que a|v) est vecteur propre de N avec la valeur propre
(v—1).Si(r—1)=0, a?lv) =0.Si (v—1) > 0, on peut construire le vecteur
non nul a?|v), de valeur propre (v —2), et continuer le processus si (v—2) > 0.
La suite des vecteurs

a®v), a'lv),a®|v), ... dPv). ..
est une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres
vyv—1,...,(v—p)...

Ceci montre que v est nécessairement un nombre entier. Sinon, pour p suffi-
samment grand, (v —p) deviendrait négatif et le vecteur a?|v) serait de norme
négative. Il est donc nécessaire que la série s’arréte pour une valeur entiére
v = p telle que le vecteur a?!|v) = 0.

La suite des vecteurs

(@), @)), (@2, (@) l) ...
forme une suite de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs propres
vyv+1,...,(v+p)...
En résumé, les valeurs propres de N sont des nombres entiers :
n=0,1,2,...,n,...
On note |n) les vecteurs propres de N correspondant a la valeur propre n
N|n) = a'a|n) = n|n) (11.12)

ou de fagon équivalente pour H

Hin) = hw (n—|— %) In) (11.13)

Les valeurs propres E,, de I’énergie étiquetées par 'entier n sont de la forme

B, = hw (n + %) (11.14)
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Contrairement au cas de 'oscillateur classique, le niveau d’énergie Fy du fon-
damental n’est pas zéro, ce qui correspondrait a une particule immobile &
léquilibre, mais Fy = hiw/2 : c’est [’énergie de point zéro de l'oscillateur har-
monique. On peut en donner une explication qualitative grace aux inégalités
de Heisenberg (exercice 9.6.4). Il ne faut surtout pas confondre le vecteur
propre |0) de l'état fondamental et le vecteur nul de l'espace de Hilbert H,
|) = 0! On remarque aussi que les niveaux d’énergie sont équidistants : c’est
bien ce que I'on constate expérimentalement, en premiére approximation, pour
les niveaux de vibration d’une molécule.

Les vecteurs |n) sont bien siir orthogonaux si n # n’ et nous les supposons
désormais unitaires. Il reste & montrer qu’ils ne sont pas dégénérés, qu'’ils
forment une base de 'espace de Hilbert H, et avant tout que N a au moins un
vecteur propre, ce qui n’est pas garanti pour un opérateur, méme hermitien,
dans un espace de dimension infinie! Nous construirons explicitement dans la
section suivante le vecteur |0) et nous montrerons qu’il est unique. Cela suffit
a montrer que la série de vecteurs

0), (a")"10), (a")2[0)...., (a')"]0).... (11.15)

est unique. En effet nous pouvons raisonner par récurrence en supposant le
vecteur |n) non dégénéré. Soit [n+ 1) un vecteur propre de N correspondant a
la valeur propre (n+1): N|n+1) = (n+1)|n+ 1). Alors, ¢ étant un nombre
complexe # 0,

CCLJr

aln+1) = ¢n) = a'ajn +1) = calln) = |n+ 1) = 1
n

n)

ce qui montre que |n + 1) o< af|n) : si |0) est unique, le vecteur |n) est aussi
unique a un facteur de phase prés.

Comme dans le cas de la base standard |jm) du moment angulaire, il est
commode de fixer un fois pour toutes la phase relative des vecteurs propres
de H. Si |n) est de norme unité, le vecteur af|n) est de norme v/n + 1 et par

conséquent _
afln) =el*Vn+1|n+1)
Le choix de phase le plus simple est &« = 0 et on a alors
a'ln) = vVn+1|n+1) (11.16)
aln) = v/n |n—1) (11.17)
Les équations (11.16) et (11.17) mettent en évidence le role de création et de

destruction de a' et a : af augmente n d’une unité, a diminue n d’une unité.
Les vecteurs |n) se déduisent de |0) par

1
vl

Il reste & montrer que les vecteurs |n) forment une base de H : nous renvoyons
ce point de rigueur a l'exercice 11.6.2.

n) = —= (a")"|0) (11.18)
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11.1.3 Fonctions d’onde de l’oscillateur harmonique

En meécanique ondulatoire, le hamiltonien de l'oscillateur harmonique
92 .
s’écrit

h? d? 2 9
o d—q2+§mw q (11.19)
En définissant comme dans (11.4) la variable sans dimension u
hoO\ V2 d s d
(" —ih— = —j /2 11.2
q (mw) u lhdq i(hmw) " (11.20)
le hamiltonien (11.19) devient
1 d’
H=-hw|-—5+u’ 11.21
2 [ a2 } ( )

On aurait pu obtenir directement cette forme de H a partir de la premiére
des équations (11.9) en remarquant que u et —id/du ne sont autres que les
réalisations dans ’espace L&Q)(R) des opérateurs Q et P. Il serait possible de
chercher directement les solutions de

2

Hop,(u) = %hw [—% + uz] on(u) = Enen(u) (11.22)

avec p,(u) = (u|n), mais nous nous limiterons & montrer 1'unicité du vecteur
|0) dont nous nous sommes servis ci-dessus. Comme (u|0) = ¢o(u), I'équation
al0) = 0 devient

(ulal0)y = [u + ;—u} wo(u) =0

qui s’intégre immédiatement en
1 e
wo(u) = —=e (11.23)

Le facteur 7~ /4 assure que g est normalisé a l'unité. Cette solution est

unique, ce qui prouve que les vecteurs propres donnés par la série (11.15) sont
non dégénéres. Il est immédiat de vérifier que ¢o(u) obéit a (11.22) avec la
valeur propre hw/2. La fonction ¢g(u) vérifie bien la propriété caractéristique
de la fonction d’onde d’un état fondamental : elle ne s’annule pas, ou de fagon
équivalente, elle n’a pas de noeuds.

Déterminons enfin la forme explicite des fonctions d’onde ¢, (u) = {(u|n).
Multiplions & gauche (11.18) écrit sous la forme

m = o= (@-i7)"1
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par le bra (u|

1 1 d\" _.
_ - = —u®/2
on(u) = (uln) = YT (u du) e (11.24)

Les fonctions ¢, (u) sont orthogonales pour n # n’ et normalisées a 1'unité
en raison de (n|n’) = d,y,. Les fonctions définies dans 1’équation (11.24) sont
reliées aux polynomes de Hermite H,,(u)

2 d\" 2
R H (u)=(u— — —u’/2 11.2
e (u) (u du) e (11.25)

par

1 1 2
= vty 11.2
<pn(u) 71_1/4 \/2n—7’L' € n(u) ( 6)

Les premiers polynomes de Hermite sont

Hy(u) =1 Hy(u) =2u Hy(u) = 4u® —2...
En résumé, on peut établir un « dictionnaire » permettant de passer de la
« représentation n » du § 11.1.2 a la représentation du § 11.1.3 des états
propres de H en termes de fonctions d’onde ¢, (u). Dans le résumé ci-dessous,

la premiére équation est écrite dans la base |n), et la seconde est I’équation
équivalente en mécanique ondulatoire.

e Equation aux valeurs propres

1 /a0 Ao B 1
3 (P +Q ) [n) = <n+ 2) [n)
1 a2, 1
— 3 (—@ +u ) on(u) = <n—|— 5) on(u)
e Relations d’orthonormalisation

() = b <= [ " o () (1) = B

e Relation de fermeture

oIl =1 =) euw)¢)(v) = 6(u—v)

La conjugaison complexe est en fait superflue car les fonctions ¢, (u) sont
réelles.
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11.2 Etats cohérents

11.2.1 Définition et propriétés élémentaires

Les états cohérents, ou états semi-classiques, sont des états quantiques re-
marquables de l'oscillateur harmonique : dans ces états, les valeurs moyennes
des opérateurs position et impulsion ont des propriétés aussi proches que pos-
sibles des valeurs classiques de la position ¢(t) et de 'impulsion p(t). L’exer-
cice 11.6.3 montre que 'expression des états cohérents découle de cette pro-
priété. Nous les définirons ci-dessous a priori et nous vérifierons qu’ils ont bien
les propriétés annoncées. Soit z(¢) un nombre complexe, combinaison de ¢(t)

et p(t)

mw i 1
2(t) =/ =—q(t) + ——=p(t) = —= (q(t) + p(t 11.27
()= /55 o)+ ==p(t) = 2= @) +5() (1120
si lon relie (¢, p) a (¢, p) de la méme maniére que (Q, P) a (Q, P) (11.4) : z(t)
est « I'équivalent classique » de a(t). A partir des équations du mouvement
classiques

on montre que z(t) vérifie ’équation différentielle

d

d—’i = —iwz(t) (11.29)
qui a pour solution .

2(t) = zpe !

Le nombre complexe z(t) décrit une trajectoire circulaire dans le plan com-
plexe en z avec une vitesse uniforme. On déduit de z(¢) la position ¢(t),
Pimpulsion p(t) et énergie de l'oscillateur

1) =\ 22 Rex(1)

p(t) = V2mhw Im z(t) (11.30)
E = hwl|z|?

Il est facile de montrer que la valeur moyenne (a)(t) de 'opérateur d’anni-
hilation a obéit & la méme équation différentielle que z(t) (exercice 11.6.3).
Ceci suggere de chercher les vecteurs propres de 'opérateur a, dont nous al-
lons montrer qu’ils existent?, car les valeurs propres correspondantes obéiront

3. Il n’est pas évident a priori que a, qui n’est pas un opérateur hermitien, ait des
vecteurs propres, et encore moins que ces vecteurs propres forment une base de H.
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alors a (11.29). Ces vecteurs propres sont précisément les états cohérents. Un
état cohérent |z) est défini par

5) = e V2 YD ) = e e ) (11.31)

n=0 n:

Enoncons quelques propriétés des états cohérents et vérifions tout d’abord que
|z) est vecteur propre de a.

e L’état cohérent |z) est un vecteur propre de lopérateur d’annihilation
(non hermitien) a avec la valeur propre z

alz) = z|z) (11.32)

Pour le montrer, on peut utiliser directement (11.31), mais on peut aussi
se servir de l'identité (2.53) de Uexercice 2.4.11 qui s’écrit ici

t, _al
e Fae "  =a+z[a',a) =a—z

e’ *a = (a— z)e“Tz

Il suffit d’appliquer les deux membres de cette derniére équation sur le
vecteur |0) pour obtenir (11.32).

e Le vecteur |z) est unitaire : (z]z) = 1 et le module carré du produit
scalaire (z|z)
(2|2} = exp (—|z — 2'|?) (11.33)

est une mesure de la « distance » entre les deux états cohérents.

e La distribution des valeurs de n suit une loi de Poisson

o 2 e
p(n) = [(n[z)]" = Te (11.34)
ce qui donne pour la valeur moyenne (n) = |z|? et pour la dispersion

An = |z].

e L’action de exp(AN) sur un état cohérent, ot A est un nombre imaginaire
pur (|expA| = 1), redonne un état cohérent

eAN‘Z> _ AN —| |2 /QZ |n —| |2 /QZ )\n|n

— o l2/2 Z (eA_Z) In) = |e*z) (11.35)
Vn!

|
n—0 n!

Larelation | exp A| = 1 a été utilisée uniquement pour obtenir la derniére
égalité.
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e Les états cohérents forment une base « surcompléte »

/M 1) (2| = I (11.36)

™

Pour montrer cette identité, on la prend en sandwich entre le bra (n| et
le ket |m) ; posant z = pexp(if)

/dRezdImz (nl2)zlm) = o0 d 2 % 2N ¥ m 2
0 per 0 vnlm!

s

00 27
da n-+m .
0 0

oll nous avons utilisé le changement de variables p? = u et

oo
/ duu"e ™ =n!
0

Une conséquence directe de (11.36) est que les « éléments de matrice
diagonaux » (z|A|z) suffisent & définir complétement un opérateur A
(exercice 11.6.3).

Ces propriétés permettent de calculer aisément les valeurs moyennes

(z|Q|z) = \/% (z] (a—i—aT) |z) = \/;—Z Rez

(z|P|z) = V2hmw Im 2z (11.37)

(| H|2) = h <|z|2 + %)

Ceci est le résultat classique (11.30), si l’on ignore ’énergie de point zéro fiw/2
dans Pexpression de (H). La valeur moyenne de N est (z|N|z) = |z|?, résultat
que 'on prouve directement a partir de (11.10) ou de la distribution de Pois-
son (11.34). De plus, si I’état de 'oscillateur harmonique est un état cohérent
au temps ¢t = 0, cette propriété est conservée par I’évolution temporelle. Sup-
posons en effet que 'oscillateur se trouve au temps ¢t = 0 dans 1’état cohérent
|p(t = 0)) = |20) et calculons |p(t))

|<p(t>> _ efth/h ‘ZO> _ efiwt/2 efint |ZO> _ efiwt/2 |Zoefiwt> (1138)

ot nous avons utilisé (11.35). Au facteur de phase exp(—iwt/2) prés, on re-
trouve I’évolution classique z(t) = zp exp(—iwt). Si 'on part d’un état cohérent
au temps ¢t = 0, 'évolution des valeurs moyennes (Q), (P) et (H) suit trés
exactement I’évolution classique de ¢(t), p(t) et E. Nous avons donc montré
que les valeurs moyennes dans un état cohérent suivent les lois classiques.
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Il est également instructif de calculer les dispersions. Evaluons par exemple
(Q?) dans I'état cohérent |z)

h h
@Q%, = Y (z|a® + (a")? + aa® + a'alz) = ST (zla® + (a")? + 2ata + 1]2)
h h
=-— |1 = — [1+4 2
2mw [ +(Z+Z)] 2mw [ + (Rez)]

Un calcul analogue (exercice 11.6.3) donne (P?) et (H?), d’oti 'on déduit les
dispersions? dans I’état cohérent |z)

AZQ:,IL AP = ,/@ AL H = hw|z| (11.39)
2mw 2

La dispersion A, H peut étre obtenue en utilisant AH = hwA,N et A,N =
An = |z| d’aprés (11.34) : on peut aussi calculer directement (2| N?|z). On note
que l'inégalité de Heisenberg est saturée dans un état cohérent : A,Q A, P =
h/2 et que pour |z| > 1

AH 1 ,
~— =0 s |z2] > 00

(H) ~ |2l

En résumé, pour |z| > 1, les dispersions autour des valeurs moyennes sont les
plus faibles possibles.

11.2.2 Opérateurs de déplacement et de phase

Au lieu de construire les états cohérents a partir de (11.31), il est souvent
commode d’utiliser I’opérateur de déplacement D(z) défini par

D(z) = exp(—z*a + za') = exp (—% z2) exp(za') exp(—z*a)  (11.40)

ot nous avons utilisé (2.54) pour obtenir la seconde expression dans (11.40).
Cette seconde expression montre que l’action de D(z) sur ’état |0) donne bien
Pétat cohérent |z)

D(z)|0) = exp (—% |z|2> exp(za®) [0) = |2) (11.41)

L’opérateur conjugué hermitien de D(z) est D(—2)
i L T *
D'(z) = exp —3 |27 ) exp(—za') exp(z*a) = D(—=2)

ce qui montre que D(z) est unitaire : DT(2)D(2) = I.

4. Nous utilisons indifféremment pour les dispersions les notations (AP, AQ) ou (Ap, Aq)
car aucune ambiguité n’est possible.
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La propriété la plus utile de I'opérateur de déplacement est la suivante :
le produit de deux opérateurs D(z1) et D(z2) est D(z1 + 22) a un facteur de
phase prés. Pour le montrer, définissons les opérateurs A; et As par

Ay = z1a’ — zia Ay = z0al — z5a
et calculons leur commutateur
[A1, Ao] = 2125 — 2i20 = 21Im(2z123)
Utilisons cette fois (2.55)
D(21)D(z2) = exp(A1) exp(A2)

= exp[ilm(z123)] exp [(21 + 22) a’ — (2] + 23) a]
= explilm(z123)]D(z1 + 22) (11.42)

Cette propriété permet de montrer simplement le résultat important suivant :
si un oscillateur harmonique initialement dans son état fondamental est couplé
pendant un intervalle de temps [t1, 2] & une force classique F(t), il se trouvera
pour t > to dans un état cohérent déterminé par la transformée de Fourier
F(w) de F(t) (exercice 11.6.4)

Flw) = /t N et F(t)dt (11.43)

Nous allons maintenant préciser la correspondance entre le mouvement clas-
sique et la description quantique par un état cohérent. Nous avons déja vu
que la trajectoire classique dans le plan {q(t),p(t)} était déterminée par la
valeur initiale zg de z (¢f. (11.27)); 2o est un nombre complexe |z exp(ibp),
ou le module |zg| fixe 'énergie de l'oscillateur dans le cas classique. Dans le
cas quantique d’un oscillateur dans un état cohérent |zp), |2o| fixe la valeur
moyenne de ’énergie. Il serait également intéressant de pouvoir donner une
interprétation de la phase ¢(t) = 6y — wt. Pour ce faire, examinons le por-
trait de phase de l'oscillateur, c’est-a-dire la trajectoire des valeurs moyennes
dans le plan {g,p}. Dans le cas d’un état cohérent, ce portrait de phase est
donné par les valeurs moyennes (Q)(t) et (P)(t) dans I’état cohérent |z(t)),
avec z(t) = zp exp(—iwt), et d’aprés (11.37) en prenant 6y = 0 pour simplifier

les formules
(z(t)|Q|z(1) \/ \zo|coswt (11.44)

(z(t)|P|z(t)) = —\/2hmw |20| sin wt

Le point {(Q)(t), (P)(t)} décrit donc une ellipse. Pour se ramener & une trajec-
toire circulaire, il suffit d’utiliser les opérateurs sans dimension @) et P (11.4)

(Q)(t) = V2| 20| coswt

(P)(t) = —V2 2| sinwt (1145)
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Le point {(Q)(t), (P)(t)} décrit un cercle de rayon v/2 |z| dans le plan {g, p}.
D’apreés (11.39), les dispersions A, Q) et A, P sont indépendantes de z

A ~ 1

A,Q=A,P 7

On observe qu’au temps ¢t = 0, le point représentatif du mouvement se trouve

en {G = v/2|z0|,p = 0}, avec une dispersion horizontale et verticale de I'ordre

de 1/4/2. Au temps t = /2w, il se trouve en {G = 0,p = —/2|z0|} avec la

méme dispersion (figure 11.1). Le point représentatif fluctue donc autour de

la position moyenne définie par (11.45). Ceci correspond a des fluctuations du

rayon de la trajectoire et de sa phase : le rayon fluctue autour de sa valeur

moyenne |zp|v/2 et la phase autour de sa valeur moyenne (¢) = —wt. Cette
fluctuation de phase peut s’écrire

1 1
A= — -
¢ V2 |zlv2 2zl

Ao

F1c. 11.1 — Représentation d’un état cohérent a t =0 (a) et t = 7/2w (b).

Par ailleurs la loi de Poisson (11.34) relie |zo| et la fluctuation A, N de N
dans I'état cohérent : comme nous 'avons montré A, N = |z|, de sorte que
le produit des dispersions A, ¢ et A, N dans un état cohérent |z) obéit a

A9 A N ~ (11.46)

DO =
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Cette relation rappelle bien sir une inégalité de Heisenberg, et I’analogie
avec la relation de commutation canonique [Q, I:’] =il suggére qu’il pourrait
exister un opérateur de phase ® canoniquement conjugué de N et obéissant &
[®, N] = il. En fait il est impossible de construire un tel opérateur de phase qui
soit auto-adjoint, en raison la périodicité de la variable ¢ (cf. exercice 7.4.3).
On montre dans 'exercice 11.6.5 que 'opérateur d’annihilation posséde une
quasi-représentation en module et phase, a = Aexp(i®) ; cependant si exp(i®)
(non unitaire!) existe, ® lui-méme n’existe pas comme opérateur hermitien
(plus exactement auto-adjoint). L’opérateur exp(i®) sera noté E, avec

E=> |n){n+1] E'=Y"|n+1)(n| (11.47)
n=0 n=0

Les opérateurs E et Ef vérifient
EET =T ETE =T —0)(0| (11.48)

Les états de phase |¢) définis par
6) = e |n) (11.49)
n=0

sont vecteurs propres de E avec la valeur propre exp(ig)
E|g) =e'|¢)

Comme l'opérateur E n’est pas hermitien, les états |¢) ne sont pas orthogo-
naux, mais ils vérifient la relation de fermeture

s
[ 5t o0l =1

Compte tenu de la représentation a = AFE et de alz) = z|z), on s’attend a ce
que la distribution p(¢) de ¢ soit centrée autour de € pour un état cohérent
|2), z = |z] exp(if). Cherchons cette distribution p(¢),

p(9) = 5 (612}

ot le facteur (27) assure que p(¢) est normalisé a 'unité pour une distribution
uniforme dans l'intervalle [0, 27]. L’amplitude (¢|z) est donnée par

(¢z) = e~ I2I°/2 Z o in(9—0)

n=0

|Z|n/2

Vn!

Pour |z| > 1 on peut utiliser la formule de Stirling (15.10)

n! ~ <E> 27n
e
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et écrire

n/2 1 1/4 1
7\Z\2/2|Z| N 232
T = eme) e TaEtt D

On peut en outre remplacer la somme sur n par une intégrale. L’amplitude
(¢|z) est alors donnée par la tranformée de Fourier d’une gaussienne

/4 _(412(6—0)2
(@|z) ~ (87r|z|2)/ e~ 1217 (0=0)

et p(¢) s’en déduit immeédiatement

222 —21212(h—0)2
p(¢) =~ —|7T| e~ 2I=I"(¢=0) (11.50)

On vérifie que [ p(¢)d¢ = 1. L’équation (11.50) montre que la phase ¢ est bien
centrée autour de ¢ avec une dispersion A, ¢ = 1/2|z|, en accord avec (11.46).

11.3 Quantification du champ
électromagnétique

Nous avons déja rencontré & plusieurs reprises le concept de photon. Le
photon est associé aux propriétés quantiques du champ électromagnétique,
et pour donner un statut théorique au concept de photon, il faut quantifier
le champ électromagnétique. Ceci se fera trés simplement si ’on reconnait
I’analogie entre un mode du champ et un oscillateur harmonique.

Avant de passer a la quantification du champ électromagnétique, rappelons
les équations de Maxwell (1.8)—(1.9) pour le champ électrique E et le champ
magnétique B

V-B=0 VxE=—"- 11.51
X 5 ( )
S L o S L E 1.
V. E = Lm cQVxB:a——F—jem (11.52)
1) ot €0

Les deux équations (11.51) sont des équations de contraintes sur les champs E
et B , tandis que les deux équations (11.52) dépendent des sources du champ
électromagnétique, c’est-a-dire de la densité de charge pen, et de la densité de
courant Jep,. On déduit des équations de Maxwell I’équation de continuité

apem = -
*Jem — 11.
5 +V-] 0 (11.53)
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11.3.1 Quantification d’un mode

Avant d’examiner le cas général, nous allons d’abord étudier le cas plus
simple de la quantification d’'un mode du champ électromagnétique. Ceci suf-
fira en pratique pour la plupart des problémes étudiés par la suite. Nous allons
exploiter 'analogie entre ce mode traité classiquement et un oscillateur har-
monique classique écrit pour une particule de masse m = 1, le hamiltonien
étant

1
Ha = 5 [P*(t) + w’¢*()] (11.54)
Les équations de Hamilton sont
chl . chl 2 .
=p= = s 11.55
oy ~ P4 9y W 1=D (11.55)

Les variables ¢ et p étant canoniquement conjuguées, la quantification suit les
régles de la section 4.3 : ¢ — Q, p — P avec [Q, P] = ihl.

Considérons une cavité métallique parallépipédique de volume V, de lon-
gueur L suivant la direction Oy et un mode du champ classique dans cette
cavité

E. = ze(t)sinky B = #b(t) cos ky (11.56)
La dépendance spatiale est en sinky ou cosky parce que la cavité est un
parallélépipéde. En général, ce serait celle d’'un mode propre de la cavité. La
composante transversale de Ecl doit s’annuler sur les parois de la cavité, ce
qui impose k =nn/L, n=1,2,--- Les fonctions e(t) et b(t) sont lices par les
équations de Maxwell®

. - 0B db

VX Eg=— 5 — ke(t) = _E (11.57)
=3 5 1 8Ec1 de )
VxBa=5—>5= T =c kb(t) (11.58)

L’énergie H. contenue dans la cavité s’obtient a partir de la densité d’énergie
du champ électromagnétique

1 2 nR2
€cl = B eo(ES + B3) (11.59)
5. Combinant les équations (11.57) et (11.58) on obtient aussi, avec w = ck
d%e 2y,
) +we=0 a2 +w b =0

La dépendance temporelle est donc

e(t) = ep exp(£iwt) b(t) = bo exp(Fiwt)
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soit

1
Hy = 3 50/ a*r [e2(t) sin® ky + c*b*(t) cos® ky]
%

1
750V [€3(t) + *b*(t)] (11.60)
La comparaison entre (11.54) et (11.60) suggere la définition suivante, avec

w=ck
€0V €0V
— = — 11.61
5 € p=cy/ 5 b (11.61)
1.

Les équations de Maxwell (11.57) et (11.58) deviennent alors identiques
a (11.55)

g

q:

% =p % = —w?q (11.62)
tandis que (11.60) prend par construction la forme (11.54).

Pour quantifier le champ électromagnétique, on utilise le fait que les va-
riables ¢ et p (11.61) sont canoniquement conjuguées, et on leur fait corres-
pondre des opérateurs @) et P obéissant a [@, P] = ihl. De fagon équivalente,
on écrit @ et P en fonction d’opérateurs a et a' obéissant a [a,al] = I

Les équations (11.56) et (11.61) donnent alors I'expression du champ électro-
magnétique quantifié (E, B)

E:éq/ﬂv(a—i—a]h)sinky

150ﬁw (11.64)
B=2—y/— (a—af)cos

£ =V (a a)cosky

Le hamiltonien quantique est évidemment identique a (11.13)
+ 1
H = hw aa—i—E (11.65)

Dans le processus de qllantiﬁcation, les champs Ecl et Ecl sont devenus des
opérateurs hermitiens E et B, et 'équation (11.64) donne ces opérateurs dans
le point de vue de Schrédinger. Pour obtenir une dépendance temporelle
comme dans (11.56), il faut passer au point de vue de Heisenberg, et nous
avons besoin des opérateurs a et a' dans ce point de vue. Examinons a; af
en sera déduit par conjugaison hermitienne. Par définition

an(t) = et/ g o~ 1H/R (11.66)
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ot H est donné par (11.65). L’opérateur ay(t) vérifie ’équation différentielle

dag(t i .
an(t) — L iHt/n [H,a) e P = _iway(t) (11.67)
dt h
oil nous avons utilisé le commutateur [a'a,a] = —a. L’équation différen-

tielle (11.67) s’intégre immédiatement, et avec la condition aux limites ha-
bituelle ag(t =0) = a

an(t) = ae ! aL(t) =afelt (11.68)

Ceci donne les champs E et B dans le point de vue de Heisenberg

e 2 hw —iw iw .
Eu(t) = Z”E()—V (ae ' +ale™") sinky

= 1 hw . .
B — 5 e —iwt _ fiwt .
u(t) xic”soV (ae a'e™") cosky

Le point crucial est l'interprétation physique des opérateurs a et af. Les ni-
veaux d’énergie de (11.65) sont donnés par (11.14), et on peut les interpréter
de la fagon suivante : 1’état |n) (11.18) d’énergie (n + 1/2)hw est un état a n
photons dans le mode de la cavité défini par (11.56), chaque photon ayant une
énergie hw. L’état a zéro photon |0), ou état du vide, correspond & une énergie
non nulle fiw/2 : la cavité, méme vide, posséde une énergie, appelée énergie de
point zéro. Par une redéfinition du zéro d’énergie, on peut décider d’annuler
cette énergie de point zéro. Cependant, on ne peut pas se débarrasser des
fluctuations autour de cette énergie de point zéro, et ces fluctuations donnent
lieu & des effets observables, ainsi que nous le verrons ultérieurement.

(11.69)

11.3.2 Cas général

Ainsi que nous ’avons déja mentionné, les résultats de la sous-section pré-
cédente sont suffisants pour aborder 'essentiel des développements ultérieurs,
et cette sous-section peut étre omise en premiére lecture, a partir de (11.74).
Avant de procéder a la quantification, revenons un instant sur le cas clas-
sique. Les champs6E et B sont liés par des contraintes, ce qui fait que les
six composantes ne sont pas indépendantes. De plus, comme le montre 'effet
Aharonov-Bohm (section 12.3.3), l'interaction du champ électromagnétique
avec les charges n’est pas locale. Il est souvent préférable de passer par l'in-
termédiaire des potentiels” scalaire V' et vecteur A dont on déduit les champs

A

E=-VV-°2 B=VxA (11.70)
ot
6. Afin d’alléger les notations, nous abandonnons l'indice cl jusqu’a (11.75), aucune
confusion n’étant possible.
7. Nous utilisons la notation V pour le potentiel électrique, afin de ne pas créer de
confusion avec 1’énergie potentielle V' : une particule de charge ¢ dans le potentiel V a une
énergie potentielle V = ¢V.
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Cette utilisation des potentiels au lieu des champs ne devrait pas surprendre :
en effet, en mécanique quantique, nous n’avons jamais utilisé les forces, reliées
directement aux champs Eet B par la loi de Lorentz (1.11), mais toujours
I’énergie potentielle. En mécanique quantique, ce sont I’énergie et I'impulsion
qui jouent le réle fondamental, car ce sont elles qui influencent directement
la phase de la fonction d’onde. En présence d’'un champ électrique E, c’est
le potentiel V' qui intervient directement dans I’équation de Schrédinger via
I’énergie potentielle V' = ¢V. On ne sera pas surpris qu'en présence d'un
champ magnétique é, ce soit le potentiel vecteur A qui intervienne directe-
ment dans I’équation de Schrédinger, et non le champ B.

Les potentiels ne sont pas uniques. En effet dans une transformation de
Jjauge

A— A =A-VA VoV = V+%—1: (11.71)

ot A(7,t) est une fonction scalaire de 'espace et du temps, les Champs E et
B ne sont pas modifi¢s. Afin de lever arbitraire sur les potentiels (A, V), 0
fait souvent un choix de jauge en imposant une condition sur (A, V). Un ch01x
fréquent que nous adopterons (mais ce n’est pas le seul possible!) est celui de
la jauge de Coulomb, ou jauge de rayonnement

V-A=0 (11.72)

Avec ce choix, le potentiel vecteur est transverse : en effet, si I'on passe dans
I'espace de Fourier, la condition (11.72) se traduit par k- A(k) = 0. D’aprés
la premiére des équations (11.52) et (11.72)

— SAva 81_2— aﬂﬂ_2—_ Pem
\Y (VV-i—at)—VV-l-at(V )=VV = %

d’ott 'on déduit le potentiel scalaire V'

=/
V(7 t) = L /pem(r ) a3 (11.73)

471'50 ‘77—7_"/|

Cette expression du potentiel scalaire est appelée potentiel de Coulomb ins-
tantané, car les effets de retard ne sont pas apparents : le temps ¢t dans V
est le méme que celui de la source pen,. Cette caractéristique pourrait sembler
incompatible avec la relativité, mais on doit se souvenir qu’un potentiel n’est
pas directement observable, et la contradiction est seulement apparente®. La
déduction de I’équation donnant A en fonction de Jem €st proposée a l'exer-
cice 11.6.6.

8. ¢f. Weinberg [1995], chapitre 8.
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En l'absence de sources : pem = Jem = 0, la seconde des équations (11.52)
s’écrit
— s = N . 5 N = 2A
AV % (Vx A=V (V- 4) - ev2d= 20024

et tenant compte de (11.72) et de V = 0, nous obtenons '’équation d’onde
pour A

PA

ot?
Enfin, compte tenu de I'expression classique de la densité d’énergie du champ
électromagnétique, ’expression du hamiltonien classique est

—PV2A=0 (11.74)

1 , B}
Hy = §ao/d3r (Ed? +623012) (11.75)

Revenons maintenant a la quantification, en partant de de la décomposition
de Fourier du potentiel vecteur classique

Aty =3 [A 2 () e 4 A% (1 ()*;(E)e*i”] (11.76)
Es
Nous avons choisi dans cette section des conditions aux limites périodiques

dans une boite parallépipédique de cotés Ly, Ly, L., ou quantification dans
une boite

- 27N, 21n 21N,
k:(krz . ,k‘y: Lyy7k2: I. ) nm,ny’nzzo,i17i27 ......

Un des entiers ng,n,,n, doit étre non nul. Nous avons introduit des vecteurs

&,(k) dans la décomposition (11.76) car le champ A est un champ de vecteurs ;
les vecteurs & (k) sont choisis unitaires, & (k) - €(k) = 1 et ils représentent
physiquement la polarisation du champ. Ils sont, contraints par la condition de
jauge (11.72). En effet, le gradient et le rotationnel sont donnés dans I'espace
de Fourier par

e [as(/%’)ei’?r‘ = i[k- &, (k) e* ™ (11.77)
V x [ez(/;’) e”ﬂ = i[E x &, (k)] et (11.78)

et on déduit de (11.77) la condition d’orthogonalité k - & (k) = 0 : le vecteur
&,(k) est un vecteur transverse (par rapport a k). Le vecteur & étant situé
dans_un plan, I'indice s prend seulement deux valeurs. Un choix possible est
{€x(k),ey(k)}, ou €(k), ey (k) et k forment un triedre direct : s = z,y. Ceci
correspond & la décomposition de A sur des états de polarisation linéaire. Un
autre choix possible est celui des états de polarisation circulaire

1
op = —— (&, +i8)) o = — (&, — i€,) (11.79)

g
T2



11. Oscillateur harmonique 413

avec s = D, G. On note identité importante, avec i, j = x,y, z
2
Z esi(k)ezj (k‘) = Pij = (Sij - k‘zk‘] (1180)
s=1

En effet, P;; n’est autre que le projecteur sur le plan perpendiculaire a E, et
on vérifie bien que

> Pijki=0 > Pijesi(k) = esi(k)
J J

De I'équation d’onde (11.74) on déduit Iéquation d’évolution des modes Aj:_

0 A; A
= H R AR = g Wi, =0 (11.81)

en définissant la fréquence wy, par wy = C\E| On peut choisir comme solution
de (11.81) (exercice 11.6.7)

Ap (t) = Ap e 7't Az (t) = A% elw! (11.82)
ou Ay, = Ap (t =0). Ceci donne la dépendance en ¢ de /Ycl(F, t)
Aa(7t) =Y [Ag e (Be ETert) 4 ax e (Re Frsd]  (11.83)

On en déduit les champs Ecl et Ecl que nous nous contentons d’écrire au
temps ¢t =0

—

EaF.t=0) =1 wi (A, 6(F) = A" g @ (F)) F7 = 37 By o7
E,s .

Bua(F,t = 0) = é 3 wik x (A,;S &Ry — A* a;(—E)) R = 3 B oiF
E,s
(11.84)

Ces expressions permettent de calculer aisément le hamiltonien du champ
électromagnétique si 'on utilise la relation de Parseval®

Z/d?’rﬁf(F) =V Z E. -E ;. (11.85)

k,s,s’

9. Etant donné que ce hamiltonien est indépendant du temps, on peut le calculer & ¢t = 0.
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On en déduit
€0 3. 2/ = *
5 Z/d r B%(7) = EOVZW’%AESAES - R
S k,S

R= % w2 [Ai A G (R)-Eu(—k)  (11.86)
E,s,s’

-

v A ApEr(—k)-en(k)
ot V = L,LyL, est le volume de quantification. Le calcul de la contribution
du champ magnétique au hamiltonien s’effectue suivant le méme principe, en
utilisant l'identité vectorielle

(Ax B)-(CxD)=(A-C)B-D)—(A-D)B-C)
appliquée a
[1% x é’s(/%’)} : [k x e*;/(—/%’)} = Gy (R) - &(E) = 04y
[1% x ag(E)] : [k x e;/(—z%’)} — & (R) - 2 (—F)

On en déduit la contribution du champ magnétique

1 — — *
5 506 / & Ba(F,t = 0) = oV ZwﬁAESA,;S +R (11.87)
k,s

Combinant (11.86) et (11.87) on obtient la forme finale de H;
Ha =260V Y widl Ap, (11.88)
E,s

Il reste a trouver les variables conjuguées g et pp  afin de procéder a la
quantification comme dans la sous-section précédente. Ces variables sont

ag, = (V)2 (A;;s + AES)

(11.89)
= o) (A, - 47,

Prs = 3
Compte tenu de
Ap () = —iwp Az (1) A% (1) = iwp AL ()

on vérifie immédiatement 1’analogue de (11.62)

s = Pis Py = —widy, (11.90)
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tandis que la facteur commun de normalisation dans (11.80) permet de trouver
Pexpression de H. qui généralise (11.54) et montre que H¢ (11.75) est une
somme de hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques indépendants

1 2 2
k,s

Pour quantifier la théorie, on s’inspire & nouveau de (11.63) en définissant des
opérateur aj_ et agg qui vérifient les relations de commutation

o0
[aks ’ G’EIS/

Les opérateurs Qy, et P sont alors

Qrs = \/ L

O o Ossr (11.92)

(11.93)
ce qui assure la relation de commutation canonique
Qi Py ] = ihdg g dssr ] (11.94)

Le hamiltonien s’obtient & partir de (11.91) sous la forme

1
H=>"hw (a;%salgs + 5) (11.95)

E,s

Tout comme (11.91), ce hamiltonien décrit une collection d’oscillateurs har-
moniques indépendants. L’opérateur aj, (aq ) détruit (crée) un photon de
Vgcteur d’onde k et de polarisation s, c’est-ad-dire un photon dans le mode
(k,s); Ng, = at 0, est l'opérateur nombre de photons dans ce mode.
On dedult de (11.95) Pénergie (infinie) de point zéro

1 heV

= hw

2 Z B (2

k,s

3
dkhck = 5

k3dk (11.96)

ot nous avons utilisé (9.133). Dans le rayonnement du corps noir, la mécanique
quantique s’était révélée capable de controler les fluctuations thermiques, qui
conduisaient & une énergie infinie en mécanique statistique classique. Mais
nous avons éliminé cet infini pour en introduire un autre, cette fois lié aux
fluctuations quantiques. Ces fluctuations quantiques ont des effets observables,
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comme l'effet Casimir (exercice 11.6.13). L’énergie de point zéro est aussi ap-
pelée énergie du vide, dont les propriétés restent encore aujourd’hui largement
débattues, et qui pourrait jouer un role important en cosmologie.

Pour obtenir I’expression des champs quantifiés, le plus simple est de re-
marquer que les amplitudes classiques Ay et A’i sont remplacées par des

opérateurs ; la comparaison avec (11.89) et (11. 93 montre que'?

\/ 2€0Vu)k \/ 2€0Vu)k (11.97)

Ceci donne lexpression du potentiel vecteur dans le point de vue de
Heisenberg

2
Au (7, t) =4/ 25012 Z Z
(11.98

On déduit de (11.98) lexpression du champ électrique quantifié Ey =
—8AH/8t

[ ];,') i(k-rF— wkt)-ﬁ-aT ﬂ*(];_’) —i(F-F—wpt)

=y g VR o B0 @)

(11.99)
On remarquera que le facteur de normalisation global différe de 1/v/2 compa-
rativement & celui figurant en (11.64). Ceci vient de ce que les fonctions d’onde
normalisées pour une dimension d’espace (y) sont, soit \/1/L, exp(iky), soit
/2/L sin ky. Pour le champ magnétique on utilise (11.78)

o (11.100)
X [GES €S(E) ei(l_c'i‘fwkt) _ab é*:(];) efi(];.;,wkt)}

ks
Comme dans une onde plane classique, B = (k/c) x E. I est facile de calculer
les commutateurs des diverses composantes du champ a ¢t = 0. On trouve les
relations de commutation suivantes entre la composante A; du champ et celle
—&0E; de son moment conjugué!'’ (exercice 11.6.8)

[Ai(7), —eo; (7 1h/ @ k E”—F')(éij —/%il%j)l (11.101)

10. Ce remplacement est ambigii dans I’expression (11.88) du hamiltonien, car classique-
ment AA* = A* A, et on doit passer par (11.91) pour procéder correctement. En revanche,
il n’y a pas de probléme pour les champs qui sont linéaires en A et A*.

11. L’application des principes de la mécanique analytique au champ électromagnétique
montre que le moment conjugué de A; est —egF; ; voir par exemple Weinberg [1995].
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ot nous avons utilisé (9.133). On en déduit que E; commute avec B, mais
non avec B, ou B, : on ne peut pas mesurer simultanément au méme point la
composante x du champ électrique et la composante y du champ magnétique.

Il est possible d’écrire un couplage du champ quantifié avec une source
classique Jom (7, t) de la forme

W(t) = —/d?’rfem (7, t) - A(7) (11.102)

Ce couplage généralise celui de loscillateur harmonique forcé de l'exer-
cice 11.6.4 : la force f(t) est remplacée par la source o, et opérateur position
Q@ par le champ quantifié A.On peut alors montrer que si 'on part d’un état a
zéro photon et si la source agit pendant un temps fini, on obtient un état co-
hérent du champ électromagnétique, ot le nombre de photons dans un mode
k est donné par une loi de Poisson dont la valeur moyenne est déterminée
par |Jom (K, wi) |2, Jom (K, wi) étant la transformée de Fourier quadridimension-
nelle'? de Jon, (7,1).

Le champ quantifié A a été écrit dans la jauge de Coulomb. C’est la jauge
la plus commode pour traiter les problémes élémentaires, mais ce n’est pas la
jauge qui convient pour traiter I’électrodynamique quantique de fagon géné-
rale. En effet la condition V-A = 0 privilégie un référentiel d’inertie particulier
et I'invariance de Lorentz de la théorie n’est pas manifeste. Naturellement il
ne s’agit pas d’un défaut rédhibitoire, car il est possible de vérifier tous cal-
culs faits I'invariance de Lorentz des résultats physiques. Le véritable défaut
de la jauge de Coulomb est qu’elle conduit & des calculs inextricables car le
programme de renormalisation (élimination des infinis) exige que 'on main-
tienne de fagon explicite I'invariance de Lorentz, si I’'on veut garder des calculs
maniables'®. Une jauge ou Iinvariance de Lorentz est manifeste est la jauge
de Lorentz!*

a—‘t/ +V-A=0

Cependant la jauge de Lorentz introduit des états non physiques, que I'on doit
correctement interpréter et éliminer des résultats physiques. Ces états non
physiques n’apparaissent pas dans la jauge de Coulomb, qui est un exemple
de « jauge physique ». Malheureusement on ne peut pas a la fois utiliser une
jauge physique et conserver l'invariance de Lorentz formelle.

12. Voir I'exercice 11.6.4. On trouvera un traitement détaillé par exemple dans Le Bel-
lac [1988], chapitre 9 ou Itzykson et Zuber [1980], chapitre 4.

13. D’un point de vue technique, les contre-termes qui éliminent les infinis sont contraints
par I'invariance de Lorentz, si le choix de jauge respecte cette invariance formelle.

14. Cette invariance de Lorentz formelle est manifeste en notation quadridimensionnelle :
OuAr =0, Ar = (V, A).
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11.4 Etats du champ électromagnétique

11.4.1 Fluctuations quantiques du champ
électromagnétique

Dans le formalisme de la section précédente, le champ électromagnétique
est un opérateur et on doit pouvoir observer ses fluctuations quantiques. Dans
Pétat a zéro photon, ou état du vide |0), la valeur moyenne des champs élec-
trique (11.99) et magnétique (11.100) est nulle

(0|Ex (7, £)[0) = (0|Bw(F, ¢)[0) = 0

car (0laj,|0) = <0|a~ |0) = 0, mais la nullité des valeurs moyennes n’implique
pas celle des ﬂuctuatlons' Ces fluctuations ont des conséquences physiques
importantes, et nous allons les examiner successivement dans plusieurs types
d’états : le vide, les états & nombre de photons fixé, les états cohérents et
les états comprimés. Afin de simplifier la discussion, nous nous limitons a un
seul mode (§ 11.3.1) de vecteur d’onde k et de polarisation s fixés, a;. — a,
wk — w, en nous plagant de plus & y = 0. Cette restriction & un mode unique
est souvent une bonne approximation, par exemple pour un laser monomode
si 'on peut négliger les effets transverses dus a la diffraction ou pour un mode
dans une cavité supraconductrice. Le champ électrique (11.69) s’écrit

hw : :
E _ —iwt T, iwt 11.1
(t) =4/ ey (ae™ +ale™?) (11.103)

Nous avons supprimé l'indice H et la notation vectorielle afin d’alléger les no-
tations. Calculons d’abord les fluctuations de E dans I’état du vide en utilisant

(ae—iwt +aTeiwt)2 — q2e 2wt 4 (aT)2e2iwt T P

Seul le dernier terme donne un résultat non nul quand on prend la valeur
moyenne sur le vide et

hw

OE(00) = =5

d’oit la dispersion

hw

AoE = [(0]E2(£)]0) — (0]E(1)[0)?]/* = -

(11.104)
Les fluctuations quantiques du champ électromagnétique ont des conséquences
physiques importantes : outre U'effet Casimir (exercice 11.6.13), elles sont aussi
a lorigine du clivage entre les niveaux 2s; /5 et 2p; /o de I'atome d’hydrogene
dégénérés a 'approximation de la théorie relativiste de Dirac (cf. § 15.2.2), et
qui est appelé déplacement Lamb. Ce déplacement ~ 4.38 x 10756V est une
fraction de I'ordre de 107 de la différence d’énergie entre les niveaux 1s et
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2s, et il vaut 1058 MHz en unités de fréquence'®. Ces fluctuations sont aussi
responsables du moment magnétique anormal de I’électron : alors que I'inva-
riance galiléenne et la théorie de Dirac prédisent un facteur gyromagnétique
de Vélectron v, = ge/me, ce facteur est en fait

e
Me

(07

Ve = 2w

(1 +— O(a2)>
ol o =~ 1/137 est la constante de structure fine.

Dans un état & nombre de photons n fixé (dans le mode considére),
aussi appelé état de Fock, la valeur moyenne de E(t) est nulle car (nlajn) =

(n|at|n) = 0, tandis que celle de E*(t) vaut d’aprés (11.12)

hw(2n+1)

(n|E*(t)In) = =V

d’ou la dispersion A, E dans I'état |n)

hw(2n +1)

AGE = [(n]E%n) — (n[E|n)?]"* = | [ZE2

(11.105)

Cette dispersion croit comme la racine carrée du nombre de photons lorsque
n > 1. La phase est indéterminée dans un état de Fock, puisque AN = 0.
Méme si le nombre de photons est trés grand, un état de Fock est compléte-
ment non classique.

Des états plus intéressants en pratique que ceux & nombre de photons fixé
sont les états cohérents |z). En effet la grande majorité des sources lumineuses
usuelles émettent des états du champ électromagnétique trés proches d’un
état cohérent (laser), ou d’un mélange statistique d’états cohérents (source
classique). Calculons la valeur moyenne de E(¢) dans un état cohérent en
posant z = |z| exp(if)

hw : : hw
E(t — —iwt * | lwt -9 . _ 11.1
CIE(D]2) =\ 2o (2070 27 ™") =2/ 25 fofcos(wt —6)  (11.106)

tandis que

m‘} —iw * iw 2
FE0)) = -5 [(ze ty geit) +1}

La dispersion A,E dans un état cohérent est identique & la dispersion dans le
vide

/2

ALE = [(2[EX()]2) — (E®I27] =/ BV —AGE (11.107)

15. Une faible partie de ce déplacement (—27 MHz ~ 3 %) est due, non aux fluctuations
du champ électromagnétique, mais & celles du champ électron-positron. La création de
paires (virtuelles) électron-positron a un effet d’écran sur le champ coulombien et agit
comme une constante diélectrique du vide. L’effet est beaucoup plus important pour les
atomes muoniques : cf. I’exercice 15.6.3 et la note 37 du chapitre 1.
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Rappelons que le nombre moyen de photons est (N), = (z|N|z) = |z|% et la
dispersion A, N = |z| : lorsque le nombre moyen (NN), de photons augmente, la
valeur moyenne du champ électrique croit comme +/(N)., mais la dispersion
reste constante. La distribution des valeurs de E est de plus en plus piquée
relativement a la valeur moyenne, et cette valeur moyenne évolue comme un
champ classique.
Définissons les opérateurs hermitiques X; et Xo, ou opérateurs de quadra-
ture par
X = % (a+ad) Xy = 21 (a—a) (11.108)

i
qui vérifient la relation de commutation [X7, X3] =1i/2, d’ott 'on tire I'inéga-

lité de Heisenberg
1

AX1 AXy > 1 (11.109)
Un calcul immeédiat montre que
hw .
E(t) =2/ — [X1coswt + Xosinwt] (11.110)
€0V
tandis que, suivant (11.39) et (11.108)
1
<X1>z = Rez <X2>z =Imz AzXl = AZXQ = 5 (11111)

L’inégalité de Heisenberg (11.109) est donc saturée quand le champ se trouve
dans un état cohérent, en conformité avec les résultats du § 11.2. La valeur
moyenne (E(t)), du champ est donnée par (11.106). Nous pouvons mainte-
nant interpréter physiquement les résultats du § 11.2.2 pour le champ élec-
tromagnétique dans un état cohérent. Ainsi que nous 'avons vu en (11.46), le
champ fluctue en amplitude et en phase autour de sa valeur moyenne (11.106).
La fluctuation en amplitude est en valeur relative A, E/(E) ~ 1/2|z| =
1/2(N)*? ot (N) est le nombre moyen de photons et A, N = (N)*/?, tandis
que la fluctuation de phase vérifie (11.46) : A pA, N ~ 1/2 (figure 11.2 (a)).

Il existe un autre type d’états intéressants, les états comprimés. Définissons
lopérateur unitaire

S(2) = exp B (2*@2 - zaTz)} =eX (11.112)

oil Z est un nombre complexe, Z = 7 exp(if), et calculons ST(Z)aS(%) en utili-
sant (2.53) et X = — X1

S1(2)aS(3) = a— [X,a] + % (X, [X,al] + -

Un calcul immédiat montre que

ST(£)aS(Z) = acoshr — ale'? sinhr
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Ao

AN
(a) (b)

F1G. 11.2 — Représentation de Fresnel du champ électrique. La zone hachurée re-
présente la dispersion sur I'extrémité du champ. (a) Etat cohérent ; (b) et (c) Etats
comprimeés.

On définit I’état comprimé |Z) par

2) = S(3)|0) (11.113)

Les valeurs moyennes de a et a' dans cet état sont nulles : (Z|a|2) = (Z|af|Z) =
0, tandis que

(2]a?|2) = (2](a")?|2)* = —e'? sinh 7 coshr (2|la’alz) = sinh?r

On en déduit les valeurs moyennes et les dispersions des opérateurs X et Xy

1 1
A:X = §(cosh 2r—cos § sinh 2r)1/? Az X, = §(cosh2r+cosﬁsinh 2r)1/?
Ces expressions se simplifient lorsque 6 = 0
1 1
=0 : AgXl = 5 e " AgXQ = §er (11114)

On constate que par rapport a (11.111), la dispersion de X; est réduite et
celle de Xo augmentée, mais le produit Az X; Az Xs reste constant et égal a
1/4 : les états comprimés, tout comme les état cohérents, saturent l'inéga-
lité de Heisenberg. Les figures 11.2 (b) et (¢) montrent schématiquement la
représentation de Fresnel du champ électrique dans un état comprimé. On
voit que I’on peut, soit diminuer la dispersion sur la phase et augmenter celle
sur NV, soit inversement diminuer la dispersion sur le nombre de photons et
augmenter celle sur ¢.

11.4.2 Lames séparatrices et détection homodyne

Les opérateurs X; et X, définis en (11.108) et leur généralisation
Xo, X[g4r/2) définis ultérieurement dans cette sous-section peuvent étre mesu-
rés grace a la détection homodyne, qui consiste & mélanger le champ & mesurer



422 Physique quantique

avec un signal de référence de méme fréquence que celle du champ. Avant de
décrire la détection homodyne, il est utile de transposer la discussion du § 1.4.5
sur 'action d’une lame séparatrice dans un formalisme opératoriel. Nous al-
lons écrire Panalogue des relations (1.31) pour les opérateurs d’annihilation
du champ dans les modes d’entrée et de sortie d’une lame séparatrice, et,
comme dans le § 1.4.5, nous appelons (a) et (b) les modes d’entrée, (c) et
(d) les modes de sortie; (a) et (b) étiquettent deux modes du champ repré-
sentant des paquets d’ondes qui se mélangent dans la lame séparatrice. Nous
choisissons une lame séparatrice déséquilibrée en posant

t =cosA r=isin A
L’équation (1.31) devient

@cos )\ + ibsin A
iasin A\ 4+ bcos A

Ul ol
Il

Nous supposons que l'extension temporelle A7 des paquets d’ondes est suffi-
samment grande de telle sorte que la fréquence w est bien définie. Cependant
A7 doit étre fini, afin que l'on puisse distinguer entre un « avant » (t < —7)
et un « aprés» (¢ > T) du mélange par la lame séparatrice qui a lieu pour
t~0.

Nous recherchons un hamiltonien susceptible de décrire le mélange en
terme d’opérateurs de champ a et b, ol a et b désignent les opérateurs d’anni-
hilation des modes (a) et (b). Un opérateur conduisant au résultat recherché
est

H = —hg(t) (abJr + aTb)

Dans cette équation, g(t) est une fonction lentement variable du temps, non
nulle dans un intervalle de temps [T, +T], avec T' 2 AT, et choisie telle que
son intégrale temporelle soit précisément le parameétre A qui définit ’action

du diviseur de faisceau
+T
/ g(t) dt = A

-T

Dans le point de vue de Heisenberg, qui est celui qui se raccorde le plus
directement & la description classique, les opérateurs évoluent en fonction du
temps, et entre —1" et +71', a — c et b — d. Cette évolution est donnée par
un opérateur unitaire U ()

c=UT\)aU(N) d=U"\)bUN)
avec

U(X) = exp [i (ab + alb)] = exp[iAG] G =ab' +a'b (11.115)
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L’équation (2.53) permet de calculer les opérateurs d’annihilation des modes
de sortie c et d
) ) A2
e—lG)\ aelGA =q— l)\[G,a} — 5 [G’ [G)a“ + e
1
=a+i\b— §A2a+~-~ = acos\ +ibsin A
En résumé la loi de transformation de a et b est identique & celle des amplitudes
ondulatoires
c=UT(\)aU(\) = acos\ + ibsin A
(11.116)
d=U"\)bU(N) =iasin X+ bcos A

La forme exp(iG\) de U montre que U(\) appliqué sur le vide des deux modes
|0,05) redonne |0,0p), car G|0,0,) =0
U(M)]0a0) = [0400)
et cette forme montre aussi que UT(\) = U(—)), d’ott 'on déduit
U\ a" UT(N) = a' cos A + ibT sin A
(11.117)
UMb UT(N) =ialsin X + b cos A

Revenons maintenant au point de vue de Schrédinger, ou I'état final [U’) est
donné en terme de 'état initial |¥) par |U’) = U(A)| ), et examinons d’abord
le cas d’un photon unique incident dans le mode (a). Nous avons donc

(W) = [1,0) = a'|0405)
11 est immédiat d’obtenir |¥')
W) = U(N)a'|0,05) = UN)a'UT(AU(X)[0405)
= (a' cos A + b sin \) [0,05) = cos A|1,05) + isin A[0,1,)(11.118)
L’amplitude de probabilité pour que le photon sorte dans le mode (a) est
cos A, et 'amplitude de probabilité pour que le photon sorte dans le mode
(b) est isin A, ce qui est conforme a (1.31). Pour retrouver le cas classique,

examinons l'action de la lame séparatrice sur un état cohérent |z) du mode
(a), tandis que le mode (b) est vide. L’état initial est donné par

W) = Dy (2)]0406) = [2)a @ [0)s

ot D,(z) est Vopérateur de déplacement (11.40) pour le mode (a). |¥’) est
donné par
[¥') = U(N)Da(2)]0a05) = U(A) Da(2)UT (AU (X)]0405)
= exp (aTz cos A — az* cos \) exp (isz sin A 4 ibz*sin ) [0,05)
= Dg(zcos\) Dy(izsin X)|0,0p) = |z cos A @ izsin A) (11.119)
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>
NN N

F1G. 11.3 — Lame séparatrice et interférences a deux photons.

oll nous avons explicité le produit tensoriel : le résultat est un produit ten-
soriel de deux états cohérents. On retrouve manifestement l'action de la
lame séparatrice sur une onde classique, avec une répartition de l'intensité
(|t]? = cos? \, |r|?> = sin? \) dans les deux voies de sortie.

Supposons maintenant que nous partions d’un état |1,1;), ot un photon
arrive dans le mode a et 'autre dans le mode b de part et d’autre de la lame
séparatrice (figure 11.3)

[1alp) = a'b7]0,0p)
La lame séparatrice transforme cet état en
) = UN)a'b'10405) = U(N)ab'UT (1)[0404)
= (aT cos \ + ibf sin A) (iaT sin A + bt cos A) 10406)
isin 2\
= ———(|2,0p) + [042p)) + cos 2A|1,13) (11.120)
V2
otl nous avons utilisé (at)20) = v/2|2) (c.f. (11.18)). Si la lame séparatrice
est équilibrée, avec A = /4
;

V2
Les deux photons quittent simultanément la lame séparatrice soit par une des
deux voies de sortie, soit par Pautre (figure 11.3). La probabilité jointe de dé-
tecter un photon dans chaque voie est nulle. Ce résultat peut s’interpréter en
terme de statistique de Bose-Einstein pour les photons (chapitre 14). L’expé-
rience a été réalisée par Santori et al. [2002] ; voir également Grangier [2002].

Nous avons défini en (11.111) les opérateurs X; et Xo. De fagon générale
les opérateurs de quadrature Xy et Xg /o) sont définis par

1

Xy = 3 (ae_ie —|—aTei‘9)

W) = —=(]2406) + [0a2s)) (11.121)

4 4 (11.122)
Xiosnjz = 5 (a7 —ale?)
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On a donc X7 = Xp—g et Xy = Xg—r/2- Le champ électrique a ¢ = 0 étant
proportionnel & X7, Xy représente un champ obtenu par une rotation d’angle
f. Le point important est que ’on peut mesurer son amplitude par détection
homodyne. Le signal (a) est mélangé avec un oscillateur local (b) a Paide d’une
lame séparatrice équilibrée (|r| = [¢t| = 1/4/2, figure 11.3). Dans ces conditions

oo L (af +1b7) g — % (iaf + b1 (11.123)

V2

Les opérateurs nombre de photons dans les modes ¢ et d sont respectivement

N, = cfe= % [aTa +b'p+i (bTa — abT)]

Ny =dld= % [afa+bTb—i(b'a—abl)]

(11.124)

Les deux premiers termes du crochet représentent respectivement les opéra-
teurs nombre de photons du signal et de 'oscillateur local, tandis que les deux
derniers sont des termes d’interférence. La différence (N, — Ng) compte la dif-
férence entre le nombre de photons regus par le détecteur D, et celui regu par
Dy

R(=R"Y)=N.— Ny =1i(bla— abl)

Comme le signal et I'oscillateur local ne sont pas corrélés, nous avons (alb) =
{a®)(b). Si l'oscillateur local est un état cohérent |z), alors

B =zl () = |zle

On suppose que Poscillateur local est le champ d’un laser avec |z| > 1; les
fluctuations de l'oscillateur local sont alors négligeables, car cet oscillateur se
comporte approximativement comme un champ classique. Dans ces conditions
R devient

R~ —ilz| (aTe' —ae™™) = 2|2 X|p /g (11.125)

Le détecteur homodyne mesure donc la quadrature Xy /o). L’expérience est
faite en envoyant une série de signaux identiques, ce qui permet de déterminer
la distribution de probabilité p(Xpy), puis en faisant varier la phase 6 de 'os-
cillateur local. On remonte ensuite a la distribution de Wigner (section 12.5)
du champ électromagnétique quantifié. Une autre méthode (exercice 11.6.9)
consiste a utiliser une lame séparatrice trés déséquilibrée : [t| > |r|.

11.4.3 Hamiltonien de Jaynes-Cummings

Le hamiltonien de Jaynes-Cummings décrit de fagon approchée 'interac-
tion d’un atome & deux niveaux avec le champ électromagnétique quantifié.
Son principal mérite est que l'opérateur d’évolution correspondant peut se
calculer explicitement, car il se raméne a celui d’un systéme a deux niveaux.
Nous décrirons a la fin de cette section une application aux oscillations de Rabi
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du vide, qui permettent de mettre directement en évidence la quantification
du champ dans une cavité résonante.

Nous considérons un atome possédant un niveau fondamental (ou un ni-
veau métastable de vie moyenne trés longue) |g), et un niveau excité |e). On
peut associer a la base {|g),|e)} deux vecteurs colonne d’un espace a deux

dimensions . (é) o) = <(1)> (11.126)

Soit g = E¢ — EY9 la différence d’énergie entre le niveau excité et le niveau
fondamental. Nous allons étudier 'interaction de I'atome avec un mode (11.69)
du champ électrique quantifié dans une cavité

o . hw i ; .

Eu(y.t) =24/ — (ae ™' + a'e™") sin ky (11.127)

EoV

pour une fréquence w =~ wy : nous nous plagons donc au voisinage de la
résonance, en définissant comme au chapitre 5 le désaccord par 6 = w — wy.
Soit |¢d) (resp. |t )) 'état on atome est dans son niveau fondamental (resp.
excité) et o la cavité contient exactement n + 1 (n) photons

lpn) =lg® (n+1) |Ph) = le ®n) (11.128)

Les états |¢9) et |¢%) ont pour énergies respectives, en prenant comme zéro
d’énergie la valeur moyenne de E9 et E°¢

B9

n

1
—§hw0 + (n+1)hw
. . (11.129)
ES = §hw0 + nhw = _§MO + (n+ 1)w — ko

Ces états sont donc quasi-dégénérés car § < wp. Cette propriété va nous
permettre de nous restreindre & ’espace de Hilbert de dimension 2 sous-tendu
par les vecteurs |p?) et |pf).

Le couplage de ’atome au champ se fait par le moment dipolaire électrique
de transition 5, le hamiltonien d’interaction étant

—D - Eu(t=0)= —(5-2),/5% (a+a)sinky
= —(D-2)g(y) (a+a") (11.130)

w

ot nous avons défini g(y) par

g(y) = oy sin ky (11.131)

Ainsi que nous le montrerons dans la section 15.3, atome dans I’état |g) ou
le) ne peut pas posséder de moment dipolaire

(9|1 D|g) = (e|Dle) = 0
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et seuls les éléments de matrice non diagonaux peuvent étre non nuls
(9| - 2le) = (e| D - 2lg)" = d
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer d réel, ce qui permet d’écrire
D-z=d(le){g| + lg)(el) (11.132)

Il sera commode d’introduire les matrices de Pauli o4 et o_

_ _ (01 R (00
o = |g)le| = (00) o_=ocl =le)g| = <10> (11.133)
ainsi que o3
10
o3 = lg)(gl = le)lel = { 5 _; (11.134)
ce qui permet de récrire le hamiltonien d’interaction sous la forme

W= M) to ) (atal) A =29 a1g)

Le hamiltonien total est

1 1
H = H0+W = Hat+Hem+W = —5 hw003+MaTa+§ h)\(y)(0'++0'7) (CL —+ CLT)

(11.136)
ot H,; est le hamiltonien de 'atome, H,y, celui du champ et W l'interaction
atome-champ. Comme au chapitre 5, nous allons nous placer dans le point de
vue de l'interaction en définissant pour un opérateur A

A(t) _ eiHot/hAe—iHot/h _ ei(Hat+Hem)t/hAe_i(Hat"l‘Hem)t/h (11.137)

Nous avons montré en (5.57) que I’évolution de 4 (¢) est donnée par
Gu(t) = eiflut/h g o= iHat/h — 5 oFiwot (11.138)

tandis que celles de a(t) et af(t) sont données par (11.67). Les dépendances
temporelles approchées des opérateurs qui apparaissent dans W sont donc
it 6,+&‘i‘ x eiﬁt

—i(w+wo)t

o-aece (11.139)
Gral oc ellwtwolt Gidoxe '

Les deux derniers termes de (11.140) oscillent rapidement en fonction du
temps et correspondent & des transitions qui ne conservent pas I’énergie : par
exemple o_a' correspond & I’émission d’un photon alors que 1’atome passe
de I'état fondamental & I'état excité. Au voisinage de la résonance, nous pou-
vons utiliser ’approximation séculaire et négliger ces termes. Il ne reste que les

termes o_a et oya’. Nous obtenons ainsi le hamiltonien de Jaynes-Cummings

1 1
Hjc = —3 hwoos + hwa'a + 3 AX(y) (o—a + a+aT) (11.140)
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Ce hamiltonien couple uniquement les niveaux |p9) et ¢%), et nous sommes
donc ramenés & un systéme a deux niveaux.

En pratique, on envoie I'atome dans la cavité suivant une certaine trajec-
toire, et nous allons supposer que sinky = 1 le long de cette trajectoire. La
fréquence de Rabi du vide §2i sera définie par

_ 2 [

Qp = — 11.141
L ( )

Les éléments de matrice non diagonaux de W se déduisent de

(pdlorallps) = (g@ (n+ 1)|oralle@n) = vn+1

ol nous avons utilisé (11.16), et la forme matricielle de H est

- 1 10 1 ) Qrvn+1

Les vecteurs propres et valeurs propres de ce hamiltonien sont A, & une
constante additive commune prés,

1
E,; -5 hy/8% + (n +1)Q% IX5,) = —sinb,|pd) + cos b, |¢5)

1
Ef = §h\/52+(n+1)9% It = cosB,]pd) + sin b, |¢C)
(11.143)
ou l'angle 6,, est donné par
Qrv 1
tan 20, = % (11.144)

Les vecteurs |y, ) et |x;) sont les vecteurs propres de l’atome habillé (par le
champ électromagnétique). Supposons que 'atome dans 1'état excité |e) entre
dans la cavité au temps ¢t = 0, et que celle-ci soit vide (n = 0). On se place a
la résonance § = 0, sinfly = cos @y = 1/v/2. L'état |¢§) se décompose sur |xiF)

|¢3>::;}5(Lx3>-+|xa>) (11.145)

et le vecteur d’état est donné au temps ¢ par

le(t)) = % (e‘iQRf/Q\xoﬂ + eiQRf/Q\X@) (11.146)

La probabilité de trouver au temps ¢ 'atome dans son état excité est

1 ont/2|? Qgt
(sl = gleint/2 + eint/2]| = cos? 210 (11.147)
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Cette probabilité oscille en fonction de t avec la fréquence de Rabi du vide
Qp (11.141). Ces oscillations proviennent de 'interaction entre I’atome et le
champ électromagnétique quantifié, puisque la cavité est initialement vide, et
ces oscillations sont appelées a juste titre oscillations de Rabi du vide. Ces
oscillations ont été observées expérimentalement, ce qui fournit une preuve
directe de la quantification du champ électromagnétique. L’expérience a été
réalisée par Brune et al. [1996a] avec les données numériques suivantes

d=11x10%em  ==50x10"H  V=187x10""m’
7r
La valeur théorique calculée & partir de ces données est en bon accord avec la
valeur mesurée expérimentalement a partir des oscillations Qr/(27) = 47 kHz.

11.5 Mouvement dans un champ magnétique

11.5.1 Invariance de jauge locale

Nous revenons maintenant au champ électromagnétique classique (E , é) :
notre objectif est d’établir la forme de l'interaction de ce champ avec une
particule quantique chargée de charge g. En électrodynamique classique, la
densité de charge électrique pem (7, t) et la densité de courant

Jem (7, 1) = pem (7, 1)U(F, t) (11.148)

vérifient ’équation de continuité (11.53). Nous souhaitons généraliser I'expres-
sion de ce courant & la physique quantique. Nous avons établi au chapitre 9
I'expression du courant de particules (9.123)

7(7,t) = Re (@*(F, t) [%h 6] o7, t)) i
11.149

— (w0 | ¥ et — ptrin) | 5o 9] 020

Le courant électromagnétique créé par le mouvement d’une particule quan-
tique chargée de charge ¢ devrait étre a priori jem = qJ, la densité de charge
pem étant g|p|?. Cette forme du courant de particules obéit & I'équation de
continuité lorsque la fonction d’onde (7, t) vérifie 'équation de Schrédinger

,8@_ h? 2

et le courant électromagnétique associé

Pem = q|§0‘27 j:em = qj'
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obéit a (11.53). Cependant nous allons voir que expression (11.149) du
courant doit étre modifiée en présence d’un potentiel vecteur. L’expres-
sion (11.149) du courant est invariante dans une transformation de jauge
globale, qui consiste & multiplier ¢ par un facteur de phase

o(7,1) — ' (F,t) = exp (—i% A) o(7, 1) = Qp(7, 1) (11.150)

ou A est un nombre réel. Lorsque A est une fonction de et de t, on a affaire a
une transformation de jauge locale : le lien avec (11.71) sera fait bientot. Nous
allons déduire la forme du courant d’un principe d’invariance de jauge locale,
qui pourra sembler a prior: arbitraire. En fait ce principe est trés général, car
on pense aujourd’hui que toutes les interactions fondamentales de la physique
se déduisent d’un tel principe (exercice 11.6.12). Une transformation de jauge
locale s’obtient en remplagant la constante A dans (11.150) par une fonction
de 7 et de t

o(F,1) — ¢ (7,) = exp (—i% A(F, t)) o(7 1) = Q(F (1) | (11.151)

Cette transformation est manifestement unitaire. Il est immédiat de vérifier
que le courant (11.149) n’est pas invariant dans une transformation de jauge
locale, car le gradient agit sur exp(iqA/ h). Nous allons modifier 1’expression
du courant en substituant au gradient V la dérivée covariante D

—ihD = —ihV — gA (11.152)

Contrairement a la dérivée ordinaire, la dérivée covariante a une action simple
lorsque l'on effectue une transformation de jauge locale (11.151)

“ihDyp = —ihD(Q71y') = (—ihV — ¢A) exp (1% A(F, t)) o' (7, 1)

QY (—ihV — gA + qVA)¢/ (11.153)
Q1 (—ihV — qA")¢' = QY (—=ihD'y)

ott D' est la dérivée covariante calculee avec le potentiel vecteur trans-
formé (11.71). Les dérivées covariantes D et D' sont physiquement équiva-
lentes car A est A’ le sont. L’ expression du courant devient invariante par
transformation de jauge locale si au lieu de la dérivée ordinaire on se sert de
la dérivée covariante

7(7,t) = Re (gp*(ﬁt) {—h - %A} olF, )) = Re (w*(m) [_—ihl_jgo]>

m

<
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En effet, si Pon exprime ¢ en fonction de ¢’ en utilisant (11.152) et (11.154)
S 1% > —1 —ih R
70 = e (" mnea | 21|
1% (= —ih a1 = (=
=R€<¢(ﬁﬂ[?;D¢}>=J(ﬁﬂ

Ceci suggére que 'opérateur vitesse dﬁ/ dt n’est pas simplement dﬁ/ dt =
P/m = —(ih/m)V mais plutot

—

At thy dhg 4 g (11.155)

m m
Sachant que 'opérateur vitesse est donné par le commutateur de R avec le ha-
miltonien, examinons sa composante z. D’apreés (8.61) et U'expression (11.155)
de dR/dt '
i
h
ce qui donne, en reprenant le raisonnement de la section 8.4, la forme la plus
générale de H

X:[HM:%@—MJ

H = L (]3 - q/Y)Q +qV = L (—ihﬁ - qff)Q +qV = L(—iFLDﬂ)2 +qV
2 2m 2m
(11.156)
ot V = ¢V est une fonction arbitraire de R et t. Exiger I'invariance de jauge
locale du courant permet de retrouver la forme générique (8.73) du hamilto-
nien compatible avec l'invariance galiléenne. La substitution —ihV — —ikD
dans I’équation de Schrodinger, écrite dans un premier temps en l'absence de
champ électromagnétique, et qui permet d’écrire cette équation en présence
d’un tel champ est appelée couplage minimal*®. La prescription du couplage
minimal s’étend aux théories de jauge non abéliennes (exercice 11.6.12) et
permet d’écrire toutes les interactions du modéle standard de la physique
des particules élémentaires entre les particules de spin 1/2 (« particules de
matiére ») et celles de spin 1 (bosons de jauge) définies au § 1.1.3.
En meécanique analytique (exercice 8.5.8), on montre que le hamiltonien
dont se déduit la force de Lorentz (1.11) est

1 N2 —
Hd:——<ﬁ—mﬂ +4qV
2m

16. Nous avons montré au § 8.4.2 que l'interaction W = _7§' B entre un moment ma-
gnétique de spin et un champ magnétique découlait du couplage minimal appliqué & une
équation d’onde invariante de Galilée, avec v = ge/me. Cette interaction se déduit aussi de
I’équation relativiste de Dirac et de ’application de la prescription du couplage minimal &
cette équation, qui donne le méme le facteur gyromagnétique ~y. Les corrections de type mo-
ment magnétique anormal se déduisent du couplage minimal appliqué a I’électrodynamique
quantique.
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Un autre fagon d’obtenir (11.156) est de partir de cette forme classique et
d’utiliser le principe de correspondance pour remplacer p' et 7 par des opéra-
teurS'ﬁ—JB——ihﬁ 7 — R.

Si ¢ est solution de I'équation de Schrodinger dans le potentiel (A, V) alors
¢’ en sera solution dans le potentiel transformé de jauge (A", V v ) (11.71). En

effet 'équation de Schrédinger pour ¢ s’écrit

o 1 . _
P (—ihD)2p + Ve

5 ot 2m

Mais d’une part

8_@_2 @ 1\ _ -1 ﬂa_A/ ¢’
at_at<eXp<h>@>_Q hot? T ot

et d’autre part

i_- )2 _L_- MN20—1,,/ — 71i_- N/\2,
2m( ihD) @—zm( ihD)*Q " =0 2m( ihD") ¢

ce qui donne, en mettant Q' en facteur dans les deux membres de I’équation
de Schrodinger pour ¢’

0y’ 1 ., —
¥ (—iﬁD/)ng/ +qV/<p’

o ot 2m

On vérifie également (exercice 11.6.11) que 7 obéit a I’équation de continuité

Nel | &
o TV (11.157)

11.5.2 Champ magnétique uniforme : niveaux de Landau

Comme application, étudions le mouvement d’une particule chargée dans
un champ magnétique uniforme et constant. Nous ignorons les effets de spin :
Iinteraction d’'un moment magnétique lié au spin a déja été étudiée au § 3.2.5.
Nous supposons B dirigé suivant Oz, et afin de simplifier la discussion, nous
supposons également que le mouvement est confiné au plan xQOy. Ce cas est
d’ailleurs d'un grand intérét pratique, car on sait réaliser des structures bi-
dimensionnelles, avec des applications importantes comme 'effet Hall quan-
tique!”. Le mouvement d’une particule classique sous I’action de la force

ﬁzqﬁxé

se fait alors sur un cercle!® de rayon p = mv/(|q|B) avec une fréquence w =
|g|B/m, ou fréquence de Larmor (¢f. (3.61)). Si ¢ < 0, ce que nous supposerons

17. ¢f. Taylor et Heinonen [2002], chapitre 10.
18. Si le mouvement est a trois dimensions, la trajectoire est une hélice qui se projette
suivant un cercle de rayon p parcouru a la fréquence w dans le plan zOy.
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pour fixer les idées, le cercle est parcouru dans le sens trigonométrique. Le
mouvement est donc

z(t) = xg + pcoswit
(1) =0 + pe (11.158)
y(t) = yo + psinwt

ol g et yp sont les coordonnées du centre du cercle. La projection de ce
mouvement circulaire uniforme sur les axes Ox et Oy donne deux oscillateurs
harmoniques, que ’on retrouvera en mécanique quantique. Un choix possible
pour le potentiel vecteur est

L1 4
A= Bxr (11.159)

et donc A, = —yB/2, A, = 2B/2, A, = 0. Ce choix n’est évidemment pas
unique et un autre choix fréquent!? est A, = A, = 0, A, = zB. Calculons le
commutateur des composantes de la vitesse

X, Y] = — [Pf =YB,P, ——XB}
[ ) m?2 +2 L)

1 ¢B ihw
- D p X|+[V. P, ):——I 11.160
— S (P X+ [V R) = = (11.160)
Comme l'expression de H peut s’écrire
1 o g
H= Em(x +Y) (11.161)
on se raméne a (11.9) en définissant
N m - ~ m .
=4/—Y P=,/—X
@ hw hw
et .
H =3l (P*+@?) (11.162)
Les niveaux d’énergie sont étiquetés par un entier n
1
E, = hw <n+§> n=0,1,2,... (11.163)

Ces niveaux sont appelés niveaur de Landau. Par analogie avec le cas classique,
on définit un opérateur R? qui est ’analogue du rayon carré p? de la trajectoire

circulaire
2H

mw?

R? = é (X2 +Y2) - (11.164)

19. C’est par exemple le choix de Landau et Lifschitz [1966], § 111.
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La valeur moyenne de R? dans 'état |n) est

2 2h 1
2 _ _ z
(R?),, = — (n|H|n) o <n+ 2)

Si la particule est dans un état propre de H, la dispersion sur R? est nulle.
Le flux ® du champ magnétique a travers une orbite est quantifié en unités
de h/|q|. En effet
h 1
®=7(R*»,B=— <n+—>

Tl 2
La deuxiéme caractéristique du mouvement est la position du centre du cercle.
Suivant (11.158) on définit les opérateurs Xy et Yy par

1. 1.
Xo=X--Y Yo=Y+ =X (11.165)
w w

Compte tenu de [X,X] = [Y,Y] = ikl/m et de (11.160) le commutateur
[Xo,Yo} vaut
ih
[Xo, Yo] = — 1
mw

On vérifie immédiatement que

[Xo, X] = [X0, V] = [Yo, X] = [Yo, V] = 0

et donc que [H, Xo] = [H, Yp] = 0. L’opérateur R2

R2 = X2 +Y¢ (11.166)
commute avec R? : R? et RZ sont hermitiens et simultanément diagonalisables.
Posant

R mw . mw
Qo 7 X0 0=4/7 Yo
conduit a 5
R2-_ ( A2 ]32)
0= = Qo+ Fy
et les valeurs propres 72 de RZ sont
2h 1
2
- - —0,1,2,... 11.167
= <p+ 2) p ( )

Nous avons retrouvé les deux oscillateurs harmoniques ; le premier donne la
valeur n du niveau de Landau, c’est-a-dire le rayon de l'orbite, et le second
la position du centre de I'orbite. Supposons que la particule se trouve dans le
plan a lintérieur d'un cercle de rayon ry et que p? < ré; les valeurs de p sont

alors limitées par
mw o Mmw

< = _
P=%5 "0 9
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ot § = 7r¢ est l'aire du cercle. La dégénérescence g d’'un niveau de Landau
n est donnée par le nombre de valeurs possibles de p

_omw lq| B

9= 2rh  2wh

Il faut multiplier ce résultat par un facteur 2 si 'on veut tenir compte du

spin. En toute rigueur, il faudrait s’assurer qu’il n’y a pas de dégénérescence

supplémentaire, en montrant que tout opérateur commutant avec H (ou R?)

et R2 est une fonction de H et de R32 : on ne peut pas trouver de propriétés

physiques supplémentaires compatibles et indépendantes. La démonstration

suit le méme canevas que celle donnée pour l'oscillateur harmonique simple
(exercice 11.6.2).

Il n’est pas difficile de généraliser au cas d'un mouvement & trois dimen-
sions. En effet, comme A, = 0, il suffit de rajouter au hamiltonien un terme
en P2/(2m) dont les valeurs propres sont p?/(2m). L’énergie totale est une
fonction de n et de p,

S (11.168)

Boy —ho(ns 1)+ 2 (11.169)
mbe 2 2m '

Si le mouvement vertical de la particule est limité par 0 < z < L., le nombre
de niveaux de Landau dans [p.,p. + Ap.] est
_ L. |qB
g 2wh 2mh Pa

(11.170)

11.6 Exercices

11.6.1 Eléments de matrice de Q et de P

1. Calculer les éléments de matrice (n|Q|m) et (n|P|m) des opérateurs @ et P dans la base
n).

2. Calculer la valeur moyenne (n|Q%*|n) de Q% dans I’état |n). Suggestion : calculer

2
lpn) = (a+af) " In)
et [lpnll>

11.6.2 Propriétés mathématiques
1. Montrer les relations de commutation
[N,aP] = —paP? et [N,al?] =palP

En déduire que les seules fonctions de a et de af qui commutent avec N sont des fonctions
de N, et que les valeurs propres de N sont non dégénérées.

2. Soit H' le sous-espace de H sous-tendu par les vecteurs |n) et 'H’L I’espace orthogonal :
H ="H @& H' . On appelle P’ le projecteur sur H’. Montrer que P’ commute avec a et af
et en déduire, en utilisant le théoréme de von Neumann du § 8.3.2, que soit P’ = 0, soit
P’ = I. La premicére éventualité étant exclue, P’ = I et les vecteurs |n) forment une base
de H.
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11.6.3 Etats cohérents
1. Calculer (z|P?|z) et (2|H?|z) et en déduire les dispersions (11.39).

2. On se propose de rechercher les états |p(t)) tels que les valeurs moyennes de a et de
H aient des propriétés identiques aux propriétés classiques. En premier lieu, si (a)(t) =

(¢(t)]|alp(t)), montrer que
. d

i (@)(t) = wl@))

et (a)(t) vérifie donc la méme équation différentielle (11.29) que z(¢). On définit le nombre
complexe zg par

20 = (a)(t = 0) = ((0)[a|¢(0))

et on aura donc comme solution de I’équation différentielle pour (a)(t)
(a)(t) = zoe 7"

3. La deuxiéme condition concerne la valeur moyenne du hamiltonien. On exige, en sui-
vant (11.30) et en ajoutant ’énergie de point zéro

(011 0) = s (120 + )
ou, de facon équivalente
(a'a) = (¢(0)]a’ ale(0)) = |z0|?

Soit Iopérateur b(zg) = a — zo. Montrer que
((0)[b" (20)b(20)|12(0)) = 0

et en déduire
alp(0)) = 20[#(0))
L’état |¢(0)) est donc I’état cohérent |zo).

4. Fonction d’onde d’un état cohérent. Exprimer I'opérateur de déplacement D(z) (11.40)
en fonction des opérateurs P et @ et calculer la fonction d’onde 1. (q) = (g|z). Suggestion :
écrire D(z) sous la forme

D(z) = f(z,2*) exple(z — 2*)Q)] exp[ic/(z + 2*) P]

déterminer les constantes c et ¢’ et utiliser le fait que P est le générateur infinitésimal des
translations (cf. § 9.1.1)

Pl
exp(—i7 )l) = la +1)
Exprimer 1 (q) en fonction de la fonction d’onde ¢o(g) (11.23) de I’état fondamental.

5. Montrer qu'un opérateur A est entiérement déterminé par ses « éléments diagonaux »
(2| Alz). Suggestion : utiliser

Apm 2z z*m

2|Alz) = e~ I2I7 _—
(21 A]) > e
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11.6.4 Couplage a une force classique

Les états cohérents permettent de traiter simplement la version quantique de l'oscil-
lateur harmonique forcé. En mécanique classique élémentaire, ’action d’une force externe
F(¢t) sur un oscillateur harmonique

m(t) = —mw?q + F(t)

se traduit dans le hamiltonien par un couplage —qF'(t) entre 1’élongation g et la force F(¢).
Dans la version quantique, au hamiltonien de ’oscillateur harmonique simple (11.9) s’ajoute
un terme de couplage —QF(t) entre I’élongation @ et la force externe F'(t), que ’on appelle
conventionnellement force classique ou aussi source classique

W(t) = -Q \/% (a+aT) F(t) = _h(a+aT) 1)

Dans cette expression f(t) est un nombre ayant la dimension d’une fréquence. Nous noterons
Hy le hamiltonien (11.9) de oscillateur harmonique simple et H(t) le hamiltonien total

H(t)=Ho+W()=Ho—h (a + aT) f(t) (11.171)

1. Le probléme est trés semblable a celui rencontré au § 9.6.3 (cf. (9.138)), et nous pourrions
tenter de le traiter par une méthode de perturbations. Cependant, il se trouve que ’on peut
calculer exactement ’évolution temporelle grace a 'opérateur de déplacement D(z) (11.40).
On commence par passer dans le point de vue de I'interaction (§ 4.2.5). Montrer que

W(t) = —h (a emiwt 4 gf ei“’t> £

et que 'opérateur d’évolution dans ce point de vue vérifie I’équation différentielle ([7 (t) =

U(t,0))
_dU(t)

i S == (aeT ™ al e ) U 0) Ut=0)=1

2. On divise 'intervalle [0, ¢] en n intervalles infinitésimaux At et on part de

n—1 5
U(t) = lim e TIAtW(t;)/h
A0

Pour calculer ce produit, on utilise la propriété (11.42) de l'opérateur de déplacement avec
z; = if(t;) exp[iwt;]. Montrer que

T(t) = ' exp (-% /0 dt'dt”f(t’)f(t”)e—iw“’—t”> explz(t)a’] exp[—z*(t)a]  (11.172)

avec

2(t) =i /Ot at’ et f(¢')

Le facteur de phase exp(i®) peut étre ignoré, mais il est facile de le calculer

1 [t .
i = _5 /0 dt/dt//f(t/)f(t//)e—m;(t’—t”g(t/ _ t")
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ot £(t) est la fonction signede t : e(t) = 1sit > 0, e(t) = —1sit < 0. Vérifier que le membre
de droite de cette équation est bien un nombre imaginaire pur. En déduire ’expression de
U(t) sous la forme

U(t) _ eiCI) e—|z\2/2€aTz(t) e—az*(t) _ e—YeaTz(t) e—az*(t)
t t o (11.173)
Y :/ da¢ / dat"’ e—w(t —t )f(t/)f(t”)e(t’ _t//)
0 0

ot 6(¢) est la fonction de Heaviside : 6(¢) = 1 si t > 0, 6(¢) = 0 si ¢ < 0. Dans la suite du
probléme on se serrvira de la forme (11.172) de U(t).

3. On examine le cas ou ’état initial & ¢ = 0 est un état propre |n) de Ho en supposant
que la force agit seulement pendant un intervalle de temps fini [t1, 2], et en choisissant
d’observer 'oscillateur & un temps ¢t > t2 : 0 < t; < to < t. On définit la transformée de
Fourier f(w) de f(t)

f(w) — /oo dt/eiwtlf(t/) — /.t2 dt/eiwtlf(t/)

J - Jty

Montrer que le résultat final pour U (t) est indépendant de ¢ pour t > to
- . iz - 1o
U(t) = exp(i®) exp <1a f(w) exp (mf (w) exp | —5 [f(w)] (11.174)

Montrer que si 'oscillateur est dans son état fondamental au temps ¢ = 0, le vecteur d’état
final est un état cohérent

U(1)[0) = e [if(w))
Montrer que la probabilité d’observer un état final |m) est donnée par une loi de Pois-
son (11.34)
~ 2 m ~ 2
(IF@)?)™ exp (=1F)12)

m!

p(m) =

5. Généraliser les résultats précédents au couplage (11.102) d’un champ électromagnétique
quantifié¢ & une source classique Jom (7, ) en écrivant la perturbation sous la forme

a3k -

WO == | Gamys A Tk

11.6.5 Opérateur de phase

1. Afin d’essayer de définir un opérateur de phase ®, on écrit 'opérateur d’annihilation a
sous la forme d’une quasi-représentation module et phase

a=Ae® A=Al
En déduire ata + I = A2 et
oo
A=VN+1 :Z [n)vn+1(n|
n=0

On a donc exp(i®) = A~'a. Montrer que exp(i®) est identique & l'opérateur E défini
en (11.47), et n’est donc pas unitaire : ¢ n’existe pas comme opérateur hermitien.
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2. Montrer que les opérateurs C et S définis par

SHOT R

sont les analogues de cos ¢ et sin¢. Calculer les commutateurs [C, S], [C, N], [S, N] et la
somme C? + S2. Quelles inégalités de Heisenberg peut-on déduire de ces commutateurs ?

3. Calculer les valeurs moyennes et les dispersions de C et S dans un état cohérent |z),

z = |z| exp(if).

11.6.6 Potentiels scalaire et vecteur en jauge de Cou-
lomb

On écrit formellement la relation (11.73) donnant le potentiel de Coulomb instantané

_ 1 _
V=-— (VQ) 1Pem
€0
qui est la relation inverse de V2V = —pem/€0. Utiliser la seconde équation de Max-

well (11.52) sous la forme

pour montrer que A vérifie

1 924 - .
Cj w - VA= MU]e’lr;

ott le « courant électromagnétique transverse » 7,1 vaut

Jem = Jem = V - [(V3) TV - Jem)]

11.6.7 Deépendance temporelle du coefficient de Fourier
classique

On écrit la décomposition de Fourier du potentiel électromagnétique classique
. ik —iwgt 1 iR iwpt
Aq (7, t) = Z (AEe‘ Te Tk —i—AEe e lWk ) + c.c.
k

ol nous avons omis la dépendance vectorielle qui ne joue aucun réle dans I’argument ; c.c. =
complexe conjugué. En utilisant

montrer que on peut faire en sorte que exp(ik-7) soit toujours associé a exp(—iwyt), comme
dans (11.83).
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11.6.8 Relations de commutation du champ
électromagnétique
1. En se plagant a t = 0, évaluer le commutateur (11.101)

7 7 i d°k g ik (77’
(A7), —<oE; (7)] = ik / s (3 = oy ) 77

Montrer que ces relations sont aussi valables pour le commutateur a temps égaux
[Am; (7, t), —eoEm,; (7, 1)]

2. En déduire les relations de commutation entre Ep; et Byj.

11.6.9 Détection homodyne et lame séparatrice
déséquilibrée
1. On reprend linterférométre du § 1.4.5, en supposant qu’un seul photon dans le mode a

arrive dans linterféromeétre. Le mode b est le vide, et I’état initial est donc |140p). Montrer
que ’état final est

_ 1 is i is
|W) = 5 ( 1+e )|1a0b)+ 5 <1+e ) [0 1p)
En déduire les taux de comptage S, et Sy des détecteurs D, et Dy, et retrouver les résultats
du § 1.4.5
S, o (U]ala|w) Sy o (W|bT | W)

Répéter le raisonnement pour un état de Fock initial & n photons |n,0p), et montrer que
le résultat pour n photons est le méme que pour n photons successifs. Que se passe-t-il si
Détat initial est un état cohérent |z40p) ?

2. On utilise une détection homodyne avec un diviseur de faisceau déséquilibré, ’oscillateur
local étant dans un état |z). Montrer que le taux de détection S, du détecteur Dg est

S, o< (z|bfb|z) sin? A 4+ Tr (psata) cos? A +iTr {ps\zﬂz\ <aTb— abT)] sin A cos A

ol ps est I'opérateur statistique du signal. Donner I'interprétation physique des trois termes.
Montrer que le dernier terme est un terme de battement entre le signal et I'oscillateur local
et qu’il peut s’écrire

Sat oc 20/H(1 = 1) [2[(X (g4 2))

avec z = |z|exp(if).

11.6.10 Oscillations de Rabi dans une cavité

1. Dans le cadre de la section 11.4.3, calculer la probabilité p(¢) de trouver latome au
temps ¢t dans 1’état excité hors résonance, et montrer que la fréquence des oscillations est
maintenant (toujours dans le cas ou il n’y a pas de photons dans la cavité)

— 2 2
Q=/5+03
Montrer que pour un désaccord ¢ tel que Qr < |d| < wo, atome reste pratiquement

toujours dans son état excité. Comment doit-on modifier les résultats si la cavité contient
exactement n photons ?
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2. On suppose que la cavité contient un état cohérent du champ |z) et on revient au cas de
la résonance : 6 = 0. Montrer que la probabilité p(t) est

cos(Qnt) Qn =vn+1Qg

1 ef\z|2 > |Z|2n
t) = — —
P(t) 2 2 nZ n!

=0

Expérimentalement, la transformée de Fourier de p(¢) exhibe des pics a des fréquences
vo = 47kHz, v1 = 65kHz et v2 = 81 kHz. En déduire le nombre moyen de photons ng = |z|?
de I’état cohérent sachant que le rapport de la hauteur des pics & rg et a 71 est ~ 0.9.

3. Montrer que si ng > 1, alors il semble raisonnable de traiter n comme une variable
continue et p(t) se met sous la forme

cos(Qngt) e—t/T?

Donner ’expression du temps de relaxation 7 des oscillations. En fait il n’est pas correct de
traiter n comme une variable continue : I’étude numérique de la somme discréte montre que
les oscillations commencent par disparaitre pour ¢ & 7, mais qu’elles réapparaissent au bout
d’un certain temps. C’est le phénomeéne de résurgence. Estimer le temps 71 au bout duquel
les oscillations corrrespondant & no —+/no et no ++/no sont déphasées de 7, et montrer que
7 o~ 11. Pourquoi les oscillations réapparaissent-elles aprés 271 pour redisparaitre ensuite 7

11.6.11 Conservation du courant en présence d’un
champ magnétique

En utilisant I’équation de Schréodinger dans un champ magnétique, montrer que le
courant 7 (11.154) obéit a I’équation de continuité

11.6.12 Transformations de jauge non abéliennes

Les interactions fondamentales sont toutes fondées sur les théories de jauge non abé-
liennes, que nous allons définir dans un cas élémentaire en généralisant la transformation
de jauge (11.151). En omettant la dépendance par rapport au temps afin de simplifier la
discussion, nous allons supposer que la fonction d’onde ¢(7) est un vecteur a deux com-
posantes ®(7) = [p1(7), p2(7)] dans un espace de Hilbert complexe & deux dimensions, et
qu’il existe dans cet espace une opération de symétrie, dite de symétrie interne, qui laisse
la physique invariante,

2
O(7) — &' (F) = QP ou ¢, = Z Qapes
=1

généralisant (11.150). © est une matrice 2x 2 unitaire et de déterminant unité, ou en d’autres
termes une matrice du groupe SU(2). La symétrie est appelée symétrie de jauge et le groupe
SU(2) est le groupe de jauge. En général le groupe de jauge est un groupe de Lie compact. Le
groupe de jauge de I’électromagnétisme est le groupe des transformations de phase (11.150),
noté U(1), qui est abélien : I’électromagnétisme est une théorie de jauge abélienne. Lorsque
le groupe de jauge est non abélien, la théorie de jauge sera dite non abélienne. Les groupes de
jauge du modéle standard de la physique des particules élémentaires sont le groupe produit
direct SU(2) x U(1) pour les interactions électrofaibles et SU(3) pour la chromodynamique
quantique, qui sont des groupes non abéliens.
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Suivant les résultats de I’exercice 3.3.6, la matrice 2 peut s’écrire en fonction des matrices

de Pauli
5001
Q = exp <—iq E Aa§0a>

a=1
Lorsque les fonctions A, sont indépendantes de 7, on a affaire & une symétrie de jauge
globale, et si les A, sont fonctions de 7, & une symétrie de jauge locale. Afin d’alléger les
notations, on se placera dans un systéme d’unités ot A =m = 1.

1. L’analogue du potentiel vecteur de I’électromagnétisme est un champ vectoriel de com-
posantes A, dans ’espace de symétrie interne. On définit la matrice A par

A
A= Z Aa 3 Oa
a=1
A a a la fois des composantes ordinaires i = (x,y, z) et des composantes a dans I’espace de
symétrie interne : A = {A;q}. L’expression du courant J généralise (11.154)

7=Re {@T(—iﬁ - qﬁ)cb] — Re {qﬁ(—iﬁcb)]

D=-iV— qA‘
est la dérivée covariante. Montrer que la transformation de jauge ® — @’ laisse 7 invariant
si cette transformation de jauge est globale & condition de transformer aussi A en A’

A’ =0AQ7!
Si la transformation de jauge est locale, montrer que 'invariance du courant
7=7 =Re [@’T(—iﬁ — ¢A)®'
implique la loi de transformation A — A’
A =A™ ! — é (veye!

Retrouver la loi de transformation (11.71) dans le cas abélien.

2. On choisit une transformation de jauge infinitésimale : |gA4(7)| < 1. En déduire la loi
de transformation de A,
61411 = A:l - A‘a = _ﬁAa + QZ 8abcAbgc
b,c
La différence (cruciale!) avec le cas abélien est que le champ de jauge A‘a dépend de fagon
non triviale de I’indice de symétrie interne a du groupe de jauge??. En électromagnétisme

les photons ne transportent pas de charge, mais les bosons de jauge d’une théorie non
abélienne sont « chargés » : ils transportent les nombres quantiques de la symétrie interne.

3. Montrer que si ® obéit a I’équation de Schrodinger indépendante du temps
1 =\ 2 1 "
5 (-iv - qA) @ = 3 (~ifD)*® = B®

il en est alors de méme pour ®’ & condition d’utiliser le champ A’

20. Comme le champ A est un champ vectoriel, les particules associées sont, comme le
photon, des particules de spin 1, appelées bosons de jauge : bosons Z° et WE pour les
interactions électrofaibles, gluons pour la chromodynamique.
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11.6.13 Effet Casimir

En raison des fluctuations quantiques du champ électromagnétique, il existe une force
attractive entre deux plaques conductrices paralléles distantes de L, méme si ces deux
plaques sont disposées dans le vide et sont électriquement neutres : c’est l’effet Casimir2t.
On suppose que les dimensions des plaques sont trés grandes par rapport a L.

1. Par un argument dimensionnel, montrer que la force P sur une plaque par unité de
surface est de la forme

he
P=A—
A
ou A est un coefficient numérique. La surprise est que A # 0!

2. Les deux plaques sont des rectangles paralléles au plan Oy distants de L, de cotés L, et
Ly, de surface S = Ly Ly avec Ly, Ly > L. On choisira des conditions périodiques suivant
les axes Ox et Oy et on définira le vecteur d’onde k de Oy par

E— 2Tng 2Ty
T\ Ly T Ly

ol ng et my sont des entiers relatifs, nz,n, € Z. Montrer que si les plaques sont des
conducteurs parfaits, les valeurs possibles des fréquences des ondes stationnaires sont de la
forme

wn(k)=c 7+k2 n=20,1,2,...

On rappelle que pour un conducteur parfait la composante transverse du champ électrique

s’annule & la surface du métal?2. Expliquer pourquoi pour n = 0 il n’existe qu’un seul mode
de polarisation possible.

3. Montrer que Ienergie de point zéro (11.96) est

Eo(L)

NSt

23" wn(F)
ok

ou

1
T IRDY
n:O,E nzl,E

n,

ko

4. On doit tenir compte de ce que le conducteur n’est jamais parfait : "approximation du
conducteur parfait est excellente a basse fréquence, mais a haute fréquence tout conducteur
réel devient transparent. On doit donc modifier ’énergie de point zéro en tenant compte
d’un facteur de coupure x(w/we), x(0) = 1 et limy— oo x(uw) = 0 : x(u) est une fonction
réguliére, décroissant de la valeur un a v = 0 a la valeur zéro pour u — co. En déduire

Bo(k) = g 3 [ @b ix (—“’"““)

=0 We
hS oo,/'oo 2 w men
= dw w — Wy = —
2mc? ngo Jon X we " L

21. Cet exercice est adapté d’une présentation de B. Duplantier, Séminaire H. Poincaré,
mars 2002.
22. Voir par exemple Jackson [2001], section 8.1.
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Grace au facteur de coupure, cette énergie est finie.

5. Calculer la pression exercée sur la plaque de droite

1 dEy w2he ’
P, =_——- " __
int S dr 2L4 . g(n)
ou
w
g(n) =n’x <—")
We

Pour obtenir la pression totale sur cette plaque, il faut retrancher la pression en sens
contraire exercée par le vide a I'extérieur de I’espace entre les deux plaques. Calculer I’éner-
gie correspondante et en déduire la pression

w2he [
Pext = — o4 ./0 dn g(n)

La pression totale sur la plaque est Piot = Pint — Pext. Utiliser la formule d’Euler-Mac
Laurin

S ot = [ atm) = =500+ GO+

pour montrer que le résultat a la limite ot le facteur de coupure devient égal & un est

w2 hc

Pyop = —— 2
ot 240 LA

Cette pression est attractive, et surtout elle est finie! En tenant compte soigneusement de
tous les effets physiques, nous avons déduit d’une quantité a priort infinie, I’énergie de point
zéro, une quantité finie et mesurable?3.

11.6.14 Calcul quantique avec des ions piégés

1. Les ions piégés sont peut-étre une solution d’avenir pour la construction d’un ordina-
teur quantique. Dans une expérience réalisée par un groupe d’Innsbruck (Schmid-Kaler
et al. [2003], Blatt [2004]), des ions “°Ca™ sont confinés dans un piége approximativement
unidimensionnel et harmonique. L’état fondamental Sy /5 = [g) est identifié¢ a I'état |0) du
calcul quantique (§ 6.5.2), et I’état excité D5 o = |e) avec [1). L’état excité est métastable,
de vie moyenne trés longue (~ 1s) parce que la transition Ds5/5 — S1/5 est quadrupolaire
électrique. Considérons d’abord un ion unique dans le piége. Son hamiltonien approché est
Hirap = ﬁpg + %ngzQ ,
ou M est la masse de 'ion et w, la fréquence du piége. En absence d’un champ appliqué,
le hamiltonien est la somme du hamiltonien des états internes de l’ion et de 'oscillateur
harmonique du piége

1
Hy = —5 hwoo, + ﬁwzaTa
ol wo est la fréquence de la transition |0) < |1). On applique a 'ion le champ d’un laser

lorsque t > 0
E = Eizcos(wt — kz — ¢)

23. Une référence récente est Mohiden et Roy [1998]. La précision des mesures de Deffet
Casimir est actuellement de I’ordre de 1 %, et les mesures confirment la validité de la formule
théorique.
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La fréquence de Rabi est notée wi. Le couplage entre le champ et I’ion est
Hine = —% ho s cos(wt — kz — ¢)
Ce hamiltonien s’écrit dans le point de vue de l'interaction (§ 4.2.5)
Hing (t) = e 10" Hypy () e 70
Montrer que I"approximation séculaire conduit au hamiltonien
iy ~ _% o1 {0+ 1(6t=0) o—ikz | o —i(5t—¢) eiké}
oll 0 = w — wq est le désaccord. Si § = 0, ce hamiltonien est indépendant du temps
iy ~ _% o1 {0+ oibo—ikZ | o oid eikz]

Comme

=zt o)

exp(£ikZ) couple les niveaux internes |0) and |1) aux niveaux de vibration dans le piége. Les
niveaux internes seront étiquetés n, n = 0, 1, les niveaux de vibration m, m = 0,1,2,---,
et I’état produit |n, m)

2. Définissons le paramétre sans dimension de Lamb-Dicke n par

h
=k
K \/Qsz

Quelle est I'interpretation physique de 1 ? Soit m et m + m/ deux niveaux de 1'oscillateur

’
harmonique. Montrer que la fréquence de Rabi wi"ﬂm&m est donnée par

W = o (m 414 m)
ou 7 est le paramétre de Lamb-Dicke. Les transitions correspondant aux fréquences w =
wo + w» (resp. w = wp — w) sont appelées bande latérale bleue (resp. bande latérale
rouge), tandis que les transitions avec w = wg sont appelées transitions porteuses. Nous
supposons aussi que n < 1 et nous nous plagons au premier ordre en 7. Montrer qu’a cette
approximation et pour m’ = %1, on a pour les bandes latérales bleues et rouges

WP~ py/mF Twr = w (bleue)
W~ py/mw; = w] (rouge)

Ecrire Pexpression de Hipt pour les deux bandes latérales, et montrer que pour la bande
latérale bleue
H

int —

% nwivm+1 [0'+ab e"ie — U_aZei¢]
tandis que pour la bande latérale rouge

Hi;t = %nw“/m [o:«.aiefi"S —o_ar ei¢]
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Les opérateurs ay - - - a) sont définis de fagon & conserver la norme des vecteurs d’état

a . a* a N a*
ap = —— ap = —F—— ar = —— a, =
vm—+1 vm+1 vm Vm
On se limite au cas m = 1. Quels sont les opérateurs de rotation sur les deux bandes

RE(6,4), on 6 = —wift?

3. En plus des niveaux |0,0), |0,1), |1,0) et |1,1), on utilise également le niveau [1,2).
Dessiner le schéma des niveaux et identifier les transitions de bande latérale bleue |0,0) <
[1,1) et |0,1) < |1,2). Montrer que l'opérateur de rotation R:B défini par

R}, = R"(a,7/2) R*(8,0) R (a,7/2) R (8,0)

est égal & —I pour a = m, 3 quelconque, ou B = 7, a quelconque. R* (0, ¢) est une rotation
d’angle 6 autour d’un axe situé dans le plan zOvy, faisant un angle ¢ avec l'axe Oz et
utilisant la bande latérale bleue (+) ou rouge (—). Compte tenu de ce que la fréquence de
Rabi pour la transition |0,1) « |1,2) vaut +/2 fois celle pour la transition |0,0) < |1,1),
comment peut-on choisir a et 3 de telle sorte que Rz = —1I pour les deux transitions 7 En
déduire la séquence des 4 impulsions et leur durée de telle sorte que le résultat net soit

|00> A 7‘07 0> |071> - 7‘07 1> |170> A +|]-v0> ‘17 1> - 7‘17 1>

On a donc fabriqué une porte c¢Z (au signe prés)24.

4. Il faut maintenant « transférer » la porte cZ vers la base de calcul des états |ni,n2),
ni1,n2 = 0,1 étant les états fondamentaux et excités des deux ions. Montrer que ’on obtient
le résultat souhaité en prenant en sandwich I’opérateur de rotation Rzél) sur ’ion numéro 1
utilisant la bande latérale bleue entre deux rotations de 7 sur I’ion numéro 2 utilisant la
bande latérale rouge

[R=® (m,7/2)| RV [R™P (=7, 7/2)]

Une opération un peu plus complexe permet de construire une porte cNOT.

11.6.15 L’expérience de Badurek et al.

L’expérience de Badurek et al. [1985]25 montre qu’un champ classique ne s’intrique pas
avec le systéme quantique avec lequel il interagit. Le schéma de I’expérience est donné sur la
figure 11.4 : il s’agit d’un interféromeétre & neutrons ou arrivent des neutrons polarisés spin
up. Chaque bras de l'interférométre contient une cavité ou régnent un champ magnétique
constant Eo paralléle & Oz et un champ de radiofréquences 51 (t) polarisé suivant Oz de
fréquence w >~ wp, ot wq est la fréquence de Larmor dans Eo, qui fait basculer les spins. Si
le champ classique By (t) s’intriquait avec le spin, une trace du passage du neutron dans le
bras supérieur (1) ou inférieur (2) de l'interférométre serait laissée dans I’environnement,
et les interférences seraient détruites. L’expérience montre que les interférences persistent,
et donc qu’un champ classique ne s’intrique pas avec le systéme quantique avec lequel il
interagit.

1. Pour une étude quantitative, on écrit le vecteur d’état initial
1
V2

24. La porte cZ se déduit de la porte cNOT (6.125) par 0 — o.. En fait c<NOT =
H®2cZH®2, ot H est la porte de Hadamard (6.122).
25. Voir par exemple Omnés [1994], chapitre 11.

|¥) (I D1+112) ®|2(t =0))
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RF wo

* o

RF W

F1a. 11.4 — Schéma de D'expérience de Badurek et al. Les deux faisceaux sont
recombinés par la lame horizontale de droite et les neutrons sont détectés en D.

ot | T); représente un spin up incident dans le bras (i) de 'interférométre et |z(¢t = 0))
I’état cohérent du champ engendré par la source de radiofréquences a 'entrée de la cavité.
Le champ magnétique quantifié B est dans le point de vue de Schrodinger (a est une
constante)

I§1 =« (a + aT) T
L’état cohérent du champ est supposé de la forme
|2(8)) = |]2e™ (1= 9)
Montrer que la valeur moyenne du champ est
(B1)(t) = 20z| cos(wt — ¢) &
et en déduire 2a|z| = Bj.
2. On se place dans le point de vue de I'interaction, avec pour hamiltonien Ho

1
Ho = hwala — B hwoo»

Montrer qu’a I'approximation séculaire le hamiltonien d’interaction W s’écrit dans le point
de vue de l'interaction

- 1 . .
W = —Ea'yh orae ¥ 4 g gl el

ou v est le facteur gyromagnétique du neutron et 6 = w — wo est le désaccord.

3. On définit le vecteur |¢) par
allz) = 2*|z) + |e)
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Montrer que (z|e) = 0 et que ||g]|2 = (¢|e) = 1 : ajouter un photon & un état cohérent le

modifie de fagon négligeable si |z| > 1. En déduire que W appliqué sur un état cohérent
peut s’écrire sous la forme

. . S 1 hw i
hwy |ogel? e 4o e7i® e“st] |2)(z| — S, e'e) (]

W —
2 |7

N | =

ou w1 = vBj est la fréquence de Rabi. Le premier terme de W est le hamiltonien d’inter-
action avec un champ classique, le deuxiéme terme est négligeable si |z| > 1, ce qui est le
cas pour un champ classique. L’interaction avec le champ classique maintient la cohérence
entre les états de spin | 7)1 et | T)2, et les interférences ne sont pas détruites.

11.7 Bibliographie

La diagonalisation du hamiltonien de 1’oscillateur harmonique & une dimension par une
méthode algébrique est classique et se trouve dans tous les manuels de mécanique quantique.
La théorie des états cohérents est développée par Cohen-Tannoudji et al. [1973], complé-
ment Gy ou Gerry et Knight [2005], chapitre 3. Pour des compléments sur la quantification
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chapitre 2 ou Weinberg [1995], chapitre 8. Les fluctuations du champ électromagnétique et
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par Gerry et Knight [2005], chapitres 4, 6 et 7, ou par Mandel et Wolf [1995], chapitres 10,
11 et 12. L’électrodynamique en cavité et la détection homodyne sont traitées en détail par
Gerry et Knight [2005], chapitres 6 et 10 et par Haroche et Raimond [2006], chapitre 3.
Feynman et al. [1965], volume III, chapitre 21 donnent une discussion physique de la dif-
férence entre la vitesse et p/m en présence d’un champ électromagnétique. Les niveaux de
Landau sont traités dans Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Ev et les applications
a la physique du solide par Huang [1963| chapitre 11.



Chapitre 12

Meéthodes semi-classiques

L ARRIVE SOUVENT EN PHYSIQUE qu’une théorie (ou un modele) S soit la

limite d’une théorie (ou un modeéle) plus complexe C, lorsqu'un paramétre
sans dimension § tend vers zéro : lims_,oC = S. L’exemple emblématique
d’une telle limite est la limite non relativiste (NR) de la mécanique relativiste
(R). Le petit paramétre est alors le rapport de la vitesse caractéristique v
du probléme a la vitesse de la lumiére : § = v/c, et R=NR si v/c — 0.
L’exemple de I'énergie cinétique K illustre cette limite

2 1 2
K:L mC2:§m’U2|:1—|-O(E>:|
c

V1 —02/c? -

Cependant, ce cas simple n’est pas générique : le plus souvent la limite C = S
est singuliére lorsque 6 — 0. Un exemple important est donné par I’hydro-
dynamique : si § est 'inverse du nombre de Reynolds, la limite § — 0 de
I'équation de Navier-Stokes est I’équation d’Euler des fluides non visqueux.
Mais cette limite, qui est encore loin d’étre bien comprise, passe par la phase
du régime turbulent. Alors que I'on s’attendrait & ce que la dissipation dispa-
raisse progressivement lorsque la viscosité s’annule, elle se concentre dans des
régions de plus en plus irréguliéres et qui deviennent fractales lorsque 6 — 0.

Une autre limite, qui elle aussi est loin d’étre bien comprise et qui nous
intéresse particuliérement dans ce chapitre, est la limite classique de la mé-
canique quantique. Si Sc,, est une action caractéristique du probléme phy-
sique considéré, par exemple Sear = mwa? pour un mouvement circulaire de
rayon a et de fréquence w, on pourrait espérer que les effets quantiques de-
viennent négligeables lorsque le paramétre sans dimension 6 = h/Sc,, < 1L
Cependant cette limite se heurte a deux difficultés (au moins!). La pre-
miére difficulté est qu’il existe une différence conceptuelle fondamentale entre

1. Ce que 'on exprime souvent de fagon cavaliére comme : la limite i — 0 de la physique
quantique est la physique classique. Bien siir un tel énoncé est formellement incorrect, car
h est dimensionné, ce qui ne nous empéchera pas d’utiliser cette formulation !
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les descriptions classique et quantique de la réalité physique?, et la limite
h/Scar — 0 n’a pas de signification évidente. Ainsi que nous ’avons expliqué,
on ne peut pas par exemple attribuer une trajectoire & une particule quan-
tique, alors que cette notion est essentielle dans la description classique. La
limite quantique = classique ne peut pas se résumer a faire tendre un petit
paramétre vers zéro. Au contraire, la limite v/¢ — 0 de la mécanique rela-
tiviste ne pose pas probléme parce que la description de la réalité physique
est la méme dans les deux cas : dans les deux cas les particules possédent des
positions et des vitesses bien déterminées simultanément et des trajectoires®.
La mécanique classique a été établie pour le mouvement d’objets macrosco-
piques que I'on suppose souvent isolés, mais dans une description quantique,
ainsi que nous l'avons vu au chapitre 6, on ne peut pas négliger 'interac-
tion d’'un objet macroscopique avec son environnement. Le mouvement de cet
objet nous apparait classique, avec une trajectoire déterminée, mais le carac-
tére macroscopique de l'objet ne suffit pas en soi a assurer l'existence d’une
description classique, ot 'on n’observe pas de superpositions linéaires d’états
macroscopiquement distincts.

La deuxiéme difficulté vient de ce que la limite i — 0 est singuliére. A
titre d’exemple, considérons une expérience de fentes d’Young réalisée avec
des particules quantiques a la limite i — 0. L’intensité sur ’écran est

2 P

1
() x cos -

Il existe au moins deux raisons pour lesquelles les franges d’interférences vont
disparaitre en pratique.

(i) L’interaction avec l'environnement va rendre incohérents les paquets
d’ondes issus des deux fentes (voir § 15.3.5 pour une étude détaillée).

(ii) Les franges d’interférences sont de plus en plus resserrées quand i — 0,
les autres quantités étant maintenues fixes, et 'interfrange devient plus
petite que la résolution du détecteur.

Dans les deux cas on observera le résultat classique de I'addition des intensi-
tés, et non des amplitudes. La présence de 1/h dans l'expression de I(z) est
un exemple du caractére singulier de la limite 2 — 0. Une des conséquences
les plus frappantes concerne le chaos : en physique quantique, un systéme
fini ne peut avoir que des fréquences de Bohr discrétes, et le mouvement est
quasi-périodique, méme si son analogue classique (dont le hamiltonien est for-
mellement identique) est chaotique. La raison en est que les limites ¢t — oo

2. L’auteur ne souhaite en aucun cas imposer au lecteur le point de vue philosophique
d’une « réalité externe » indépendante. « Réalité physique » est ici une expression commode
pour désigner un concept utilisé spontanément par les physiciens.

3. La limite non relativiste de la mécanique est simple, mais il n’en va pas de méme pour
la limite non relativiste de ’électromagnétisme, qui n’a rien d’évident si ’on veut respecter
Iinvariance galiléenne, voir Le Bellac et Lévy-Leblond [1973].
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et h — 0 ne commutent pas. Si le systéme est macroscopique, I'interaction
avec ’environnement détruit les délicates relations de phase assurant la quasi-
périodicité de la dynamique quantique, et le mouvement apparait chaotique si
le hamiltonien classique est de type chaotique. Un exemple standard est celui
du mouvement de rotation chaotique du satellite de Saturne, Hypérion (Zu-
rek [2003]), qui apparait classique en raison, en particulier, de son interaction
avec le rayonnement solaire.

Dans ce chapitre, nous allons négliger I’environnement en supposant les
sytémes parfaitement isolés, et étudier dans ce cadre la limite i — 0. En fait,
dans cette optique, la question centrale est la suivante : quelle est 'empreinte
laissée sur le probléme quantique, et en particulier sur son spectre de niveaux,
par les propriétés du probléme classique associé? La réponse a cette ques-
tion complexe constitue toujours aujourd’hui un domaine de recherches trés
actif. Un des problémes est de comprendre les relations entre les propriétés
chaotiques d’un mouvement classique et le spectre de niveaux du probléme
quantique correspondant. Nous n’aborderons pas ce sujet en raison de sa trop
grande technicité ; nous renvoyons le lecteur aux livres cités dans la bibliogra-
phie, et nous nous limiterons & des sujets plus élémentaires.

Ce chapitre a pour objectif de montrer que l'on peut recourir dans cer-
tains cas a des concepts classiques comme celui de trajectoire ou d’espace
de phase pour obtenir des résultats approchés a la limite &~ — 0 : les mé-
thodes d’approximation correspondantes sont appelées semi-classiques. Les
trois premiéres sections sont consacrées & l'intégrale de Feynman, ou inté-
grale de chemin et & quelques-unes de ses applications. L’intégrale de Feyn-
man permet d’écrire des amplitudes de probabilité comme une somme sur
des trajectoires, ou chemins. Cette formulation est exacte*, équivalente au
formalisme de l'espace de Hilbert. C’est une formulation alternative de la
mécanique quantique, qui n’introduit que des fonctions a valeurs numériques
et se passe complétement des opérateurs. L’intégrale de chemin présente un
intérét considérable pour traiter de problémes formels : théorie des perturba-
tions, relations entre mécanique quantique et mécanique statistique, théorie
quantique des champs. . ., mais elle est peu performante pour la résolution de
problémes concrets standard comme le calcul du spectre de 1'oscillateur har-
monique ou de I'atome d’hydrogéne. En revanche, elle est d’'un grand intérét
comme point de départ d’une série d’approximations semi-classiques fondées
sur ’approximation de la phase stationnaire. Toutefois, les calculs correspon-
dants sont complexes, et les méthodes semi-classiques fondées sur I'intégrale
de chemin sortent du cadre de ce livre; nous renvoyons donc le lecteur aux
références données en fin de chapitre.

La section 12.4 est consacrée a une méthode datant des débuts de la méca-
nique quantique, la méthode BKW. Elle permet, entre autres, de donner une
expression approchée des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde des états
liés dans un puits de potentiel et de calculer la probabilité de transmission a

4. Dans la limite de nos connaissances actuelles !
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travers une barriére de potentiel. Dans la section 12.5, nous nous plagons dans
Pespace de phase (g, p) de la mécanique analytique. L’objectif est d’essayer de
définir une densité de probabilité dans I’espace de phase qui soit la plus proche
possible de celle de la mécanique statistique classique. Nous verrons qu’un tel
objectif n’est pas facile a atteindre, mais qu'une pseudo-densité de probabilité
due & Wigner présente néanmoins des caractéristiques intéressantes. Le lien
de la section 12.6 : théoréme adiabatique et phases géométriques, avec les
sections précédentes est assez ténu. Toutefois, ce lien sera fait grace a 'effet
Aharonov-Bohm.

12.1 Propagateurs et fonctions de Green

12.1.1 Propagateur de 1I’équation de Schrodinger

Notre objectif est de décrire I’évolution au cours du temps d’un systéme
quantique de N particules dont la fonction d’onde est connue au temps t'.
Soit U(t,t") V'opérateur d’évolution (4.14) de ce systéme, qui vérifie I'’équation
différentielle (4.17)

[ihdy — H(t)|U(t, ') =0 (12.1)
et o(71, 7, ,7n;t) = (Flp(t)) = (7, t) sa fonction d’onde. On peut 1'écrire

en terme de la fonction d’onde au temps ¢/, (7, t'), grace a la relation de
fermeture [ d®r |7\ (7| =1

(Tlott) = [ & FUEOFNE o) = [ @ FUEO) o)
(12.2)
avec d®r = d3rd3ry -+ - d®ry. L'équation (12.2) met en évidence le propaga-
teur K (7, |7, ")

‘K(F,th’",t') = (F|U, )70t —t') (12.3)

La fonction de Heaviside 6(t —t') (0(t) =0si ¢t <0, 8(t) = 1si ¢t > 0) assure
que la propagation se fait uniquement vers le futur, alors que I’ordre des temps
t et t' est quelconque dans U(t,t") : I'équation (12.3) définit le propagateur
retardé, mais il existe d’autres types de propagateur, qui sont étudiés dans
Pexercice 12.7.4. La propriété U(t,t) = I implique la condition aux limites
suivante pour K

tlirtr/1+ K7t t") = o6(F —7") (12.4)
La définition (12.3) montre que le propagateur est amplitude de probabilité
pour trouver le systéme au point 7 au temps ¢ sachant qu’il était en 7’ au
temps t'. Ceci rappelle la définition d’une probabilité conditionnelle (voir la
section 12.2.1), d’ou le choix de la notation K(e|e) : le propagateur est une
sorte d’amplitude de probabilité de présence conditionnelle. Lorsque H est
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indépendant du temps, U(t,t') = exp[—iH(t —t')/h], et définissant |7,t) et
|7, ") par
‘F, t> _ eth/h |’F> |,F/,t/> _ eth//}i |,F/>

le propagateur K s’écrit aussi
K(7t7 t") = (7t )0t —t') (12.5)

Cette notation est fréquemment utilisée de fagon conventionnelle méme
lorsque H dépend du temps.
Compte tenu de la définition (12.3) et de l'identité

d A !
GOt —t) =5t 1)

on peut calculer la dérivée par rapport au temps de K
iho K = HK + ik (F|U(t, )7y 6(t — t')

Comme U (t,t) = I, on en déduit que le propagateur K vérifie I'équation
différentielle inhomogéne

(7, — H(O)|K (7|7, ¢') = ih (7 — 7') 8(t — ') (12.6)

ou H(t) est écrit en représentation 7. Cette équation ne spécifie pas le pro-
pagateur de fagon unique, puisque 'on peut toujours ajouter & une solution
de (12.6) une solution de I’équation homogeéne correspondante. Ainsi que nous
lavons déja noté, c’est la fonction 0(¢t —¢’) dans (12.3) qui fixe la solution de
fagon unique et définit le propagateur retardé.

Utilisant la propriété de groupe (4.15) de lopérateur d’évolution et la
relation de fermeture fd?’rl\fi)(Fﬂ = [ écrite pour un temps t’ < t; < t,
on déduit I’équation suivante, qui est 'analogue de 1’équation de Chapman-
Kolmogorov (12.28) valable pour les probabilités conditionnelles des processus
markoviens

KA 1) = /d%1 K (A7, 00 K (7 |7 1) (12.7)

12.1.2 Fonctions de Green

Nous allons maintenant nous restreindre au cas ot le hamiltonien est in-
dépendant du temps et ot 'opérateur d’évolution dépend seulement de la
différence (t —t')

U(t,t") =exp [ —iH(t —t')/h]

11 sera commode de choisir ¢’ = 0 et de récrire le propagateur sous la forme

K (7 t|F' ' = 0) = K(7,7';t) = (F| exp[—iHt/h]|7") (12.8)
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Soit {¢ns(7) = (Flens)} un systéme complet de fonctions propres du hamil-
tonien H d’énergie F,
Hppns () = Enpns(T) (12.9)

ou s est un indice de dégénerescence éventuelle des niveaux d’énergie. Compte
tenu de ces définitions on peut récrire le propagateur en utilisant la relation
de fermeture des vecteurs propres de H, Zn,s |ons){ons| =1

K(r,r ZZ 7 |ns) (@nsle” lHt/h|%0 w) (Pl

n,s m,u

Ze"E"t/h (7)pns (i) (12.10)

La transformée de Fourier temporelle de (12.10) introduit une fonction inté-
ressante, la fonction de Green G(7,7'; E). Pour calculer cette transformée de
Fourier, évaluons 'intégrale

+o0 o
I(E) :/ dt e/ g(t) e Bt/ :/ dt (B En)t/n
0

— 00

L’intégrand oscille a U'infini, et pour rendre l'intégrale convergente, nous rem-
plagons E par E +in, n — 07. Ceci équivaut & prendre la transformée de
Fourier d'une fonction 6(t) comme celle d’une distribution. Nous obtenons
pour I(E)

ih
E—-FE,+in
Le lecteur pourra vérifier le résultat en calculant la transformée de Fourier
inverse & l'aide d’une intégration dans le plan complexe en E. Nous pouvons
maintenant écrire la transformée de Fourier du propagateur

I(E) =

— * —/
G(F. ﬂ/,E _ dte 1Et/hK = =/, @ns(’/‘)@ns(r ) 12.11
(T,T, / (Try) — E—En+17] ( )
ot le facteur —i/h a été introduit par convention. La transformation de Fourier
inverse est
- dE o—iBt/h (. 7!
K, m't) =1 E G(r, 7', E) (12.12)
7r
La fonction G(7,7'; E) est appelée fonction de Green de I'équation de Schro-
dinger indépendante du temps, car elle vérifie

(E - H)G(F,7'; E) = 6(F —7") (12.13)
qui n’est autre que la transformée de Fourier temporelle de (12.6). Pour jus-
tifier directement (12.13) on utilise (12.11)

R E—-E, E—-H+in

n,s

)
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ce qui montre que G(7,7'; E) est 'élément de matrice (7|G(E)|F") de 'opé-
rateur G(E)
1

G(E) = E—H+in

(12.14)
et a Pévidence (F — H)G(E) = I. 1l est parfois commode de considérer
des valeurs complexes z de I'énergie, et G(z) = (z — H)™! est la résolvante
(voir (2.46)) de H, la fonction de Green G(F) étant obtenue en choisissant
z = E+1in. La résolvante G(z) a des poles pour les valeurs propres z = E,, du
spectre discret de H, et le résidu R,, du pdle a z = F,, est relié aux fonctions
propres de la valeur propre E,,

R =" ous()ohs(7) (12.15)

Dans le cas du spectre continu, G(z) est singulier si z appartient au spectre de
H et G(z) présente une coupure sur l'axe réel. La connaissance de la fonction
de Green pour un probléme quantique indépendant du temps est équivalente
a celle des fonctions propres et valeurs propres de H, c’est-a-dire a la solution
compléte du probléme quantique. C’est cette observation qui rend la fonction
de Green particuliérement utile.

12.1.3 Propagateur libre

L’exemple le plus simple de propagateur est celui de ’équation de Schro-
dinger libre : V' = 0. Pour des raisons de simplicité d’écriture, nous allons
nous limiter au cas d’une particule de masse m se déplagant dans un espace
a une dimension, mais la plupart des résultats qui vont suivre se généra-
lisent sans difficulté a N particules dans un espace a trois dimensions. En
notant Ko(z,z’;t) le propagateur libre, nous obtenons & partir de (12.8), avec
H = Hy= P?/2m

Ko(x,l'/;t) _ <x‘efiP2t/(2mh)|x/> _ / d_peip(a:fg;’)/h efip%/(2mﬁ)

27h
_ L [imE =) /*“d o |12
o P T om PP o

otl nous avons introduit un systéme complet d’états de ’opérateur impulsion P
pour obtenir la seconde équation de la premiére ligne, et le changement de
variables p’ = p — m(x — 2’)/t pour la seconde ligne. L’intégrale de la seconde
ligne se raméne a l'intégrale gaussienne

oo 2 2
I(a) :/ due /2 = [T (12.16)
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lorsque a est réel et strictement positif. Pour a complexe, a = |a| exp(if), on
utilise un prolongement analytique

ce qui donne 'expression explicite de Ky

Ko(z, 2/ t) = 0(t) \/E exp [im%};xﬂ (12.17)

Comme le propagateur libre ne dépend que de la différence (x — '), il sera

commode de choisir par la suite 2’ = 0. La transformée de Fourier temporelle
Go(z; E) de Ko(x;t) vérifie d’apres (12.13)

d*>  2mE\ - 2m
(@ + ?) Go(]:;E) = ﬁé(l‘)

Au lieu de Gy, il est plus commode d’utiliser la fonction de Green Go(z; k) =
(h?/2m)Go(z; E), avec E = h?k?/2m, qui vérifie

12 ,
(—x2 +k ) Go(z, k) = 6(x) (12.18)
Une solution possible de cette équation est

1 .
Go(z; k) = ﬂel’clﬂﬂl (12.19)

En effet

d d iklz| | _ dr. ik|z|
P [Ee = {1ke(a¢)e ]
= 2ikd () 7l — 2 kIl
ot e(x) = O(x) — 0(—x) est la fonction signe de x. La généralisation de (12.18)
a trois dimensions .
(V2 + E)Go(7; k) = 6(7) (12.20)

sera étudiée chapitre suivant.

12.2 L’intégrale de Feynman-Kac¢

12.2.1 Mouvement brownien et diffusion

Dans la section précédente, nous avons vu apparaitre des intégrands qui
oscillent & l'infini. Ces oscillations constituent un sérieux handicap pour un
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traitement mathématiquement rigoureux de l'intégrale de chemin que nous
allons introduire ci-dessous en exploitant une correspondance remarquable
entre problémes de physique quantique et problémes de physique statistique.
En plus de son utilité dans la discussion de l'intégrale de chemin, cette cor-
respondance peut aussi servir a la compréhension qualitative et méme a la
résolution quantitative, en particulier numérique de certains problémes. Par-
tons de I’équation de Schrédinger pour la particule libre & une dimension

L0 hr 9?

et effectuons la transformation (passage au temps imaginaire ou temps eucli-

dien)® t — —it
0 h? 02
<h87' - 2m 83:2) wla,7) =0

Cette équation a la forme d’une équation de diffusion (parce que 1’on a choisi
t — —ir et non t — +ir!)
o9 _ p%¢
or Ox?
o l'on identifie i/2m & un coefficient de diffusion D. Par une transformation
de Fourier spatiale, cette équation devient

aa—Tsé(k,T) = —Dk*¢(k,7) (12.23)

(12.22)

qui a pour solution évidente
G(k,7) = Ce PF7 (12.24)

ou C' est une constante arbitraire. Revenant a I'espace des z, on en déduit par
une transformée de Fourier de gaussienne

_ [(dk _prr ke o(r) z?
w(x,T)—/%e by = o Gy (12.25)

La constante C' de (12.24) a été fixée a un, de sorte que

lim o(x,7) = d(z) (12.26)

7—0+

L’interprétation physique de @(z,7) est la suivante : si une particule (clas-
sique!) diffuse & partir de l'origine au temps 7 = 0, elle sera au point x au

5. La terminologie « temps euclidien » vient de la théorie quantique des champs. La
meétrique de Minkowski a:%/l = a:g — 72, avec zog = ct, se transforme au signe prés dans la
meétrique euclidienne z% =72 4 a:Z avec x4 = c7. Le passage au temps euclidien est aussi
trés utile dans la discussion de 1’équation de Fokker-Planck, qui peut se ramener & une
équation de Schrodinger en temps imaginaire : voir par exemple Parisi [1989], chapitre 19,
ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 9. On trouvera dans le livre de Parisi [1989], chapitre 13,
une excellente discussion du prolongement analytique du temps réel au temps imaginaire.
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temps 7 avec une probabilité p(z, 7). Plus généralement on peut définir la
probabilité conditionnelle

|y — xa|2

1
— exp( BTl
A D|1y — 74| ( 4D|1, — 74|

C’est la probabilité de trouver la particule en x;, au temps 7, sachant qu’elle
est partie de z, au temps 7,. Le processus de diffusion étant markovien, cette
probabilité obéit & une équation de Chapman-Kolmogorov

p(zp, To|TaTa) = ) > T.  (12.27)

P(Tb, T |Tas Ta) :/d$1p($b,7'b|ac1,7'1)p(a:1,7'1\xara) (12.28)

Pour prouver directement (12.28), on remarque que la transformée de Fourier
spatiale de p est donnée par

p(k, 7 —70) = e~ D (1=7a) 0(1p — Ta)

et que le produit dans I’espace des k se transforme en convolution dans ’espace
des x. Nous allons maintenant itérer ’équation (12.28) en divisant 'intervalle
[Ta, Tv] en n intervalles de longueur & = (7, — 7,)/n. Aux temps intermédiaires
Tj = Tq+je correspondent des positions z(7;) = x;,j =1,2,--- ,n—1, les po-
sitions initiale et finale étant xg = x(7,) = @4, T, = x(1) = xp (figure 12.1).
L’itération de (12.28) donne

P(xb,Tb|$a7Ta)=/Hd$j P(@b, To|Tn—1, Tn—1) =+ P(Tj41, Tit1]T), 75)

o p(l’l,T1|1’a,Ta)

n—1 nfl
_dz; 1 xﬁl —zj)
exp | ——
\/47TDE / H V4rDe P17iD ggo

(12.29)

On peut donner une interprétation intuitive de cette formule rigoureuse a la
limite ¢ — 0 : dans cette limite, la trajectoire en zig-zag de la figure 12.1
représente un « chemin » x(7) allant de (z,,7,) & (zp,75) en passant par les
points intermédiaires (7, ;). Ce chemin est affecté d’un poids statistique

1™ (dz)?
- — | dr
4D J,. \dr
si 'on admet avec un certain optimisme (c¢f. section 12.3.2) que l'on peut

remplacer la somme de Riemann par une intégrale a la limite € — 0. On écrit
formellement cette somme sur les chemins

n—1 ) - N2
exp |- @i —m)m

4D g2

n—1 I(Tb):wb
dx;

’\/47TDE/H \/47TD5 z(Ta)=Tq

Da(r) (12.30)
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AT

To

Tn—1

Tj+1

Tjt+1

T1 ~

Ta

T

Tq Tp

Fi1G. 12.1 — Découpage de l'intervalle d’intégration [74, 7] en n intervalles de lon-
gueur € = (1, — 7a) /N

et (12.29) devient avec cette notation

a:(‘rb):a:b 1 Tb d],‘ 2
P(xb,7b|xa,7'a):/ Dx(7) exp _E/Ta (E) dr (12.31)

2(Ta)=%q

Ce type d’intégrale est appelé intégrale fonctionnelle ou intégrale de chemin.
11 faut souligner que I’écriture de (12.31) est purement formelle, et que pour
toute évaluation concréte on doit se ramener & (12.29). En réalité le passage
d’une somme de Riemann a une intégrale n’est pas justifié parce que dz/dr
n’existe pas pour les chemins qui donnent la contribution principale & (12.31).
En effet, on déduit de (12.25) l’écart quadratique moyen de la position au
temps 7
(z?) = 2D1

ce qui est la relation classique pour un processus de diffusion. Un chemin
correspondant & un processus markovien et qui vérifie cette équation pour
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T — 0 sera appelé chemin brownien. En raison du caractére markovien, les
positions successives x; aux temps 7; vérifient la relation suivante

(w41 —27)?) = 2D(1j11 — 75) = 2De (12.32)

de sorte que [((z;41 — 27)%)]'/? /€, ce qui entraine que le chemin z(7) est

une fonction continue, mais non dérivable : on ne peut pas définir la vitesse
d’une particule brownienne. En dépit de cette difficulté, Wiener a pu définir
rigoureusement une mesure (12.31) sur les chemins browniens.

12.2.2 Propagateur euclidien et fonction de partition

Notre objectif est de généraliser (12.31) lorsque 1’on transpose au cas eu-
clidien une équation de Schrédinger avec potentiel V(x) différent de zéro.
Remarquons tout d’abord que le propagateur libre (12.17) se raméne au pro-
pagateur en temps imaginaire (12.25) si ’on effectue dans (12.17) les substitu-
tions ¢t — —it et h/2m — D, et par conséquent, la probabilité p(xy, 7 |Ta, Ta)
s’écrit comme un élément de matrice dans la représentation position

(T, T |Za, Ta) = (p|e o =Ta) /P g ) (12.33)

Nous avons vu que nous pouvions écrire (12.33) sous la forme de l'intégrale
de chemin (12.31), et nous voulons généraliser ce résultat lorsque l'on ajoute
un potentiel V(z) a Hy

n? 0?2
Hy — H = Ho +V(x) :—%ﬁﬁ-‘/(iv)
en évaluant le propagateur euclidien
Kg(xp, Tp|Ta, 7o) = (xp|e Ao =a) /R, (12.34)

Comme ci-dessus, nous divisons l'intervalle [, 7,] en n sous-intervalles de
longueur ¢, (7, — 7,) = ne, et nous utilisons la formule de Trotter pour deux
opérateurs A et B

AT — im (eA/"eB/">n (12.35)

Cette formule est facile & montrer dans le cas ot A et B sont des opérateurs
bornés (exercice 12.7.1). Choisissant

A=—(1p—Ta)Ho/l B=—(m,—71,)V/h
nous obtenons

e*H(Tb*Ta)/h: im (e*EHo/hefeV/h>n

n—oo
L’étape suivante consiste a écrire (exercice 12.7.1)

efeHo/h efsV/h — 675V/2h efeHo/h 675V/2h + 0(53)
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On introduit aux temps euclidiens 7; = 7, + je, j = 1,2,---,n =1, 10 =
Tay Tn, = Tp un ensemble complet de vecteurs propres de 'opérateur position X

[ sslas)a| = 1

ce qui conduit a des éléments de matrice

—eV/2h efeHo/h e75V/2h‘xj> _ efs[V(wj+1)+V(wj)]/2 < 75H0/h|xj>

(jt1le Tjy1le

Le second élément de matrice a déja été évalué, car c’est tout simplement un
propagateur euclidien libre (12.27) avec D = h/2m

—eHo /R [ m m(zjp1 —x;)°
(xjq1le =M 2;) = p(ajs1, Ty |2y, 75) = ohe P {_JTEJ

et l'on trouve pour Kpg

K (@, m[7a, 7a) = \ 27rh5/ \/ 27rh5

{E 2 c n—1
X exp Z ngha z) exp — Z V(zj)
=1

(12.36)

La présence de x; comme argument de V n’est pas essentielle : ainsi que nous le
p J p q

verrons dans la section 12.3.2, 41, (241 +2;)/2, ou tout point intermédiaire
entre ;41 et x; feraient l'affaire; voir également 'exercice 12.7.5. Comme
précédemment, on simplifie I’écriture en passant formellement & une intégrale
de chemin

a(m)=ay 1 (1 (da\?
KE(xb,Tbxa,Ta):/gE(Tu)_% Dx(7)exp —g/m §m (E) +V(xz(1))|dr

(12.37)
L’interprétation intuitive de (12.37) est la suivante : dans le calcul du pro-
pagateur, chacun des chemins z(7) partant de z, au temps euclidien 7, et
arrivant en x; au temps euclidien 7, est affecté du poids statistique

exp {—% / T H(x(r))dT}

et le propagateur s’obtient en sommant sur tous les chemins possibles compte
tenu des conditions aux limites. Le point clé pour comprendre (12.37) est le
suivant : quel que soit V() le comportement aux temps courts du mouvement
de la particule est dominé par la diffusion, ((Az)?) oc AT pour AT — 0. La
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mesure d’intégration, celle qui définit les chemins dominants dans le calcul
de (12.37) est la mesure de Wiener

Dx(7) exp [—%/: (%m (j_ff)]

qui peut étre traitée de fagon mathématiquement rigoureuse. Il est instructif
de vérifier directement (exercice 12.7.5) que Kg(z, T|zo, 79) obéit a '’équation
de Schrédinger en temps euclidien

aKE__< noo

o7 “om o2

L’équation (12.37) permet d’obtenir la fonction de partition a la tempéra-
ture T" d’une particule quantique de hamiltonien H sous forme d’intégrale de
chemin. En effet, cette fonction de partition Z(f3), 3 = 1/kpT, est donnée par
une trace

+ V) Kgp=—-HKpg (12.38)

Z(8) = Tre=PH — / da (e |z) (12.39)

d’ott expression de Z(3) sous forme d’intégrale de chemin®

Z(8) = /x — Da(r) exp l_ % /Oﬁh ( % . (%)2 + V(x(T))> dT]

(12.40)
L’intégrale porte sur tous les chemins périodiques : x(0) = x(6h). Comme
Popérateur statistique de I’ensemble canonique est p = exp(—SH)/Z(3), le
propagateur euclidien est un élément de matrice p(xy, 24;Gh) de Popérateur
statistique dans la représentation x, au facteur Z(3) prés

(wple™aa) = Z(B)p(wy, za; Bh) (12.41)

Enfin on peut donner une interprétation du propagateur euclidien cette fois
en termes de mécanique statistique classique, en considérant x(7) comme un
champ aléatoire classique, le poids statistique de Boltzmann de la configura-
tion z(7) étant donné par (12.37). La limite 7, — —o0, 7, — +00 conduit a
une remarque intéressante. En introduisant l'opérateur X (7) dans la « repré-
sentation de Heisenberg euclidienne »

Xu(r) = e7/h X e~ HT/R (12.42)

et en étudiant les éléments de matrice du produit Xy (71)Xu(72) on peut mon-
trer (exercice 12.7.2) que la longueur de corrélation du systéme classique est
directement liée a la différence entre le niveau fondamental Ej et le premier
niveau excité F; du systéme quantique associé. C’est 1a un exemple de cor-
respondance remarquable entre une propriété d'un probléme de mécanique
statistique et une propriété d’un probléme de mécanique quantique associé.

6. Cette équation est fondamentale en mécanique statistique quantique. Elle est par
exemple & la base de la méthode numérique dite de Monte-Carlo quantique, exposée par
exemple dans Le Bellac et al. [2004], chapitre 7.
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12.2.3 Intégrale de chemin de Feynman

En substituant au temps euclidien 7 le temps ordinaire ¢, on passe du
propagateur euclidien (12.34) au propagateur quantique K

K(xp, tp|za, ta) = <x|e_iH(tb_t“)/h|xa> (12.43)
Compte tenu de
d d
dr = idt — =i
T ar dt

la représentation de K sous forme d’une intégrale de chemin se déduit immé-
diatement de (12.37)

m(tb):mb i ty 1 d.’E 2
K(xb,tb|xa,ta):/w(ta)_wa Da(t) exp %/tu 5m(a) V() ) at

(12.44

ou Dz (t) doit se comprendre comme dans (12.30)

z(ty)=xp
m 4 / i =—— 12.45
/a:(tu)—a: 217rh5 217rh5 ( )

La quantité qui apparait dans 'intégrand de ’exponentielle de (12.44) est le
lagrangien L de la particule (on notera le signe moins devant le potentiel !)

L %m (i—f) V() (12.46)

dont l'intégrale sur le temps est ’action S

S[e(t)] = /tt (% m (%)2 - V(x(t))) dt (12.47)

On peut donc récrire K sous la forme

z(ty)=xp )
K (2, to)a, t) = / Dar(t) Sl (/1 (12.48)

z(te)=xq

ott S[x(t)] est Iaction classique” pour le chemin x(t) : un chemin z(¢) est donc
affecté d’un poids exp(iS/h) dans 'intégrale de chemin. L’action correspon-
dant & un élément de chemin z; — z;41 de la figure 12.1 est

1 )2
AS — §mw —eV(z;)

7. S est une fonctionnelle du chemin. La notation entre crochets S[z(t)] indique que 'on
a affaire a une fonctionnelle de z(t).
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Si |zj41 — x;] > (he/m)/?, le facteur exp(iS/h) oscille un grand nombre
de fois quand on passe d’un chemin & un chemin voisin : les contributions
principales viennent des chemins browniens. Il faut souligner que dans (12.45)
ou (12.48) on intégre sur tous les chemins possibles tels que x(t,) = x4 et
x(tp) = xp, et pas seulement sur les trajectoires classiques, celles qui obéissent
aux équations du mouvement! Le formalisme de l'intégrale de chemin fait
intervenir uniquement des quantités classiques, des nombres et des fonctions.
1l offre une formulation alternative de la mécanique quantique, ou n’inter-
viennent ni les espaces de Hilbert, ni les opérateurs.

Les trajectoires classiques z(t) (il peut y en avoir plusieurs) sont celles
qui rendent I’action stationnaire

58
i =0 12.49
0x(t) lat)=za(t) ( )

Considérons un chemin z(t), soit S l'action correspondante et supposons
S > h. Si|S — Sa| > h, alors le facteur exp(iS/h) oscille un grand nombre
de fois quand on passe de zci(t) & x(t), et un tel chemin va contribuer de
fagon négligeable au propagateur K. Lorsque I'action classique est grande par
rapport a h, I'intégrale de chemin est dominée par les trajectoires proches des
trajectoires classiques, et on pourra envisager un développement en puissances
de h autour de ces trajectoires. En physique statistique, 'approximation cor-
respondante est 'approximation de Landau.

Une application importante des intégrales de chemin est I’écriture des pro-
duits ordonnés dans le temps d’opérateurs, aussi appelés produits-T d’opéra-
teurs. Considérons ’élément de matrice suivant pour ¢ > ¢/

Py, to; s 0, 1) = <xb‘e—iH(tb—t)/7LXe—iH(t—t’)/le
« e—iH(t’fta)h‘xa> t>t (12.50)

ou X est l'opérateur position, et choisissons le chemin en zig-zag de la fi-
gure 12.1 pour évaluer cet élément de matrice. Comme x; est la position de la
particule au temps t;, x; = z(t;), nous obtenons en introduisant un systéme
complet d’états propres de X

/dxa‘Xl%‘M%‘l Z/d%‘ xjlz;) (] :/d%‘ (ty)|z;) (z;]

Mais nous pouvons exprimer F' en terme de l'opérateur position dans la re-
présentation de Heisenberg

Xy(t) = flt/h x o=1Ht/R (12.51)

en définissant |z, t) par
|z, t) = etHt/h ) (12.52)
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Lorsque t > ', F s’écrit

F = (zp, tp| Xu (t) Xu(t)|za, ta)
tandis que pour ¢ < t/

F = (zp, tp| Xua(t') Xu(t)|za, ta)

Nous allons tenir compte des deux ordres possibles de ¢ et ¢’ en définissant le
produit-T" d’opérateurs position X dans la représentation de Heisenberg par

T(XH(t)XH(t/)) = XH(t)XH(t/) t>t

= Xu(t") Xu(t) t' >t (12.53)

Nous obtenons la représentation de I’'élément de matrice du produit-T" sous
forme d’intégrale de chemin de F', valable quel que soit 'ordre des temps ¢
et t/

<$b, tb‘T(XH(t)XH (t/)) \xa, ta> =

)= / i1 dz\ 2
/wa)_% Da(t) x(t)x(t') exp [%/t <§m(a) —V(x(t))) dt} (12.54)

Cette équation se généralise facilement a la fonctionnelle génératrice des
produits-T', Z[j(t)] (cf. la note 7), ot j(t) est appelé source (exercice 12.7.3)

a:(tb):a:b

Da(t) exp {% Slw(t)] +i /t t j(t)x(t)dt}

(12.55)
qui permet de calculer les éléments de matrice de produits-T" par différentia-
tion fonctionnelle, par exemple

Z([7]; by to; oy ta) = /

z(te)=xq

<$b, tb‘T(XH(t)XH (t/)) \xa, ta> =
(_i)2 522([j};xbatb;xa7ta)
Z([j = 0} zp, ty; Tas ta) 55 (t)65(t") =0

(12.56)

ou la valeur moyenne du produit-7 a été normalisée en divisant par Z([j =
0f; b, t; Tas ta)-

12.3 Applications de 'intégrale de chemin

12.3.1 Oscillateur harmonique

Le cas de loscillateur harmonique est instructif car on peut mener jusqu’au
bout des calculs analytiques. Afin de simplifier les formules, nous utiliserons
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(uniquement dans cette sous-section) un systéme d’unités ou i =m = 1. En
présence d'une source j(t), le lagrangien est

1 1
L= 3 i — 3 w?z® + j(t)x(t) (12.57)

I’équation du mouvement correspondante étant
&+ wir = j(t) (12.58)

L’expression explicite de la fonctionnelle génératrice est

Z([j];xbvtb§xaata) =

/:ub)-m ety ens [i / dt(% gbz_%wzxuj(t)x(t))] (12.59)

(ta)zfa

En procédant de fagon un peu cavaliére, on effectue une intégration par parties
dans l'intégrale sur ¢

Z([j];xb,tb;xa,ta) -
m(tb):mb ty 1 d2
/ Dx(t) exp {1/ dt (—— x [—2 + wﬂ x +j(t)x(t)>] (12.60)
z(te)=xq ta 2 dt

L’intégrale dans (12.60) est une intégrale gaussienne que ’on calcule explici-
tement®

Z([j];xbvtb§xaata) =

I
Z([j = O] xp, ty; Ta, ta) €Xp [—5/ dedt’j(t)D(t — t’)j(t’)] (12.61)
ta
ot D(t) est une fonction de Green de l'oscillateur harmonique (& un facteur —i
prés)

(% + w2> D(t) = —is(t) (12.62)

D(t) est « linverse » de l'opérateur i(d?/dt? + w?). Toutefois, comme nous
Pavons déja remarqué, 'équation (12.62) ne définit pas D(t) de fagon unique,
et cette équation doit étre complétée par des conditions aux limites choisies
en fonction du probléme posé (exercice 12.7.4). Le calcul explicite de Z est

8. L’exercice 2.4.7, eq. (2.52), montre que, pour calculer une intégrale gaussienne, il faut
inverser la matrice A qui intervient dans I’exposant de (12.61). Cet inverse est donné par
la solution de (12.62).
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possible (exercice 12.7.6), et I'on trouve

. w 1/2 iw 9 5
Z([]; xp, ty: Ta, ta) = (m) Xexp § 5—— [(x2 + a}) coswt — 2z 4]

o / " sinfw(ts — )] (¢)a¢ + 22 / " sinfw(t’ — t)l(¢)at
Sin (W — S |w —
sinwt J;, b J sinwt J;, allJ

i

/ dt'dt”j(t")0(t" — ") sin[w(ty — t')] sinfw(t” — ta)]j(t”)}
(12.63)

w sin wt

12.3.2 Intégrale de chemin en présence d’un champ
magnétique

Le lagrangien d’une particule chargée de charge ¢ dans un champ magné-
tique B, supposé indépendant du temps pour simplifier, s’écrit en fonction du
potentiel vecteur A (exercice 8.5.8)

1 dr . - dr

Suivant (12.44), le propagateur prend la forme d’une intégrale de chemin

K(Fbatb|Faata) =

m(to)=T i1 fdr\? L d7
Dr(t = = — | =V(r(t A-— | dt 12.65
/F(ta)—f‘a i) exp [h /ta (2 " (dt) (7)) +q dt ( )
Nous allons examiner I'action d’une transformation de jauge sur cette expres-
sion, ce qui va nous permettre de découvrir une subtilité du découpage de la

figure 12.1 que nous avions passée sous silence jusqu’a présent. Effectuons une
transformation de jauge (11.71) sur A

A A'=A-VA

Dans ces conditions on obtient une contribution supplémentaire a 'intégrale
de lexponentielle dans (12.65)

: ty = . b .
—iq dr - —iq - . —igq . .
— — | VA= — VA - dr= —[A(1}) — A(F 12.66
25 2/ 9 Aw) - A (1260)
Ainsi que nous allons le voir bientot, le passage de la seconde & la troisiéme
expression de (12.66) qui semble pourtant évident, est en fait purement formel.
En admettant pour l'instant la validité de cette manipulation formelle, la
transformation de jauge agit donc de la facon suivante sur le propagateur

K(Fba tb|7?a7 ta) - K/(Flh tb|Faa ta) = eiiqA(Fb)/hK(FlH tb|Faa ta)eiqA(Fa)/h
(12.67)
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Vérifions que cette loi de transformation du propagateur est bien compatible
avec la transformation de jauge (11.151). En effet, d’aprés (12.10)

K (%, tp|Fasta) = Y Ons(Fh)phs (Fa)e  Enltotal/h

et Paction de la transformation de jauge (11.151) est
s (7) = s (7) = e AO p, (7)

Rappelons que si ¢ obéit a une équation de Schrédinger ou figure le potentiel
ff, alors ¢’ obéit a une équation de Schrodinger ou A est remplacé par le
potentiel vecteur transformé de jauge /Y’, et la loi de transformation (12.67)
de K est bien celle que I'on déduit de la transformation des fonctions d’onde.
La conclusion de cette étude de I'invariance de jauge est que la manipulation
formelle (12.66) doit étre correcte, ce que nous allons justifier.

Venons-en donc a la justification de (12.66). Afin de simplifier ’argument,
revenons provisoirement au cas unidimensionnel et & la version euclidienne de
I'intégrale de chemin. Nous avons & évaluer une intégrale du type

de(p
La adx

le long de chemins browniens. Le résultat remarquable observé pour la pre-
miére fois par Itd est que, en régle générale,

| SEde # plan) = o(a)

a

Ce résultat surprenant vient de ce que pour un chemin brownien (Az)? oc A7
si AT — 0. Choisissons un chemin en zig-zag de la figure 12.1 avec des points
To = Tq, X1, ,Tpn_1,Tyn = Tp et partons de l'identité

|
A

n

p(xp) — o(za) = Y [p(xj41) — o(a;)] (12.68)

.
I
=)

Supposant la fonction ¢ suffisamment réguliére, effectuons un développement
de Taylor en puissances de (41 — x;) de [p(z;11) — ¢(z;)] autour du point

uxj =+ Mzje1 — 5)

avec 0 < X\ < 1. Ce développement permet de récrire la somme dans (12.68)
a lordre (zj41 — x;)?

|
A

) = plea) = 3 (a1 = 23)¢! ) + Flagn1 =20~ 205" un)

I
=)

+ 0 ((zj41 — 25)%)
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Mais nous avons vu que pour un chemin brownien
2\ _ _
((@j1 —25)7) = 2D(7j41 — 75) = 2De

et par conséquent, en prenant la somme sur les chemins browniens

|
—

n

() = @(za) = D [(xj41 — )9 (ung) + D1 = 2X) (75501 — 75)¢" (uns)]

<.
I
o

+ O ((zj41 — 25)%)

Nous pouvons maintenant prendre la limite (xj41 — x;) — 0, car les termes
O((xj41 — x7)%) sont d’ordre (7j41 — 7;)%/? o< £%/2 et ne contribuent pas dans
cette limite. On obtient alors le résultat d’Ito

“dy ™ d*p(a(1))

o) = pla) = [

a Ta

Pour éliminer le second terme du membre de droite de (12.69), il faut choisir
A = 1/2; ou, en d’autres termes, il faut choisir dans le découpage de I'inté-
grale de chemin I'argument de ¢ au point (z;+1 + z;)/2, au milieu de l'inter-
valle [z, z;41]. L’argument exposé ci-dessus permet également de comprendre
pourquoi le calcul de l'intégrale de V (z(7)) dans 'exponentielle de (12.40) ne
dépend pas du choix de A : on peut choisir V(z;), V(xj11 ou V[(z;j+x;41)/2])

62 V(u)\j) = 62 V(Z‘J) + e Z(xj_H — xj)V’(xj) + -

Comme e(zj41 — 2;) o £3/2, le deuxiéme terme de la somme ne contribue
pas a la limite ¢ — 0. Les ambiguités ne peuvent se produire que pour des
potentiels dépendant de la vitesse.

Revenant au propagateur en présence d'un champ magnétique, nous
voyons que linvariance de jauge ne sera satisfaite que si l'on peut
écrire (12.66), cest-a-dire si on choisit comme argument de A le vecteur
(T2 +75)/2

o dF . P Tt Tit1 — T
taA-Edt:g%zj:aA< 5 )( - ) (12.70)

Une démonstration plus directe de ce résultat s’inspire de de la méthode
utilisée dans l'exercice 12.7.5 : comme 'algébre est un peu fastidieuse, nous
renvoyouns le lecteur au livre de Schulman [1980], chapitre 4, ou 'on montre
que le choix effectué dans (12.70) est nécessaire si 'on veut que ¢ obéisse a
I’équation de Schrodinger en présence d’'un potentiel vecteur.
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12.3.3 L’effet Aharonov-Bohm

En physique classique, on considére que les potentiels scalaire V' et vec-
teur A sont des intermédiaires de calcul, certes extrémement utiles, mais qu’en
derniére analyse seuls les champs E et B ont une signification physique car
Paction sur les particules chargées décrite par la loi de Lorentz (1.11) ne dé-
pend que de E et B. Comme dans la section précédente, nous nous limitons
pour simplifier & un champ magnétique indépendant du temps. Si une parti-
cule chargée traverse une région d’espace ot B= 0, elle ne subit aucun effet
puisque la force de Lorentz est nulle. Comme nous allons le voir sur ’exemple
de Deffet Aharonov-Bohm (A-B), la situation est plus subtile en physique
quantique. Reprenons la discussion de ’expérience des fentes d’Young en la
réalisant avec des particules chargées, et en disposant derriére les fentes un
solénoide trés fin tel que B s’annule dans toute région de l’espace ot la pro-
babilité de présence des particules est non nulle (figure 12.2). Cette région est
fixée par le diagramme de diffraction des deux fentes. On pourrait s’attendre
a ce que la présence du solénoide n’ait aucun effet observable, en particulier
il ne devrait pas affecter le diagramme d’interférences sur I’écran E. Nous
allons montrer qu'’il n’en est rien. Soit @1 (7%, tp) et w2 (7%, L) les amplitudes de
probabilité de trouver au temps ¢, la particule au point 7, de I’écran quand
elle est passée par la fente 1 (¢1) ou par la fente 2 (p2). En Pabsence de
champ magnétique, les amplitudes o1 (7, tp) et w2 (7%, ) peuvent étre calcu-
lées a partir de (12.2) par une intégrale de chemin en fonction de Pamplitude
de probabilité a la source o(7,, t,)

©i(Tp, tp) /d ra/ D(7(t)) exp [ﬁ ! £(F(t))dt] o(T,te)  (12.71)

ta

ot le chemin i, i = 1,2, passe par la fente (). En présence du solénoide,
Pexponentielle dans (12.71) devient

exp[ / L(7 dt] exp [lq / A. —dt]

et Iexponentielle originale est donc multipliée par le facteur dépendant du

chemin (1 ou 2)
exp [lq /Fb
xp | =
hJr.

Ce facteur est indépendant du temps, et par la suite nous supprimons la
dépendance par rapport a ¢, qui ne joue aucun role ici, en supposant un flux
continu de particules. L’amplitude de probabilité pour trouver la particule en

o

LA (12.72)
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F1a. 12.2 — L’effet Bohm-Aharonov. La probabilité de présence des électrons est
négligeable au voisinage du solénoide S. Le champ magnétique B est perpendiculaire
au plan de la figure.

7, sur I’écran au temps ¢ est

. ig (" - .
+ 2 (7)) exp i A-dr
7a(2)

ig (M. . . g [ -
exp —/ A-d7| ( o1(7) + w2(7%) exp —7{ A-dr
h Jz.q) hJeo

Le premier facteur de la seconde ligne est un facteur de phase global qui
n’affecte pas le diagramme d’interférences. Le second facteur de phase est
donné par une intégrale sur le contour fermé C' formé par le chemin passant
par la fente 1 et celui passant par la fente 2 (figure 12.2)

/QdF(o)—/ldF(o) :%Cdf(.)

L’argument de I'exponentielle en facteur de pg est

iq S - - igd
T Aar="2 || B-aS="L 12.7
TR / S= (12.73)

., ig [ o
p1(mp) exp | — A-dr
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ou ® est le flux du champ magnétique a travers le chemin fermé C, c’est-a-dire
le flux du solénoide, puisque B est supposé négligeable le long des trajectoires
suivies par les particules. Le diagramme d’interférences est donc déterminé
par

X 2
01(7%) + 97 o (7%)

En un point fixé 7%, le diagramme d’interférences varie sinusoidalement avec
®, avec une période

Py = mh by 1071 Wb (12.74)
q

s}

Si par exemple ® = h/2¢, un maximum d’interférences en I’absence de champ
est transformé en un minimum lorsque le solénoide est présent. Cet effet du
solénoide sur le diagramme d’interférences est appelé effet Aharonov-Bohm.

Le passage de particules chargées dans une région o B= 0, mais ou A #0
produit donc des effets observables. Toutefois, 'effet est invariant de jauge,
puisque la modification du diagramme d’interférences ne dépend que du flux
du champ magnétique a travers C, et donc de B. Si un des deux chemins
pouvait étre déformé dans ’autre sans rencontrer de région ot B # 0, aucun
effet ne serait observable, méme avec A # 0 le long des trajectoires. Le facteur
exp(ig®/h) est un exemple de facteur de phase topologique, lié au fait que la
topologie de ’espace n’est pas simplement connexe.

On peut donner deux interprétations de 'effet A-B.

(i) Le potentiel vecteur agit localement sur les particules chargées : 1'ar-
gument de A est la position 7 de la particule, et on doit accorder une
signification physique au potentiel vecteur.

(ii) Comme leffet est invariant de jauge et peut se calculer en fonction du
seul champ é, le potentiel est un intermédiaire commode, mais non
indispensable si 'on admet que 1'on peut écrire des interactions non
locales entre les particules et le champ.

Le point de vue (i) a le mérite de la simplicité : les interactions sont écrites
de facon locale. Mais dans le cadre strict de I’électromagnétisme, il n’y a pas
d’argument décisif pour choisir entre le point de vue (i) plutot que (ii). En
revanche, le point de vue (i) s'impose dans le cas des théories de jauge non
abéliennes (exercice 11.6.12), car dans ce cas méme les champs ne sont pas
invariants de jauge, et il n’y a aucune raison de se compliquer la vie avec des
interactions non locales®.

9. Il existe aussi un effet A-B scalaire : voir par exemple Rauch et Werner [2000], cha-
pitre 6.
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12.4 L’approximation BKW

12.4.1 Forme asymptotique de la fonction d’onde

Dans cette section, nous allons exposer une méthode d’approximation qui
s’applique lorsque 'on a affaire & une équation différentielle ordinaire, par
exemple ’équation de Schrédinger & une dimension ou bien ’équation radiale
obtenue aprés séparation des variables. La généralisation sera décrite trés
briévement a la fin du § 12.4.4. L’équation de Schrédinger (9.67) indépendante
du temps pour une particule d’énergie E' dans un espace a une dimension et
soumise & un potentiel V(z) peut s’écrire

j%f + k2 (x)p(z) = 0 (12.75)

si 'on définit k2(x) par

k2 (x) = ph(f) = 2m[Eh_2V(xﬂ (12.76)

k(z) est un vecteur d’onde local et p(x) une impulsion locale. Ainsi que nous
Pavons déja remarqué (cf. (9.68) et (9.69)), k(x) et p(x) sont réels dans une
région ot E > V(z), qui est la région classiquement permise, et imaginaires
purs dans une région o £ < V(). Ecrivons ¢(x) sous la forme p(z) =
exp[i®(x)]. L’équation de Schrodinger (12.75) devient

_ (g)Q 4y (‘(%’) FR2(2) = 0 (12.77)

Examinons tout d’abord une région d’espace ou E > V(x), k*(x) > 0. Si le
potentiel V(z) était indépendant de z, V() = V, nous aurions comme solu-
tion ®(x) = +ka, k = \/2m(E — V)/h2 et d°®/dz? = 0. Si V(z) n’est pas
constant, mais varie peu sur une distance de ’ordre de la longueur d’onde
locale \(z) = 27 /k(z), nous nous attendons a ce que d*®/dz? soit petit com-
parativement aux deux autres termes de (12.77). L’approximation reposant
sur cette variation lente est appelée approzimation BKW (Brillouin-Kramers-
Wentzel). En premiére approximation on néglige d*®/dz? dans (12.77), et
notant ® = @ cette approximation

d®

T +k(x) Do(z) ==+ /f k(u)du (12.78)

La condition de validité de cette approximation est |®”| < (®')2, soit
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ce qui s’écrit, compte tenu de l'expression (12.76) de k

dVl_m

av,
=@ i = Ol g | < F@

La condition de validité de I’approximation peut aussi se mettre sous la forme

dV‘ < 21h%k?(x) _ 27p?(x)

)| o (12.79)

m
En d’autres termes, la variation du potentiel sur une longueur d’onde doit
étre petite par rapport a I’énergie cinétique locale.
Pour obtenir 'approximation suivante, dont nous nous contenterons, on

reporte

e d*®g _ dk

de? — daz?2 T dz
dans (12.77), avec pour résultat

= +/k2(x) + 19" (z) ~ /k2(x) £ ik'(z)
et en développant la racine carrée

C R (u)
k(u)

Le résultat pour ¢(z) qui sera a la base de toute la discussion qui va suivre

est finalement
1 R
o(z) = ) exp |::|:l/ k(u) du} (12.80)

La probabilité de présence de la particule est proportionnelle a 1/k(x), ce qui
se comprend ainsi : dans un mouvement classique entre deux points x, et xp, la
probabilité de présence dans un intervalle Ax est inversement proportionnelle
a la vitesse de la particule, et donc a 1/k(x).

Lorsque E < V(x), la formule (12.80) est encore valable a condition de
faire la substitution

@(x):i/ﬁk( ) du +2 du::t/mk(u)du—i—%lnk(x)

2m[V (z) — E|

kE(x) — ik(z) K% (x) = =

La déduction donnée ci-dessus de (12.80) perd toute validité lorsque E o~
V(x), et il nous faut examiner ce qui se passe prés d’un point ou E = V(z),
appelé point de rebroussement'®, car c’est en un tel point que la particule
classique rebrousse chemin : ce sont par exemple les points x; et xo de la
figure 1.15. Supposons donc que F = V(z) au point = 0, et qu’en ce point
la pente de V' (z) soit négative, de sorte que k(x) est imaginaire pour z < 0 et

10. En anglais : turning point.
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réel pour x > 0 : la région permise classiquement correspond & = > 0. Pour
x < 0, et suffisamment loin de z = 0, on peut écrire ¢(z) sous forme d’'une
combinaison linéraire des solutions indépendantes approchées de (12.75), avec
des coefficients By et Byt

2<0:  ola)= ﬁ (Blexp [/Omn(u)du] + By exp [—/Omm(u)du])
(12.81)

Pour z > 0, et suffisamment loin de x = 0, la solution devient

x x
x>0: )= L (A1 exp [1/ k(u) du] + Asexp [—i/ k(u) du})
k(x) 0 0

(12.82)
Les solutions approchées de (12.81)-(12.82) de I’équation originale (12.75) ne
sont pas valables au voisinage de x = 0, ou approximation (12.79) n’est
pas vérifiée. Ces solutions sont singuliéres en ce point, car elles présentent un
point de branchement a x = 0, di a la racine carrée et a 'exponentielle. Ces
singularités sont des artefacts de I'approximation, car la solutions exacte p(x)
n’est pas singuliére en ce point. Il doit étre possible de raccorder les solutions
approchées (12.81) et (12.82), et c’est ce raccordement qui va fixer les relations
entre les coefficients (A;, As) et (By, Bz). Cependant, ce raccordement n’est
pas évident en raison du phénoméne de Stokes, que nous étudierons au § 12.4.3.

12.4.2 Formules de raccordement

En supposant que [E — V(x)] s’annule linéairement en 2 = 0, nous allons
utiliser une approximation linéaire au voisinage de ce point

E—-V(z)=Kzx (12.83)

Le potentiel correspond & un champ de forces constant. L’équation de Schro-
dinger (12.75) devient au voisinage de z = 0

d*¢  2mK
T2 + B zo(z) =0 (12.84)
Introduisons la variable sans dimension ¢
2mK 1/3
t= ( = ) T (12.85)

L’équation (12.84) devient avec cette variable

1/3
V() + t(t) =0 Y(t) = l(sz() x] (12.86)

11. I faut prendre garde au fait que ’argument de la premiére exponentielle dans (12.51)
est négatif : le terme dominant est Ba!
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A ce point nous devons distinguer les régions z > 0 et 2 < 0. Nous allons nous
limiter au cas K > 0, car les formules du cas K < 0 s’en déduisent facilement
(exercice 12.7.7). Un théoréme sur les équations différentielles nous assure que
les solutions de (12.86) sont des fonctions analytiques de ¢. Plus généralement,
on montre que si le potentiel V(x) peut étre prolongé a des valeurs complexes
z, et si V(z) est analytique, les solutions ¢(z) de I’équation de Schrédinger sont
aussi des fonctions analytiques de z. Les solutions de (12.86) sont les fonctions
d’Airy Ai(—t) et Bi(—t), dont on trouvera les propriétés dans Abramowitz et
Stegun [1964], p. 446, ou dans Landau et Lifschitz [1966], appendice; voir
également Ballentine [1998], chapitre 5'2. Elles peuvent s’exprimer en terme
des fonctions de Bessel J;/3(2) et J_;/3(2), ce qui est utile pour déterminer
leur comportement asymptotique. Le point important est ’expression de leur
développement asymptotique pour ¢t — 400 (z > 0)

) t_1/4 T
Ai(~t) & —— cos (z— Z) (12.87)
/4 T
Bi(—t) ~ ——— sin (z - —) (12.88)
VT 4
et pour t — —oo (x < 0)
. L=
Ai(—t) ~ = z 12.
i(—t) 3 m e (12.89)
|t‘71/4
Bi(—t) ~ e” (12.90)

La variable z est définie par

25, 2 K 3 _/Z
x>0(t>0) : z—St _3<2mK k> (z) = ; k(uw) du (12.91)

2 z
r<0(t<0): z= g 3% = ; (;1—[() K3 (x) = —/O w(u)du (12.92)

La solution générale de (12.86) est une combinaison linéaire de Ai(—t) et de
Bi(—t)
P(t) = CaAi(—t) + CpBi(-1) (12.93)

Il est essentiel d’observer que cette solution est valable a la fois dans la région
t < 0 et dans la région t > 0 : le point ¢ = 0 n’est pas un point singulier
de (12.93) car les fonctions Ai(—t)et Bi(—t) sont des fonctions analytiques
de t. Un examen superficiel des équations (12.81), (12.82) et (12.93) semble
montrer que l'on peut relier (41, As) a (B1, B2) en exprimant ces coefficients

12. Les fonctions d’Airy sont définies de fagon conventionnelle comme les solutions de
Péquation ¢’ (¢) —ty(t) = 0, d’ou le signe moins de ’argument de ces fonctions dans (12.87)-
(12.90).
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en fonction de Cy et Cp, compte tenu du développement asymptotique des
fonctions d’Airy. En fait il n’en est rien, car si Cp # 0, le comportement
asymptotique de la fonction Ai pour x < 0 est complétement noyé dans le
bruit de fond des corrections en z~" exp z au comportement asymptotique de
Bi. Le seul cas ot une identification est possible est celui ot Cg = 0. Les
équations (12.87) et (12.89) conduisent alors a la formule de raccordement

1

NCOR UO k(1) du] — % cos [/Owk'(u) du — ﬂ (12.94)

1l faut souligner que la fleche dans (12.94) ne fonctionne que dans le sens
indiqué. Il est facile de montrer une formule analogue lorsque K < 0 (exer-
cice 12.7.7)

=) exp [— /Ow K (u) du} = \/% cos [/OI E(u) du + ﬂ (12.95)

12.4.3 Phénomeéne de Stokes

Le comportement asymptotique (12.87)-(12.90) des fonctions Ai et Bi est
une conséquence du phénoméne de Stokes que 'on met en évidence en pro-
longeant la formule (12.82) dans le plan complexe z = r exp(if). Concentrons-
nous en premier lieu sur les exposants : le premier exposant devient

: 2 2 4
i/ k(u)du = 3 i23/2 = 517"3/26310/2
i 2 (12.96)

=2 1%/2 | cos ﬁ4—z +isin %4—2
3 2 2 2 2

Le deuxiéme exposant s’obtient en changeant /2 en —m/2 dans la seconde
ligne de (12.96). Les deux exposants sont réels pour § = /3, § = 7 et
0 = 57/3. Les trois demi-droites correspondantes tracées a partir de 1'origine
dans le plan complexe sont appelées lignes de Stokes (figure 12.3). Les deux
exposants sont imaginaires purs pour § =0, § = 27/3 et 6 = 47 /3, et les trois
demi-droites correspondantes sont appelées lignes anti-Stokes. Sur les lignes de
Stokes, une des deux exponentielles est dominante, car I'un des exposants est
positif et 'autre négatif ; rappelons que nous nous intéressons & une situation
ot h — 0 ou les exposants sont grands en valeur absolue.

Le deuxiéme facteur & prendre en compte dans l'expression asymptotique
de la fonction d’onde est

](1/2(2) — /A —1/4g—10/4

Ce facteur impose une coupure dans le plan complexe. La position de cette
coupure est arbitraire, et nous la choisirons entre les deux lignes de Stokes a
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\ S7r/3

\j

F1G. 12.3 - Lignes de Stokes Sy /3, Sx et Ssr/3 (trait plein), anti-Stokes (tirets) et
coupure (trait gras).

0 =m et 0 =5m/3 (figure 12.3). Si nous récrivons (12.82) sous la forme
p(z) = Apipy(2) + Ay (2)

Vi(z) = k~V2%(2) exp [ii/oz Je(u) du} (12.97)

nous voyons que ¥_ domine sur la ligne de Stokes 8 = 7/3 et ¥ sur les deux
autres lignes. La détermination du terme dominant dépend de la position de
la coupure : si celle-ci était placée entre § = 57/3 et = 0, c’est Y_ qui
dominerait sur la ligne de Stokes 8 = 57/3. Lorsque 'on encercle le point
z = 0 par un contour décrit dans le sens trigonométrique, z acquiert un
facteur exp(—2im) au passage de la coupure et par conséquent

E12(2) — ik V2(2)

D’autre part, en ce qui concerne I’exponentielle

/OZ E(u)du — e 317 /Oz k(u)du = — /Oz k(u)du

Ces deux résultats impliquent qu’aprés traversée de la coupure, les fonctions
¥4 et Y_ s’échangent

Vi(z) = i (2) Y- (2) = W (2)
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11 faut donc que les coefficients A4 et A_ de (12.97) subissent un changement
compensateur pour assurer la continuité de ¢

Ay — —iA_ A — —iA, (12.98)

Sur chaque ligne de Stokes, le coefficient de I’exponentielle sous-dominante
est indéterminé, et il subit un changement proportionnel & celui du terme
dominant. Par exemple, au voisinage de la ligne de Stokes § = 7/3, et dans
un intervalle 7/3 —e S0 S /34 ¢, Ay et Ay (12.82) changent suivant

A — A + Ay Ay — Ay

ou le coefficient « reste a déterminer. Sur la ligne de Stokes 8 = 7, le premier
terme de (12.82) est dominant et

Al +aly — Al + Ay Ay — Ay +5(A1 + OzAQ)

Sur la ligne de Stokes 6§ = 57/3, le premier terme de (12.82) est & nou-
veau dominant. Mais comme la coupure a été traversée, il faut prendre en
compte (12.98) et

Al +ady — —i[A2 + ﬂ(A1 + CYAQ)}

As + B(A;1 + aAs) — —i[A; + ads +v(As + BlA1 + ads])] (12.99)

L’analyticité de ¢(z) implique que les coefficients A; et As s’identifient res-
pectivement & la premiére et a la seconde ligne de (12.99), ce qui permet de
déterminer les coefficients a, § et

a=fB=~=i (12.100)

On en déduit immédiatement la formule de raccordement (12.94). En effet, si
lon veut que ¢(z) soit exponentiellement décroissant dans la région x < 0 (sur
la ligne de Stokes 6 = 7), le coefficient de 1 doit s’annuler : A; +iA; = 0,
soit 1

1 . .
A = 3 Byemim/4 Ay = B Bye'™/ (12.101)

ol B est défini en (12.81).

12.4.4 Etats liés

Cherchons les états liés d’un puits de potentiel avec un minimum unique
(figure 12.4) a Papproximation BKW, en appelant a et b les abscisses des
points de rebroussement. Nous distinguons trois régions de 'axe des x : I :
r<a;ll:a<xz<b;Il:x>b. Pour xt — —o0, la fonction d’onde doit étre
de la forme

p(z) = :j(x) exp [/: K(u) du] (12.102)
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F1G. 12.4 — Etats liés d’un puits de potentiel.

tandis que dans la région III

p(z) = /f(x) exp [— /bw K(u) du} (12.103)

Dans la région intermédiaire II, la fonction d’onde est d’apres (12.94) (raccor-

dement & z = a)
24 [ ]
cos / k(u)du — il
LJo 4]

mais d’apres (12.95) elle prend aussi la forme (raccordement a « = b)

N ]

——— cos / k(u)du + z
L/o 4]

Ecrivons la premiére forme de ¢(z) en utilisant

/: k(u)du = /ab (u)du + /: k(u)du = U + I(x)

ou nous avons défini ¥ par
b
U= / k(u)du (12.104)

Les deux formes de ¢(z) dans la région II ne sont compatibles que si

[¢)

| B = —iAe'? (12.105)

La premiére de ces équations donne la régle de quantification de Bohr-
Sommerfeld

v /ab/f(u) du = (n + %) . (12.106)



12. Méthodes semi-classiques 481

et la seconde A = (—1)"B. On reconnait dans 2% P'action classique du mou-
vement sur une demi-période dans le puits. L’équation (12.103) donne les ni-
veaux d’énergie du puits de potentiel a ’approximation BKW. Le facteur 1,/2
ne devrait pas a priori étre pertinent, car la régle de Bohr-Sommerfeld n’est
en principe valable que pour des actions grandes par rapport a f, c’est-a-dire
pour n > 1 : il faut donc que le puits ait un nombre d’états liés suffisamment
grand. Toutefois, on observe (1) que cette régle devient de plus en plus pré-
cise quand S¢1/h — oo et que le facteur 1/2 est crucial pour 'accord avec les
données expérimentales ou numériques (2) qu’appliquée a loscillateur harmo-
nique elle donne exactement les niveaux d’énergie (mais c’est un accident).
En effet, le potentiel est V(x) = mw?2?/2 et les points de rebroussement sont
x4 = ++/2F/mw?, ce qui donne pour Pangle ¥

a:+ E
\I/:/ om — m2w?z2 dg = =&
v w

d’ott les niveaux d’énergie F,, = (n + 1/2)hw.
La procédure de quantification semi-classique obtenue en (12.106) s’ex-
prime en fonction de I'action classique S¢ correspondant a un aller-retour de

la particule
1 1 v
ESd: 7 %pd$=2ﬂ'(n+ Z)

ou v est l'indice de Maslov, et v = 2 dans (12.106). Cette procédure de quan-
tification peut se généraliser aux systémes intégrables : pour un tel systéme,
si le nombre de degrés de liberté est d, les trajectoires sont situées sur un tore
a d dimensions dans I’espace de phase & 2d dimensions {z;,p;}, i =1,--- ,d.
Chaque boucle fermée tracée sur le tore donne lieu & une condition de quan-
tification individualisée avec des indices de Maslov v;

% %pidxi =27 (m + %)

et les niveaux d’énergie sont caractérisés par les entiers nqy,---,ng et sont
donnés par H(ny, - ,n4), ot H est le hamiltonien.

Pour des systémes non intégrables, la quantification a la Bohr-Sommerfeld
n’est plus possible en 'absence de tores invariants. Néanmoins, grace en par-
ticulier aux travaux de Gutzwiller, on a pu généraliser 'approximation BKW
aux systémes non intégrables en partant d’une approximation semi-classique
pour lintégrale de chemin. Ainsi que nous I'avons déja noté en introduction
a ce chapitre, ces travaux sont techniquement complexes et nous renvoyons
le lecteur aux livres cités en bibliographie, en nous contentant d’écrire la for-
mule d’approximation semi-classique du propagateur dans la région permise
classiquement

i \Y? s i i,
Kscl(xbaxa;t): % Z‘Dr(xbaxa” €xXp %Sr(ivlnxa)_ 9
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ol D, est le déterminant de van Vleck
2
D, (zp, 24) = det <_M)

83:(”- al‘bj

et S, (xp, x,) est Uaction classique pour aller du point x, au point z en un
temps t; la somme sur 7 porte sur toutes les trajectoires possibles, et les v,
sont les indices de Maslov provenant des points de rebroussement en dimension
un et plus généralement des caustiques. Un des résultats fondamentaux de
ce type d’approche est la formule de trace de Gutzwiller (Gutzwiller [1990],
chapitre 17 ou Stéckman [1999], chapitre 7) qui donne la densité de niveaux
en fonction des propriétés des orbites périodiques.

12.4.5 Effet tunnel

Considérons maintenant un potentiel V(z) s’annulant pour x — 400, pos-
sédant un maximum unique en zg, V(z¢) = Vp (figure 12.5), et une particule
d’énergie 0 < E < Vj. La trajectoire classique posséde deux points de rebrous-
sement a et b. Supposons que la particule arrive de la région x — —oo en se
propageant vers la droite. Une particule classique serait renvoyée en x = a par
la barriére de potentiel, mais une particule quantique posséde une probabilité
non nulle de franchir la barriére. En effet, la fonction d’onde ne s’annule pas
dans la région a < x < b, et il est possible de la raccorder & une onde plane
dans la région x > b. Le phénoméne est analogue & celui d’'une onde évanes-
cente en optique : lorsqu’une onde lumineuse arrive d’un milieu d’indice n4
dans un milieu d’indice ng, avec no < nq, il y a réflexion totale pour des angles
d’incidence plus grands que langle critique ig, donné par sinig = na/ny. Si
le milieu d’indice ny est une lame suffisamment mince, la réflexion n’est pas
totale, et il existe une petite probabilité de transmission car ’onde lumineuse
ne s’annule pas complétement dans la lame : elle décroit exponentiellement, et
elle peut donc se raccorder a une onde progressive dans le milieu d’indice n;.

F1G. 12.5 — Barri¢ére de potentiel.
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Les régions classiquement permises sont x < a et = > b. Dans la région
x > b, la fonction d’onde est donnée par (12.82)

1 [T T e ]
o(z) = — <A1 exp i/ E(u)du| + Az exp —i/ k(u) du )
k(x) L Jb J L Jo J
et dans la région = < a par
1 r xr T r x T
o(x) = W (Cl exp i/ k(u)du| + Cyexp —i/ k(u) du )
x L Ja J L a J

Dans cette équation, le premier terme Cj représente une onde incidente se
propageant vers la droite et arrivant sur la barriére, et le deuxiéme terme
Cy une onde réfléchie. Pour relier le couple (A4, A2) au couple (Cy,Cs), on
procéde comme au § 12.4.3. 11 existe trois lignes de Stokes partant du point
x = a et trois lignes de Stokes partant de x = b; le segment de droite qui
joint x = a & x = b est une ligne de Stokes commune aux deux points.
Deux coupures partent de ces deux points. On trace un contour encerclant
Iensemble des deux points en écrivant la loi de transformation des coefficients
chaque fois que l'on traverse une ligne de Stokes. Les différents coefficients
analogues de «, 3,7 du § 12.4.3 sont déterminés en exigeant la continuité de
la fonction d’onde aprés un tour complet. Le calcul est fastidieux, et le lecteur
intéressé pourra consulter Child [1991], appendice A. Le résultat peut s’écrire
sous forme matricielle!?

A\ (1 4e2Y)V /200 " %)
<A2> B ( —ieV? (1+e2%)/2e9 | \ g, (12.107)

U= /b k(u) du = —md (12.108)

avec

La phase ¢ qui intervient dans (12.107) vaut
1
¢ =argl (5 +i(5> —0In|d|+6

ou I est la fonction factorielle. Pour appliquer (12.107) a effet tunnel ou il
existe seulement une onde se propageant vers la droite dans la région = > b,
on choisit As = 0. Comme la normalisation de I'onde incidente dans la région
r < a est arbitraire, on peut prendre C; = 1, ce qui donne alors

Cy=—ie ?e¥(1 —1-62‘11)*1/2

et )
A =e ¢ (1+ 62‘1’)*1/2

13. En fait la phase ¢ n’est pas fixée par la procédure, et il est nécessaire de recourir a
un argument indépendant. Cependant, les coefficients de réflexion et de transmission sont
indépendants de ¢.
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Ces équations donnent le coefficient de réflexion R

1

— 2 _
R=10F = e

et le coefficient de transmission 7T & travers la barriére

1 _ 2 [
T:|A1‘2:mge 2\I’:eXp [_E/a \/2m[E—V(x)}dx

(12.109)
On remarque que la somme du coefficient de transmission et du coefficient de
réflexion est égale a I'unité, T+ R = 1.

L’effet tunnel a de nombreuses applications en physique quantique. Nous
nous contenterons d’en examiner deux : la radioactivité a et le microscope a
effet tunnel. La radioactivité « est la désintégration d’un noyau avec émission
d’une particule a, c’est-a-dire un noyau d’*He. En appelant Z et N les nombres
de protons et de neutrons dans le noyau initial (A = Z + N) (en général
Z 2 80), la réaction nucléaire de désintégration o s’écrit

(Z,N) — (Z —2,N —2) + *He
Un exemple est la désintégration du polonium en plomb
#Pogy — *'"Pbgy + *Hey + 7.8 MeV

Dans une théorie approchée de la radioactivité a, on admet que la particule
« préexiste dans le noyau initial et on se raméne pour simplifier au cas & une
dimension. Si R ~ 1.2 x A3 ~ 7fm est le rayon du noyau, la particule o
sera soumise au potentiel nucléaire et au potentiel coulombien répulsif entre
le noyau d"*He de charge 2 (en unités de la charge du proton) et le noyau final
de charge (Z —2) en supposant la distribution de charge a symétrie sphérique.
Si 7 est la distance entre le noyau d’hélium et le noyau final, nous aurons pour

r>R
2(Z —2)e?

VCb (7”) = 5

r

Lorsque r < R les forces nucléaires attractives 'emportent largement sur les
forces coulombiennes que ’on peut alors négliger. On aboutit ainsi & un poten-
tiel représenté schématiquement sur la figure 12.6. Il existe donc une barriére
de potentiel qui empécherait la particule o de sortir du noyau si son mouve-
ment était régi par la physique classique. C’est 'effet tunnel qui permet a la
particule « de sortir du noyau. Le raisonnement précédent permet en théorie
d’estimer la vie moyenne du noyau initial, mais les approximations que nous
avons faites sont trés grossiéres et 1'effet tunnel trés sensible aux détails : bien
que la physique sous-jacente soit indubitablement correcte, il ne faut pas s’at-
tendre & des résultats en accord quantitatif avec ’expérience. Le phénoméne
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Vi(r)

R~ 7fm r

F1G. 12.6 — Barri¢re de potentiel de la radioactivité a.

inverse de la désintégration radioactive intervient dans les réactions de fusion,
par exemple la réaction déja mentionnée au § 1.1.2

H+ ®H — *He+n+ 17.6 MeV

qui fait également appel a l'effet tunnel et est examinée a I'exercice 13.5.1, ol
l’on donne un exemple d’évaluation de (12.109).

Une application trés importante de l'effet tunnel est le microscope a effet
tunnel. Dans un microscope a effet tunnel, on déplace une pointe trés fine
prés de la surface d’un échantillon conducteur (figure 12.7). Les électrons
peuvent passer par effet tunnel de la pointe & I’échantillon, ce qui produit un
courant macroscopique, dépendant de fagon trés sensible de la distance entre
la pointe et I’échantillon, en raison de la dépendance exponentielle (12.109)
par rapport a la distance. Cela permet de réaliser une cartographie trés précise
de la surface de ’échantillon, avec une résolution de ~ 0.01 nm. Une extension
de cette technique permet de manipuler des atomes et des molécules déposées
sur un substrat (figure 12.8).

12.5 Meécanique quantique dans ’espace
de phase

12.5.1 Conditions pour une représentation dans I’espace
de phase
En physique statistique, étant donné un systéme classique décrit par ses co-

ordonnées canoniques (g1, ,¢n;P1, - ,Pn) = (¢, ), on définit une densité
de probabilité p.i(g,p;t) qui donne la probabilité pe (g, p;t)dgdp de trouver
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pointe

|
I passage tunnel
|

cristal

F1a. 12.7 — Principe du microscope & effet tunnel. On déplace une pointe au voisi-
nage de la surface d’un cristal et on ajuste la distance de facon que le courant soit
constant. Ceci donne une cartographie de la distribution électronique sur la surface.

Fia. 12.8 — Dépot d’atomes par microscope a effet tunnel. Des atomes de fer (les
pics) sont disposés en cercle sur un substrat de cuivre et forment des états résonnants
électroniques (les vagues) sur la surface du cuivre. D’aprés un cliché IBM.
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au temps t le systéme dans un volume infinitésimal dgdp de l'espace de
phase autour du point (g, p). Cette densité de probabilité doit étre positive :
pe1(g, p;t) > 0 et normalisée a I'unité

/pcl(q,p; t)dgdp =1 (12.110)

Les intégrales sur p et ¢ donnent les densités de probabilité p.i(q;t) et pe(p;t)

palg;t) = /pcl(q,p; t)dp
(12.111)

pa(p;t) = / pei(q,p;t) dg

11 ne suffit évidemment pas de connaitre pq1(g;t) et pa(g;t), car c’est la distri-
bution jointe pei(g, p; t) qui décrit les corrélations entre ¢ et p. Un exemple de
densité p; est donné par la distribution canonique d’équilibre (indépendante
du temps)

1
pal(q,p) = 7 e~ BHa(q,p) 7 — /dqdpefﬁHcl(q,p)
ott H¢ est le hamiltonien classique, H.y = K + V, et la distribution de proba-
bilité se factorise dans ce cas particulier

pe1(q, ) = pai(q)pa(p)

Si une propriété physique A est fonction des coordonnées ¢ et p, la valeur
moyenne de A est

(Aer)(t) = /dq dp pei(q, p; t) Aci(g, p) (12.112)

On peut se demander s’il existe pour un systéme quantique décrit par un opé-
rateur statistique p(t) 'analogue d’une distribution de probabilité dans les-
pace de phase, pg(g,p;t). En fait il existe une infinité de solutions pg(q, p;t)
obéissant & (12.110) et (12.111), mais elles dépendent de la préparation de
Popérateur statistique (section 6.2.4), et pas uniquement de p(t), sauf bien
entendu si p(t) représente un cas pur, puisque dans ce cas cette préparation
de p(t) est unique. Il n’existe pas de densité de probabilité pg(q,p;t) ayant
toutes les propriétés souhaitées, et la fonction la plus utile en pratique est la
distribution de Wigner pw(q,p;t) = w(q, p;t), aussi appelée représentation de
Wigner (de Popérateur statistique) qui obéit a (12.110) et (12.111), mais n’est
pas en général uniformément positive : & strictement parler, on ne peut pas
I'interpréter comme une distribution de probabilité. Une autre distribution
utile est la distribution de Husimi py (g, p; ), qui est positive mais n’obéit pas
a (12.111). Nous traiterons uniquement le cas de la distribution de Wigner et
renvoyons le lecteur aux références pour celle de Husimi.



488 Physique quantique

12.5.2 La distribution de Wigner

Revenons au cas simple d’une particule quantique se déplacant sur
l'axe Ox, ¢ — x,p — p, la généralisation a un ensemble de coordonnées
(¢, p) étant évidente. Soit p(t) U'opérateur statistique de la particule

t) = Paleal®)){palt)l (12.113)

ou les vecteurs |p,) sont normalisés, (pa|¢a) = 1, mais pas nécessairement
orthogonaux. Les éléments diagonaux dans la représentation z, (x|p(t)|z)
donnent la densité de probabilité de présence en position (p(x;t) =

(z]ea(t)))
(x|p(t) Zpa|gpa x;t)] (12.114)

étant donné que |, (7;1)|? est la probabilité de présence dans I'état [, (t)). La

distribution de probabilité en impulsion est bien stir donnée par les éléments
de matrice diagonaux de p(t) dans la représentation p, (p|p(t)|p)

{plp(t) Z PalPa(pit (12.115)

ol Yo (p;t) est la transformée de Fourier de @, (z;t). Ces éléments de matrice
diagonaux sont manifestement positifs

(z]p(t)|x) =0 {plp()lp) = 0

et peuvent é&tre interprétés comme des densités de probabilité de position ou
d’impulsion, ce qui généralise les résultats de la section 9.1.
La distribution de Wigner w(z, p;t) est définie par

1 +oo 4 y y
1) — —ipy/h z _Z
wapt) =g [ M Bowle—Bay|  (2.110)

Sous cette forme, la symétrie entre = et p ne saute pas aux yeux, mais il est
facile de la retrouver en écrivant (noter que k est une impulsion)

+oo

T — Q) = / dk |k) (k|z — €> = L /+C>o dke—ik(r—y/2)/h‘q>
2 e 2" Vorh o

et une formule analogue pour (x+y/2|. La distribution w(z, p; t) se transforme
en

dkdE'dy s ke .
w(x,p;t):/Wem /2 g=ik(z=/D) /0 g=ivu/b (1| (1) k)
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L’intégrale sur y donne un facteur 27hd[p— (k+k’) /2], ce qui permet d’intégrer

sur k'
2 [t .
wiw,pit) = 5 — dgeZ®P=Re/m oy — k|p(t)|k)
i —00

Un changement de variable p—k = z/2 donne la forme symétrique de (12.116)
dans ’échange (z < p)

1 [T

ixz z z
w(z,pit) = 5— elr=/h (p 5lPMlp — 5)dz (12.117)

2

1l est immédiat de vérifier la validité de (12.111), par exemple

‘/@w@mwwi/@aw@+%mwn—gwﬂﬂmmw (12.118)

L’hermiticité de p, p = pf, assure que w est réel, mais ne garantit en rien sa
positivité, tandis que Trp = 1 assure la normalisation

/dxdpw(x,p; t)y=1

On définit la représentation de Wigner d’une propriété physique A (supposée
indépendante du temps pour simplifier) par analogie avec (12.116)

“+oo
A(z,p) = / e v/ (g 4+ %|A|x - %)dy (12.119)

— 00

Cette expression permet d’évaluer la valeur moyenne de A, (A)(¢) dans l'état
p(t), en partant de

<mm=ﬁmmm=/mmvwmwwmm

On exprime (x|p(t)|2’) grace a la transformée de Fourier inverse de (12.116)

Y Y i
@+ Blo(ole = ) = [ dpe ™ u(a, it

et on procéde de méme pour (2’| Alz). On obtient finalement

(A)(t) = /dxdpw(x,p; t)A(z,p) (12.120)

Cette formule rappelle bien évidemment celle de 'espace de phase clas-
sique (12.112), et c’est cette expression qui donne & la représentation de Wi-
gner son intérét particulier. Toutefois, il ne faut pas pousser I’analogie trop
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loin et garder & l'esprit le fait que w n’est pas uniformément positif. Le carré
de w vérifie une inégalité intéressante (exercice 12.7.8)

/dxdpwz(x,p; 1) < — (12.121)
2mh

qui montre que w ne peut pas étre trop piquée.

A partir de I'équation d’évolution (6.51) de I'opérateur statistique, on peut
obtenir 1’évolution temporelle de la distribution de Wigner. Celle-ci prend la
forme peu intuitive (exercice 12.7.9)

drw(e, pit) = = - dpw(z, pit)

+ 27:? /j dye~Pv/P (5 4 %|p(t)|x — %) [v (a, - %) v (x+ %)}
(12.122)

Le résultat se simplifie dans le cas de 'oscillateur harmonique
V(m—%) —V(:c—i—%) = —mwizy

et 'on trouve dans ce cas ’équation de Liouville exprimant la conservation

de la probabilité

ow p Ow 5 Ow
—_— === — 12.12
ot m Ox e xap ( 3)

12.5.3 Distribution de Wigner pour les états purs

Lorsque p représente un état pur ¢(z,t), la distribution de Wigner est

1 Y * Y ) —ipy/h
ur\T, P3t) = S— 57 ) ' 12.124
Wpur (T, p; t) 57 | ¢ <x+ 5 t) @ (x 5 t)e dy ( )

et I'inégalité (12.121) se transforme en ’égalité

1

= 12.125
2mh ( )

/ dzdpw}, (z,p;t)
que Pon montre & partir de Tr p? = 1 (exercice 12.7.8).

Donnons enfin deux exemples de distribution de Wigner pour des états
purs. Le premier exemple est celui du paquet d’ondes gaussien

p(x) = (%)M exp (—%) (12.126)

Un calcul classique de transformée de Fourier de gaussienne donne

1 22 P20
w(x,p) = e <_§) exp (— = ) (12.127)
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Dans ce cas la distribution de Wigner est partout positive, et on peut montrer
que la distribution de Wigner est uniformément positive si et seulement si c¢’est
celle d'un paquet d’ondes gaussien. Un exemple plus intéressant est celui de
la superposition de deux paquets d’onde gaussiens

oz) ~ (%)M <exp[—%] +exp[—%]>. (12.128)

avec a > o, de sorte que le recouvrement des deux paquets est négligeable, et
le facteur 1/4/2 assure la normalisation approchée de la fonction d’onde. On
trouve pour la distribution de Wigner

2,2 T —a)? z+a)?
o) = g5 e () [ow[ -5+ o[-

2
+ 2exp (—x—2> cos (%ﬂ (12.129)
g

Le dernier terme est oscillant, et on voit que la distribution w peut devenir
négative. Le terme oscillant subsiste méme si a > o, ce qui montre le caractére
non classique de la distribution. Comme nous le verrons au chapitre 17, ce
terme décroit rapidement en fonction du temps en raison de la décohérence si
la fonction d’onde (12.129) est celle d’une particule mésoscopique interagissant
avec un milieu extérieur.

12.6 Théoréme adiabatique et phases
géométriques

12.6.1 Un exemple

Reprenons I'étude du spin 1/2 dans un champ magnétique (section 5.2),
en choisissant la méme forme du champ

B = Byz + Bi(d coswt — §sinwt) (12.130)

La fréquence de Larmor est wg = By, celle de Rabi wy = 7B, et le hamilto-
nien s’écrit

1 1
H(t)= —3 hwoo, — 3 hw (04 coswt — oy sinwt) (12.131)

Soit |1h(t)) le vecteur d’état du spin dans le référentiel du laboratoire et [ (t))
le vecteur d’état dans le référentiel tournant (c¢f. (5.28))

(1)) = e717/2 [u(t))
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Nous avons montré dans la section 5.2 que le hamiltonien H qui régit 1’évo-
lution dans le référentiel tournant était indépendant du temps (cf. (5.34))

H= %h&rz — %ﬁwlaz (12.132)
ol 0 =w — wy est le désaccord. L’évolution temporelle de [1)(t)) est donc
(1)) = e1o=/2 7 [y5(0)) (12.133)
si I'on identifie [¢)(t)) et [¢(t)) au temps ¢ = 0 : [15(0)) = [15(0)).
A un instant ¢, le champ magnétique est dirigé suivant une direction 7(t)

repérée par un angle polaire ¢ et un angle azimutal qui dépend du temps,
¢(t) = —wt. La valeur absolue de B est indépendante de ¢

YyB=v\/B3+B?=0w

W=/ wi+w? (12.134)

avec

L’angle polaire € vérifie donc
wo = wcosf w; =wsind (12.135)

A un instant donné, les vecteurs propres du hamiltonien H (¢) sont ceux (3.56)
de & - n(t), et ils dépendent donc de ¢(t)

[

ol = ( ) weeon=(_ ) 0210

sin % elo(?) — coSs % eld(t)

Les vecteurs propres |14 (¢(t))) = |14 (t)) correspondent aux valeurs propres
de V'énergie E1(¢(t)) = Fhw/2 d’un spin 1/2 dans un champ magnétique
B orienté suivant la direction 7 et tel que yB = @. Ces valeurs propres
sont indépendantes du temps (mais pas les vecteurs propres correspondants!).
Supposons qu’au temps ¢ = 0 le spin soit dans I'état |¢_) : [1(0)) = |¢_(0)).
On obtient |¢(¢)) dans la base |+) des états propres de o, en combinant (5.42)
et (12.133). Exprimant |£) en fonction de |94 (¢))

) = cos g e (1) +sin § [ (1)

;o 0 (12.137)
) = sin g ey, (1)) —cos g e (1)
on écrit [1(t)) en fonction de |14 (t)) grace a (5.42)
SO2(1)) = —ics sin T sind o (1)
(12.138)

Qt i .
+ c057—|—§(wcosﬂ—w)bln7 [_(t))
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avec ) = y/w? + 62. Lorsque w/ ~ 1, le spin oscille'* entre les états |14 (t))
et [¢_(t)), mais lorsque w/Q < 1, la probabilité de le trouver dans l'état
|4 (1)) est o< (w/Q)% Ceci donne un exemple du théoréme adiabatique, exa-
miné dans la sous-section suivante : si le hamiltonien varie lentement en fonc-
tion du temps, le spin reste dans 1’état propre instantané |¢_(t)) de H(t). En
d’autres termes, le spin suit adiabatiquement le mouvement du champ B:le
vecteur de Bloch reste orienté en permanence dans la direction —n antiparal-
lele a B.

Examinons de plus prés le cas intéressant w < €2, qui corrrespond & une
précession de Larmor trés rapide par rapport au temps caractéristique d’évo-
lution de B , en écrivant

Q= /w?+62= \/52+w2—2wwcosﬁfzw—wcosﬁ

Dans ces conditions

|¢(t)> ~ efiQt/2eiwt/2‘¢_(t)> _ efiwt/2eiw(1+cos0)t/2|w_ (t)> (12139)

Le facteur exp(—iwt/2) est un facteur trivial qui correspond tout simplement
a I’évolution temporelle régie par la valeur E_ = hiw/2 de 1'énergie de |¢p_),

et le second facteur de phase est exp[i7(t)], avec
_ wt
~(t) = > (14 cosb) (12.140)

Aprés un tour complet, ¢ = 27 /w, ce facteur de phase est exp(iy), ot v est la
phase de Berry

|7 =7(1+cos0)| (12.141)

Le point remarquable est que la phase v ne dépend pas de w, pourvu que la
condition de validité de Papproximation adiabatique, w/Q < 1, soit satisfaite.
Pour cette raison la phase de Berry est aussi appelée phase géométrigue. On
peut généraliser ce résultat et montrer que (12.141) reste valable méme si w
dépend du temps, pourvu que w/w? < 1, c’est-a-dire si w(t) ne varie pas trop
vite. Cependant on ne peut plus écrire dans ce cas de solution exacte, car le
hamiltonien H (12.132) dépend alors du temps par lintermédiaire de d(t).
Une autre observation est que v dans (12.141) est le demi-angle solide sous
lequel est vu le circuit tracé par 'extrémité de B : voir lexercice 12.7.11.
Aharonov et Anandan (Anandan [1992]) ont donné une interprétation in-
trinséque de cet effet : au lieu de relier la phase de Berry au fait que le spin
suit adiabatiquement le champ, ils interprétent cette phase comme provenant
du transport paralléle du vecteur d’état de spin le long d’un trajet tracé sur
la sphére de Poincaré-Bloch, c’est-a-dire dans I'espace de Hilbert projectif du

14. 11 faut éviter toute confusion avec la situation de la section 5.2 : dans cette section,
nous nous intéressions aux oscillations (de Rabi) entre les états |+) et |—), alors que nous
étudions ici les oscillations entre les états |94 (t)) et [—(t)).
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spin. Ce transport paralléle définit une connexion, et la phase de Berry est
reliée a l'intégrale de cette connexion le long du trajet fermé (contour) suivi
par lextrémité du vecteur de Bloch. Cette intégrale est donnée par la moitié
de l'aire sur la sphére limitée par le contour, ou, ce qui revient au méme, par
la moitié de I'angle solide d’oii le contour est vu depuis l'origine. Dans cette
interpétation, il n’est pas nécessaire de faire appel a I’adiabadicité.

12.6.2 Théoréme adiabatique

Nous allons généraliser les résultats de la sous-section précédente en mon-
trant d’abord le théoréme adiabatique. Soit un hamiltonien dépendant du
temps H (1), ou plus précisément un hamiltonien fonction de paramétres R;(t)
dépendant du temps, notés collectivement R(t). Nous allons montrer que si
I’évolution temporelle de R(t) est suffisamment lente, et si le systéme est ini-
tialement dans 1’état propre |@,,(t = 0)) de H(t = 0)

H(t = 0)[om(t = 0)) = Em(t = 0)|om(t = 0)) (12.142)

alors il se trouve au temps ¢ dans 1'état |p,, (t)) vecteur propre instantané de
H{(t)
H(#)|om(t)) = Em(t)]om(t)) (12.143)

qui se déduit contintiment de |¢,,, (t = 0)). Afin de simplifier la démonstration,
nous supposons que le spectre de H(t) est discret et non dégénéré, de sorte
que V'ensemble {|p,,(t))} forme une base de l'espace de Hilbert des états,
et quil n’y a aucun croisement de niveaux quand t varie'®. Les fréquences
caractéristiques sont les fréquences de Bohr wy,(t) = [Ex(t) — En(t)]/h, et
ces fréquences ne sont jamais nulles d’aprés nos hypothéses : elles sont toutes
plus grandes que wp,iy. Si le temps caractéristique d’évolution de R(¢) est tear,
nous verrons que la condition de validité du théoréme adiabatique est

toar ~ % < Wnin (12.144)

Dans le § 12.6.1, R/R = w et wyin = @. Les solutions |¢(t)) de 'équation de
Schrodinger dépendant du temps (9.55) vérifient

o d
ihle(t) = H()lo(t)) (12.145)
et nous pouvons décomposer |p(t)) dans la base {|p,(t))}

() =D en(t) expl—ian(®)] [@n(t)) (12.146)

15. Voir Messiah [1959], chapitre XVII, pour une discussion générale des conditions de
validité du théoréme adiabatique.
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Le facteur de phase exp[—ia, (t)] est appelé facteur de phase dynamique : il gé-
néralise le facteur exp[—iF,t/h] du cas indépendant du temps et exp(—iwt/2)
du § 12.6.1

an(t) = % /Ot E,(t)dt (12.147)

La substitution de (12.146)—(12.147) dans I’équation de Schrodinger (12.145),
jointe a (12.143), conduit a

> (6w expl—io] [ (1) + cn expl-ian] [pu(1)) ) =0

n

Multiplions cette équation & gauche par le bra (pg(t)|; compte tenu de
(r(t)|¢n(t)) = dnk, nous obtenons

Cp = — Z cn expl—i(an — ag)] (¢r|@n) (12.148)

Utilisons ensuite la dérivée par rapport au temps de (12.143)
H“Pn> + H|pn) = En“/’n> + En|dn)

soit _
(@r|@n) (En — Ex) = (x| H]pn)

pour en déduire un résultat exact donnant ¢; sous la forme

(ox|H |pn)

12.14

¢ = —cr{prlgr) + D cn expl—i(an — )]
n#k
Nous supposons maintenant que le systéme est au temps ¢ = 0 dans 1’état

|om(t = 0)). Si Papproximation adiabatique est valable, nous devons avoir
lem (0)] = 1 et |en(t)| < 1 pour n # m. De (12.149) on déduit alors (k # m)

cm(t) (i H (1) pm (1))
fm2 = (12.150)

Crp = exp[—i(am(t) — ax(t)]
Afin d’étudier la limite a grand temps de ¢ (t), nous posons t = sT,0 < s < 1,
ce qui permet de transformer (12.150) en

d i Y N = F(s)exp [i s

Eck(s) = F(s)exp [1T/0 ds’ wrm (s )] = F(s)exp [iTQpn(s)] (12.151)

" em(s) (el (5)n) L
N o (3) Qi (8) —/0 ds’ wim(s)

Intégrons I'équation différentielle (12.151) avec la condition initiale ¢x(0) = 0,
k#m

F(s) =

ck(s) = /0S ds’ F(s") exp [iTQkm(s")] (12.152)
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Compte tenu de la condition de non-croisement des niveaux, ., (s) est une
fonction monotone de s et la phase dans (12.152) n’est jamais stationnaire.
Comme F(s) est une fonction continue, I'intégrale tend vers zéro pour T' — cc.
Pour le voir explicitement, intégrons (12.152) par parties

1 [ F(s') Z_ /0 " exp [iT % (5] % (%S(s))ﬂ

AT | Wem(8)
Comme d[F(s)/wkm(s)] est une fonction continue de s, le terme en facteur de
1/iT reste fini pour T' — oo et ¢k (s) tend vers zéro comme 1/T.

Pour évaluer les corrections a l'approximation adiabatique, on calcule
perturbativement la probabilité pour que le systéme passe de ’état initial
|om) & un autre état |¢g). La probabilité de transition est donnée par (exer-
cice 12.7.10)

ck(s)

t 2
Pk (t) = ‘ / Ao (£1) €% () it/ (12.153)
0

ou
Ak (t) = {or(8)|6m (1)) (12.154)

A (t) est une quantité caractéristique de la « vitesse de rotation » des vec-
teurs propres de H(t) dans l'espace de Hilbert : c’est la composante suivant
lok(t)) de la vitesse du vecteur |y, (t)). Cette vitesse est de 'ordre de R/R
et nous en déduisons l'estimation

P (£) ~ (%) - (12.155)

Wim

12.6.3 La phase géométrique

Si 'approximation adiabatique est valable, ’équation (12.148) se réduit a
une équation différentielle pour ¢, (t)

Cm(t) = _Cm(t) <30m|9bm> (12'156)

Il est facile de montrer que (¢,,|¢m) est un nombre imaginaire pur : en effet,
de (¢m|em) = 1 on tire

0= <Sbm|90m> + (Pm|Pm) = (Em|Pm)* + (PmlPm) (12.157)
et on peut poser, avec Y, (t) réel
Y (t) = i{om (R(1))[&m (R(t))) = —Im (@m (R(1))|¢m (R(1)))  (12.158)

ou nous avons fait intervenir de fagon explicite les parameétres R(t) ; v (t) va
étre a lorigine de la phase de Berry'S, et nous allons montrer que cette phase

16. Cette phase n’est pas prise en compte par Messiah [1959] : en effet 1’équa-
tion XVII(113’) de cette référence implique (@m|pm) = 0, voir I’exercice 12.7.10.
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ne peut pas étre éliminée par une redéfinition |¢,,) — exp(ix)|@m) du vecteur
d’état!'”. Le vecteur d’état au temps ¢ s’écrit alors

elrm(®) g=iom(®) |, (R(1))) (12.159)

A premiére vue, cette équation est surprenante, car la phase de |y, (R(t)))
est a priori arbitraire, et en extraire le facteur exp(i7,,(t) ne semble pas phy-
siquement pertinent. Cependant, nous allons voir que cette phase donne lieu a
des effets physiques si on fait varier les paramétres le long d’un contour fermé
C' dans l'espace des paramétres. En premier lieu nous pouvons récrire (12.158)
sous la forme

. . . dR

Ym(t) = Hom(R(E))IVRem (R())) - B(t) = Am(t) - 7

ol Vg est le gradient dans I'espace des paramétres et (12.160) définit le vec-
teur A,,. Pour fixer les idées, on peut prendre le cas particulier ou R(t) est
un vecteur B(t) de R3 : le gradient est alors le gradient ordinaire V. Si R(t)
décrit un contour fermé C, R(T) = R(0), la variation de la phase sera

(12.160)

Y (T) = vm(0) = fcﬁm(t)dt=17{C<90m(R)IVRsOm(R)> -dRr| - (12.161)

Cette phase est la phase de Berry, ou géométrique : elle dépend seulement du
contour C, c’est-a-dire du chemin suivi dans ’espace des paramétres, et non
de la vitesse a laquelle il est parcouru. Elle est aussi indépendante du choix de
phase fait pour |¢,,). Pour le voir, limitons-nous au cas ou R est un vecteur

R de R3 ; d’aprés le théoréme de Stokes!'®

§ (en G mpn(i - ait= [ [9 (on(BiSen()] a8

= // (V x Ay)-dS (12.162)
s(©)

ot S(C) est une surface s’appuyant sur le contour C. Si l'on effectue un
changement de phase sur |@,, (R))

- (B -
| (R)) — X |, (R))
17. Dans le cas particulier étudié au § 12.6.1, on déduit immédiatement de (12.136)
. iw
(W-ldo) = =21+ cos0)

et plus généralement, pour ¢(t) quelconque

(otin) = 2+ cos0)

ce qui redonne bien (12.140).

18. Dans le cas général, on utilise la version du théoréme de Stokes montrée en géométrie
différentielle. Le gradient est remplacé par une 1-forme, le rotationnel par la différentielle
extérieure, et la phase s’écrit comme le flux d’une 2-forme.
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alors
(em|Vom) = (pm|Vm) +iVx

Comme V X (ﬁx) = 0, la phase x ne contribue pas au résultat (12.161).
L’exercice 12.7.11 montre comment retrouver le résultat particulier (12.141)
a partir du cas général (12.161).

solénoide

F1G. 12.9 — Phase de Berry et effet A-B : rotation d’une particule chargée autour
d’un solénoide treés fin.

Il existe une relation remarquable entre la phase de Berry et celle de 'effet
A-B. Considérons la situation ou une particule chargée de charge g est confinée
dans une boite centrée en E, qui ne rencontre pas le solénoide (figure 12.9).
On montre alors (exercice 12.7.12) que si 'on fait faire a la boite de fagon
adiabatique un tour complet autour du solénoide, la fonction d’onde acquiert
une phase —q®/h, ot ® est le flux du champ magnétique a travers le circuit
effectué par la boite. La phase de l'effet A-B est donc retrouvée comme une
phase géométrique. Comme nous I’avons vu sur I’exemple du spin 1/2, la phase
géométrique peut étre interprétée comme l'analogue du transport paralléle
d’un vecteur en géométrie différentielle. Ici le vecteur transporté parallelement
est le vecteur d’état; le potentiel vecteur joue le role de la connexion et le
champ celui de la courbure (voir par exemple Le Bellac [1988], chapitre 13).
L’intégrale de contour de la connexion (potentiel vecteur) donne le flux du
champ magnétique (courbure).

12.7 Exercices

12.7.1 Formule de Trotter

1. En effectuant un développement de Taylor & I’ordre €2 inclus, montrer que

e(E/Q)AeEBe(s/Q)A — es(A+B) + 0(83)
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2. Soit A et B deux opérateurs bornés. On se propose de montrer la formule de Trotter

= lim (eA/"eB/")n

n— oo

eA+B

Suggestions : montrer d’abord ’identité
C"—D"=(C—-D)D" ' +C(C-D)D" 2 4...4C"1(C - D)
et en déduire pour deux opérateurs bornés C et D
Ic™ — D™ < n(este)"|[C - D
Pour terminer, faire I’identification

C—>6(A+B)/n D_>eA/neB/n

o] o )

12.7.2 Longueur de corrélation et niveau excité

et montrer

1. Introduisons par analogie avec (12.50) la fonction (7 > 7’)

Fzy, 7o; 7,7 Ta, Ta) = (wple” HB=7)/0 x e~ H(r=m)/h x eH<T“*"/)/h|ma>

= (aple” /" Xy () Xt (7")e H 70/ P |q)

ot Xp(7) est défini par (12.42). En introduisant une double somme sur les états propres
[n) de H, H|n) = Eyn|n), montrer que

lim lim F = po(xp)p(xa)(0]X e~ H(r=7")/h X|0)

Tq——00 Tp—+00

ou |0) est I’état fondamental de H, H|0) = 0, on a choisi Eg = 0 et po(z) est la fonction
d’onde de cet état fondamental.

2. En g’inspirant du § 12.2.3, montrer que la valeur moyenne dans 1’état fondamental du
produit ordonné dans le temps (euclidien) de Xy (7) et Xg(7') est

F(xvalﬁTa 7’5 xa,Ta)

0T (Xu(T)Xu(7')|0) = 1l li
OIT(Xu () Xu(r)I0) = lim  lim F (o, 7o[7as 7a)

Ecrire ce résultat sous la forme d’une intégrale de chemin. Soit
OIT(Xu (1) Xu(7'))[0)e
la partie connexe de la valeur moyenne
(OIT(Xu (1) Xu(7'))[0)e = (0T (X (7) Xu())|0) — (0] Xu(7)]0)(0|Xu (7")[0)
Montrer que

(OIT(Xu (N Xu(T))|0)e = S 0| X]|n)|2e~ Enl7 =1/
n#0

Quel est le terme dominant quand |7 — 7| — o0 ?
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3. Considérons maintenant z(7) comme un champ aléatoire classique, ou 7 varie de —oco a
+oo. Par définition, la fonction de corrélation (z(7)z(7’)) est donnée par

%/'DI(T) x(T)x(r") exp |:_711/_+0:0 <; m (%)2 +V[I(T)]> dT:|
/ Dzx(T) exp {—; /::O <; m <j€>2 + V[CE(TH> dT:|

On définit la fonction de corrélation connexe (z(7)z(7’)). par analogie avec la question 2
et la longueur de corrrélation £ par

(@(r)z(7"))

Z

(z(T)z(t"))e oc e~ IT=T1/¢

lorsque |t — 7/| — oo. Montrer que la longueur de corrrélation £ est reliée a 1’énergie
Ei(= E1 — Ep) du premier état excité.

12.7.3 Fonctionnelle génératrice
Prendre la premiére, puis la seconde dérivée fonctionnelle de (12.55)
) 5?2
65 (t) 65(2)05(t")

et vérifier (12.56).

12.7.4 Propagateur de Feynman et propagateur
euclidien

1. Vérifier qu’une solution particuliére de (12.62) est

1 : .
Dp(t) = — [0(t) et + 0(—t) e'?
2w
Cette solution particuliére est appelée propagateur de Feynman. La solution générale
de (12.62) s’obtient en ajoutant la solution générale (dépendant de deux constantes ar-
bitraires) de I’équation homogéne associée a (12.62).

2. La transformée de Fourier de (12.62) s’écrit
(k3 —w?)D(ko) =i

soit

. +oo dk efilcot
Dy =i [ o
oo 2m kf—w

L’ambiguité de la fonction de Green se refléte dans ’apparition de podles a kg = *w, ce
qui fait que 'intégrale n’est pas définie. Montrer que si I’on traite les poles en utilisant la
prescription w? 2 —in,n — 0%, alors on trouve précisément que le propagateur D (t)
de la question 1 est donné par

— W

“+oo dko e—ikot

DF(t):i./

o Ek%—uﬂ—&—in
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3. Montrer que si I’on passe au probléme euclidien, alors la fonction de Green D}E (1) est
donnée par

<—% + w2> Dl () = (1)

dont la solution est
1
Dip(r) = o e Tl 4 Ae®T 4 BewT

12.7.5 Equation de Schrodinger et intégrale de chemin

On se propose de montrer que la fonction Kg(z,7|xo,70) définie par 'intégrale de
chemin (12.37) (h = 1 pour simplifier les équations)

Kg(z,7|z0,70) = /:::j:; Dz (T) exp {_ /r: <% m <z11_i) 2 + V(:t(T))) dT:|

obéit a ’équation de Schrédinger en temps euclidien (12.38). On part de I’équation de
Chapman-Kolmogorov (12.28)

Kg(x, 7+ €|zo, T0) :/dx' Kg(z, 7 +ela’, 7)Kg (2, 7|70, T0)
ou Kg(z, T+ ¢|a’,7) est donné pour € — 0 par
1/2
Kg(z,7+ela’,7) = (ﬂ) / exp [—E(m —2)? —eV(x)
27e 2e

On posera u = x’ — z. Montrer que l'intégrale sur u (ou z’) est dominée par la région
u? < €. Montrer que 1'on doit développer 'intégrand jusqu’a l’ordre €2 inclus et que I’on
peut remplacer exp[—eV (z + u)] par 1 — eV (z). En déduire

82
Kg(x,7+e¢lzo,70) = (1 —eV(x) + B Kg(x,T|zo0,70)
2m Ox2

et écrire ’équation aux dérivées partielles vérifiée par Kg.

12.7.6 Calcul de la fonctionnelle génératrice
pour l'oscillateur harmonique

On se propose de démontrer 1’équation (12.63). Afin de simplifier les formules, on posera

h=m = 1. On montrera dans un premier temps la version euclidienne de (12.63). 1l suffira
ensuite d’effectuer un prolongement analytique. L’expression a évaluer est

Z(i)s 2y, Th; Tar Ta) = /zm):% Da(r) exp {— /:b dr (1 P %W%Q - j(T)x(T)H

z(Ta)=Ta 2

z(1p)=xy 4
/ Dz(1) exp[—SE(®p, To; TaTa; )]

z(Ta)=Ta

Nous allons écrire la trajectoire z(7) sous la forme

(1) = y(7) + h(7)
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ot y(7) est une solution des équations du mouvement avec source (j # 0)
—jtwly=j

obéissant & y(7a) = Za, y(7) = xp et h(7) une solution des équations du mouvement libre
(j = 0) vérifiant h(7q) = h(1,) =0

1. Montrer que

y(7) = yo(r) + / " Gr, )i

ol yo(7) est solution des équations du mouvement libre vérifiant yo(7a) = a, Yo(7p) = xp,
et la fonction de Green G(7,7’) est

G(1, ™) = 0(r — Hu(t)v(r") + (7" — T)v(T)u(r")
Les fonctions u et v sont les solutions suivantes des équations du mouvement libre
w(7) = Asinhw(r, — 7) v(1) = X sinhw(T — 74)
Montrer que ’on doit choisir
AN = —>r T=7y—Ta

Suggestion : montrer que

2
(d— - w?) G = 8(r)(0)u(0) — u(0)5(0)]

dr2

2. Calculer 'action euclidienne Sg et la mettre sous la forme

. 1 . 1 .
Si(on, mizaraid) = 5y = 5 [ driu) + 5,
= Sg(@y, T TaTa; ) + Sh
On pourra remarquer que Sgly + h] = Sg[y] + Sg[h]. Pourquoi ?

3. Evaluer Sg(xy, Ty; TaTa; j)

_ ] w
SE(Tp, Th; TaTa; j) = SsinhwT [(a:?l + x%) coshwT — 2xaxb}

_ s1n§ﬁ /Tb sinfw(7p — 7)]j(7)dT — smiﬁ /Tb sinh{w(7 — 74)]j(7)d7T
T b oT sinlh " // drdr’j(7)0(r — ') sinh[w(1, — 7)] sinh[w(T" — 74)]5(7")

4. 11 existe plusieurs méthodes pour évaluer la contribution de S; a l'intégrale de chemin
(Ta =0, 7, =17)

1 /7.
Sh :/ DIlh(7)] exp {——/ (h? +w2h2)d7"}
h(0)=h(T)=0 2Jo

La méthode la plus directe, et sans doute la plus instructive (mais non la plus rapide),
consiste a revenir & la définition de l'intégrale de chemin en la discrétisant. On divise
Iintervalle [0, 7] en n intervalles de longueur € = 7/n, et

1 n/2 n—1 1 n—1
I = lim <—> / dhl exp | —— Z hlA”h]
e—0\ 2me voa=1 2 i,j=1



12. Méthodes semi-classiques 503

ol A est une matrice (n — 1) X (n — 1) de la forme

1 —a 0 ... 0

avec

En déduire
; 1 \"2? (2r)(n-1)/2
- (%) (det A)1/2

Pour calculer det A, on remarque que le déterminant D, de la matrice n x n vérifie la
relation de récurrence
Dy =Dp_1 — a2Dn—2

Montrer (ou vérifier) que la solution de cette relation de récurrence est

1
Dp=——— [cos”le 0 — sin™t?! 9]
cos ) — sin 6

avec a = sin? § cos? 6, 6 < 7/4. En déduire le résultat final pour T

e

27 sinh wt

5. On s’intéresse au cas ou la source j(7) est non nulle uniquement dans un intervalle [0, T7].
On part de la forme opératorielle de Z(j)

Z(j) = (@ple” T UH(T,0) e 77 |24)
ott Uj; est 'opérateur d’évolution en temps euclidien qui vérifie

dU; (7, 7a)

T = —HU;(1,7a) + j(T)U; (7, 7a) Uj(Ta,Ta) =1

On prend la limite 7, — —o0, T, — o0o. Montrer que cette limite est contrélée uniquement
par I’état fondamental |0) de H, que I'on prendra d’énergie nulle : Eg = 0. En déduire que
la valeur moyenne sur I’état fondamental (en général appelée valeur moyenne sur le vide)
de Uj est

J

tim | tim (005, 7)[0) = [ deadz polan)ei(ea)20)

Tq——00 Tp—+

ol ¢o(z) = (x|0) est la fonction d’onde de ’état fondamental de 1'oscillateur harmonique
w 1/4 1
st = (2) o] -]
s 2
Effectuer I'intégration sur z, et x; et montrer que

lim lim  (0|U;(7p,7a)|0) = exp {% / drdr’ j(r)De(t —7)j(7")

Tgq——00 Tp—+00
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Dg(t) = o

est le propagateur euclidien

6. Effectuer le prolongement analytique 7 — it pour obtenir les résultats en temps réel, en
particulier (12.63). Montrer que le prolongement du résultat de la question 5 devient

lim  lim  (O[U;(ta, t)[0) = exp {—%/dtdt’j(t)DF(t—t’)j(t’)

tq— —o0 ty—+4o00
ou Dp est le propagateur de Feynman. En fait il est nécessaire de donner une partie ima-

ginaire!® A t : t, = |to|exp[i(m — 0)], tp = |tp| exp[—if)], avec 0 < @ < 7/2. Les résultats de
cet exercice sont d’une importance fondamentale en théorie quantique des champs.

12.7.7 Formules de raccordement pour K < 0

On suppose que la région > 0 au voisinage du point de rebroussement & x = 0 est la
région interdite classiquement
E—-V(z)=—|K|x

La fonction d’onde BKW s’écrit dans la région x < 0 comme

o(z) = \/%@ <A1 exp {—i./oz k(u) du} + Ay exp {i /Oz k(w) duD

et dans la région x > 0

o(z) = ﬁ (Bl oxp [/OZ (w) du] + By exp {_ /OZ (w) duD

Montrer que si Cp = 0 (voir (12.93)), on peut obtenir les relations
A = BQei‘ir/él As = Bo efi‘ir/4

En déduire (12.95).

12.7.8 Propriétés de la distribution de Wigner

1. Démontrer ’inégalité suivante pour deux opérateurs statistiques p et p’
0<Tr(pp') <1
Suggestion : écrire
P =" Pylin)(in| p="" phlan)(an]
n n

Montrer que cette égalité est saturée si et seulement si p = p’ = |p){(p| (cas pur).

2. Déduire la relation (12.121) de I'inégalité précédente. En prenant

p=le)el P = )] (Yle) =0

montrer que w doit nécessairement prendre des valeurs négatives. Enfin, en prenant p =
o = |p)(p|, déduire (12.125).

19. Voir par exemple Parisi [1989], chapitre 13.



12. Méthodes semi-classiques 505

12.7.9 Evolution temporelle de la distribution de
Wigner

On part de ’équation d’évolution (6.51) dont on déduit celle des éléments de matrice
(plplp") (ou (z|plz')) de p .
’ 1 ’
= —_— JH
5 Plele’) = 2 (ollp, H]lp")

L’équation d’évolution de w(z,p;t) s’obtient a partir de (12.117) avec p — p + 2/2, p’ —
p—z/2.

1. Terme d’énergie cinétique. Soit H = K4V la décomposition de H en énergie cinétique K
et énergie potentielle V. Montrer que la contribution de K a I’évolution de w est

8[( P le]

—w(x,p;t) = —— —w(x,p;t

o V(@pit) =~ ow(@, pit)

2. Terme d’énergie potentielle. On se sert cette fois de la représentation (12.116) de w, en
partant de (z|p|z’) avec * — z + y/2, 2’ — = — y/2. Montrer que la contribution de V
a l’évolution de w est le deuxiéme terme de (12.122). En utilisant un développement de
Taylor, montrer

oy 1 =i\t d"V(z) o
—w(z,p;t) = — | — — —w(x,p;t
St(p) Zn'<2> daxm Bp”(p)
n 1mpalr
Cette équation semble conduire & un développement en puissances de h, mais c’est une
illusion, sauf cas particulier : il est clair sur (12.129) que 9/9p introduit des puissances de
1/h.

12.7.10 Probabilités de transition a ’approximation
adiabatique

1. Suivant Messiah [1959], chapitre XVII, on définit I’opérateur unitaire A(t) permettant
de « passer aux axes tournants », c’est-a-dire de suivre les vecteurs propres de H(t) que
I’on suppose non dégénérés, par

i (1)) = A(t)]; (0))

ou |p;(0)) et |p;(t)) sont vecteurs propres de H(0) et H(t) (cf. (12.142) et (12.143)). On
pose h = 1 pour simplifier les notations. L’opérateur hermitien K (t) est défini par I’évolution
de A(t)
dA
i i K(t)A(t) A(0)=1

Les opérateurs A(t) et K (t) ne sont pas uniques. Montrer qu’un choix possible est
. dP; R dP;
K =13 R0 =S L P

ot P;(t) est le projecteur sur |;(t))
Pi(t) = | (1) (s (D] = A()P; (0)AT (¢)

Suggestion : montrer que
dP;
i— =[K,P;
= K.P]
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On introduit 'opérateur unitaire ®(t) par

e(1) =) e P;(0)
J

ou i (t) est défini en (12.147). On note que ®(t) obéit a
(4 g (4)
G TEOON) HOO =T 0RO
A P’approximation adiabatique, 'opérateur d’évolution est U (t,0) = A(t)®(t), car
Ua(t,0)le;(0)) = e |5 (#))
Pour étudier les déviations a I’approximation adiabatique, on écrit
U(ta 0) = UA(t7 O)O(tz 0) = A(t)q)(t)U(tv 0)

Expliquer pourquoi U (t,0) est opérateur d’évolution dans les axes tournants. Montrer que

i T WU W =-oTATKA®

3. Au premier ordre en théorie des perturbations on peut écrire
t
U(t,0) =1 — i/ W (t")dt'
0

Si on part au temps t = 0 de I’état |pm(0)), la probabilité de transition m — k est donnée
au temps t par

Pk (t) = [{0r (1)U (t, 0)m (0))]?
En déduire
Pk (t) 2 [(2k(0)|F(£)|om (0))]?
F(t) = /t o (1) AT () K (¢) At ) (') dt!
0
d’ou . 5
prnlt) 2| [ el =0l o () 01

ce qui montre (12.153).

4. Montrer que les résultats de la question 1 impliquent

[m(@) = T2

Suggestion : examiner d(Pm |pm(¢)))/dt et utiliser |pm (t)) = A(t)|¢(0)). En déduire

Pm(t)|¢m (1)) =0

lm ()

et donc (pm|om) = 0. Le choix de phase implicite fait dans la question 1 interdit d’obtenir
la phase de Berry.

5. Construire l'opérateur K dans le cas étudié au § 12.6.1 et montrer que

1, an
K=-¢5 [ax <
2 at

ol 7 est le vecteur unitaire d’angles polaires (0, (t)). Vérifier que 'on a bien (1 |¢)_) =0
pour ¢t infinitésimal, contrairement au traitement donné dans le § 12.6.1.
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12.7.11 Spin 1/2 dans un champ magnétique : relation
avec ’étude générale

1. L’équation (12.160) définit un vecteur A, dans ’espace des paramétres. Afin de simplifier
les notations, on suppose que Vi a les propriétés d’un gradient dans R3. En introduisant
un systéme complet d’états Y [¢n)(pn| = I, montrer que

(VX Am)i = =Tm | Y eij1(00mlon) (0n|Okpm)
jk n

2. En partant de H(R)|¢n(R)) = En(R)|¢n(R)), déduire

(¢m|0j Hlpn ) {pn |0k H|pm)
(V X Am)z = —Im Eiik
2 2 e B

3. On revient a ’exemple du § 12.6.1 ou le hamiltonien est
(SN
H = —3 YhB - &

Le parameétre est B et 0; est la dérivée par rapport & B;. Montrer que (V X Ap,) se met
sous la forme )
B

(V x Ap) = Y

et que
//S(C’)(V X Apm)-dS = —%Q

ou €2 est I’angle solide sous lequel le contour C est vu depuis I'origine.

12.7.12 Phase de Berry et effet Aharonov-Bohm

1. Considérons une particule chargée de charge ¢ confinée dans une boite centrée en R
qui ne rencontre pas le solénoide (figure 12.9). En absence de tout champ magnétique
(pas de courant dans le solénoide), la fonction d’onde de la particule est ¢ (7 — E) On
suppose maintenant que le courant passe dans le solénoide ; le champ magnétique reste nul
a l'intérieur de la boite. Bien que B =0, on doit cependant choisir A # 0. Montrer que la
fonction d’onde devient

W, (7 R) = exp <_E /T(F’)dF’) om (7 — R)
R

2. On fait décrire a la boite de fagon adiabatique un tour complet autour du solénoide.
Montrer que dans les notations de (12.160)

Am (R, 1) = (¥ (7; R)|V gV (7; R))

et calculer A‘m

q9 » 3 . 3 * (= = 23
Ay = - A(R) + 1/ d3r o* (7 — R) V 5om (7 — R)
3. Montrer que si I’on fait un tour complet autour du solénoide

q®

.?{Cﬁm(ﬁydﬁ:—?

oul ® est le flux du champ magnétique a travers le contour C.
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Chapitre 13

Théorie élémentaire de la diffusion

USQU’A PRESENT nous avons étudié principalement les états liés, et les états

de diffusion n’ont été examinés que dans le cas a une dimension (§ 9.3.4).
Cependant des information essentielles sur les interactions entre particules,
atomes, molécules, etc., ainsi que sur la structure des objets composés, peuvent
étre obtenues par des expériences de diffusion’ (ou de collision). Les états liés
ne donnent que des informations partielles sur ces interactions — et parfois
ils n’existent méme pas —, tandis qu’il est pratiquement toujours possible de
réaliser des expériences de collision. Nous allons nous limiter dans ce chapitre
a la diffusion par un potentiel, qui permet de décrire les collisions élastiques de
deux particules de masses mi et mo. En effet, en se placant dans le référentiel
du centre de masse?, on se raméne au cas d’une particule de masse m =
(mymg)/(m1 + mg) dans un potentiel (exercice 8.5.6).

Les sections 13.1 et 13.2 développent le formalisme élémentaire de la théo-
rie de la diffusion élastique, en mettant 'accent sur la limite de basse énergie,
qui joue un roéle trés important en pratique. La section 13.3 généralise le for-
malisme au cas inélastique, ou plus exactement décrit la répercussion des voies
inélastiques sur la diffusion élastique. Enfin la section 13.4 est consacrée a des
développements plus formels.

13.1 Section efficace et amplitude de diffusion

13.1.1 Sections efficaces différentielle et totale

Le schéma d’une expérience de diffusion est donné dans la figure 13.1. Un
faisceau de particules de masse m; et d’impulsion bien définie dirigée suivant

1. La terminologie francaise préte a confusion : diffusion a deux significations, soit col-
lision d’une particule sur une autre, soit mouvement régi par une équation de diffusion,
souvent relié & une marche aléatoire. Cette ambiguité n’existe pas en anglais : collision est
traduit par « scattering » et diffusion par « diffusion ».

2. Dans les anneaux de collision comme le LEP (Large Electron-Positron), anneau de
collision et — e~ mis en service au CERN en 1990 et fermé en 2000, le référentiel du centre
de masse est identique a celui du laboratoire.
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b

détecteur

k

. @____

faisceau . Z
cible

F1G. 13.1 — Schéma d’une expérience de diffusion.

I'axe Oz entre en collision avec une cible de particules de masse ms. Pour
simplifier la discussion, on supposera mj; < ms, et on négligera le recul de
la cible dans la collision. Dans le cas général, il faut passer du référentiel du
laboratoire au référentiel du centre de masse par une transformation cinéma-
tique simple (exercice 8.5.6). Une fraction des particules incidentes est déviée
par la collision avec la cible et les particules qui ont subi une collision sont en-
registrées par des détecteurs placés dans une direction d’angles polaires (6, ¢),
appelés angles de diffusion, notés collectivement 2. Soit AS la surface d’'un
détecteur placé a une distance r de la cible. Ce détecteur est vu de la cible
sous un angle solide AQ ~ AS/r?. On suppose que la densité n. de particules
cibles est suffisamment faible pour que les collisions multiples puissent étre
négligées. Dans ces conditions, le nombre AN(2) de particules ayant subi une
collision et enregistrées par le détecteur est proportionnel, par unité de temps
et par unité de volume de la cible,

e au flux F de particules incidentes, c’est-a-dire au nombre de particules
traversant une surface unité perpendiculaire & Oz par unité de temps :
F = n,v, ou n; est la densité de particules incidentes et v leur vitesse;

e 3 la densité n. de particules cibles;

e a langle solide AQ sous lequel est vu le détecteur depuis la cible
(figure 13.1). Par la suite nous supposerons c